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Sur les intégrales non oscillatoires
d’un systéme de trois équations différentielles linéaires

par Z. BUuTLEWSKI (Poznan)

Introduction. Nous considérons dans cet article le systéme de
trois équations différentielles linéaires

o' = awc+by+cz, P
) N e
2 = a,m+ by + e,

ol les coefficients a, b, ¢, a;, by, ¢;, ay, by, ¢, sont les fonctions continues
de la, variable réelle ¢ pour ¢, <t < oo.

Nous appelons une solution m(t), y(t), 2(t) du systéme (I) non oscil-
lante, si les trois fonctions xz(t), v(t), 2(t) n’ont pas des zéros pour les
grandes valeurs de la wvariable t.

En suite nous considérons le systéme d’équations différentielles
{(D' = ez By,
y' = a,..'.'?-l— By,
oir les coefficients a, B, a;, By sont des fonctions continues de la variable ¢
pour ¢, <1t < oo,

Le systéme (II) est non oscillant, si pour toute solution o(?), ¥ (%)
les deux fonctions 2 () et y(f) n’ont pas de zéros pour les grandes valeurs
de la variable t.

Dans le § 1 je donne une démonstration simple du théoréme bien
connu [1] que le systéme (II) ne soit pas oscillant.

Nous obtenons (§ 2) des conditions suffisantes pour qu'une solution
E(1), n(t), (1) du systéme (I) posséde les propriétés “suivantes

£)=>0, n()>0, {(H)>0,
£)y>0, 7@M)>0, >0
pour {, <1t < oo.
M. Svec [2] et B. A. Kondratiew [3] ont obtenus récemment des

propriétés analogues pour une solution £(¢) de 1’équation binome
2" = A(t)w.

(II)
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En tenant compté de ces propriétés de l’inégrale &, », { nous retrou-
vons des conditions suffisantes pour que tous les intégrales du systéme (I)
soient non oscillantes.

Dans la suite (§ 3 et § 4) nous obtenons des conditions suffisantes
pour que chacune de ces fonctions x(t), y(¢), 2(t) soit différente de zéro
‘pour les grandes valeurs de la variable ¢. En conséquence nous trouvons
les conditions suffisantes pour que toute solution x(t), y¥(f), 2(f) du sy-
stéme (I) soit non oscillante pour les grandes valeurs de la variable t.

Dans la démonstration nous appliquons les résultats du §1 et un
théoréme de M. Potter [4]. '

En particulier nous aboutissons au résultat de M. Svec [2] obtenu
récemment et concernant des solutions non oscillantes de 1’équation
différentielle binome, troisiéme ordre '’’’ = A (f)x. La méthode, que nous
appliquons pour démontrer nos théorémes III et IV ne différe pas en
essentiell de celle employée par Svec [2].

§ 1. Soit donné le s'ystéme d’équations -différentielles
8’ = ax+ By,
Y =ao+py,

ol les coefficients a, B, a,, B sont des fomctions continues de la variable i
pour i, <t < oo.
On peut remplager le systéme (1.1) par le suivant

(1.1) {

t
X' = Ypexp ‘f (Bi—u)dt (),

(1.2) .
Y = Xa,exp j (a— By)dt,
i
ol o
t t
(1.3) X = zexp (—— fadt), Y =yexp (-— fﬁ, dt) .
o o

Nous allons démontrer le :

THEOREME I. Soit 2(t), y(t) la solution (non triviale) du systéme (1.1).
S8t 0,8 >0 6t aucune des fonctions a, et B ne change pas de signe powr
Ty <1< oo alors, le produit x(t) y(t) possede au plus un zéro dans Dinter-
valle (ty, 0o) et par conséquent le systéme (1.1) est non oscillant.

Démonstration. D’aprés (1.3) on a

|1
(1.4) XY:W&xp[—!(a—l—ﬂ,)dt].

() expu = e,
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En dérivant la relation (1.4) nous obtenons

. ¢ ¢
(1.5) (XY) = X2q,exp [lf (a— ﬂl)dt]+ Y2Bexp [ tf (Bi—a) dt] .

On déduit de la formuld (1.5) que les deux cas sont possibles
(XYY =0, si a>0, p>=0,
(XYY <0, si <0, A<O.
Alors le produit XY est une fonction monotone pour ¥, <t < oo et en

congéquent, il a au plus un zéro dans lintervalle (4, co). Le systéme (1.1)
est donc non oscillant.

Remarque. 8Bi a; = 0 et # = 0 dans l'intervalle [¢,, o), 1a solution
x(t), y(t) est non oscillante et alors le systéme (1.1) est non oscillant.

§ 2. Nous considérons un systéme d’équations différentielles

'=az+4-by+ ez,
(2.1) Y =ax+by+er,
= aw+by+ey2,
ou les coefficients a, b, ¢, a1, by, ¢, ay, by, ¢y sont des fonctions continues
de la variable réelle ¢ pour #, <t < co. : -

On suppose dans la suite que les coefficients satisfont les conditions
suivantes ' '
b>0, ¢=>0,
(2.2) a, >0, ¢ >0,
a,>0, b,=>0,
pour 1, <t < oo,

TaEoREME II. 8% les conditions (2.2) sont remplies et £(t), n(t), (1)
est une solution du systéme (2.1) satisfaisanie les conditions initiales

E(t) >0, 7(t) >0, C(t)>0,
on a les inégalités

ER)>0, 7()>0, (()>0 (Hh<t< oo);

st de plus a >0, b, >0, ¢, =0 pour tp <1 < oo, il y a £(t) >0, 7'(t) > 0,
{'(t) >0 pour ty <t < co.

Remarque. On peut remplager les hypothéses du théordme II par
les suivantes (plus générales): &(2,) =0, n(t) =0, (t) =0, les coeffi-
cients du systéme (2.1) sont nonnégatives pour #, << oo et, en plus,
au moins un des trois cas ou b(f) > 0, n(t,) > 0, ou ¢ () > 0, {(t) > 0,
ou bien ay(t) >0, £(t,) > 0 est satisfait.

Annales Polonici Mathematici XVIII 7
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Démonstration. Nous rem]é)la,g,ons le gystéme (2.1) par le suivant

X' =BY+0Z,
(2.3) Y=4,X+4+0,2Z,
7' = 4, X+B,Y,
oll posons
‘ -
X = wexp _ fa(t)dt y
L )
i
: ;
(2.4) Y =yexp|— [ b,

Z = zexp _ fc,(t)dt- .
On peut exprimer les coefficients du systéme (2.3) par les mémes du

gystéme (2.1).
Nous avons donc les relations

!
B = bexp [ f (by— a)dt], 0= cexyp [ f (e,— a)dt] )
{o to
1 t
(2.5) A4, = aexp [‘f(a— by, = cexp [’f (e—by)dY]

1 H
A= a,exp[‘f (a—e)dt], By= bzexp[tf (b ca)dt] .

Désignons par A(f), u(t), »(¢) une solution du systéme (2.3), ol on a

1 ¢ ¢
(2.6) A= fexp [—fa.dt], U= nexp [—fb,dt], v={exp [—fogdt]
et done " o o
(2.7) AMly) = E(%) >0,  u(t) =n(t) >0, »(f) ={(f)>0.

D’aprés (2.3) nous obtenons

A= Bu+0v,
(2.8) ," _ A12.-|—01'V,
‘V’ = .A.EA"I_BEM .

On déduit de (2.5) et (2.2) qu’il y a
B >0, C=0, 4,=0,
C;>0, A4,>0, By=0

En tenant compte de (2.8), (2.9) et (2.7) nous obtenons les inégalités
A'(te) > 0, u'(te) > 0, +'(t) > 0.

(2.9) (ty <t < o0).
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Il existe alors un nombre & > 0, qu'on a

Ay>0, pu(t)>0, #(t)>0,
AE)>0, Ht)>0, Y(E)>0

dans l'intervalle’ (ty, %o+ ).

Les inégalités (2.10) sout satisfaites dans lintervalle (f,, o). En
effet, 8 au contraire il y avait un premier point .’Z'1 (Ty > 1), o 2’(T}) = 0,
A()> 0, u(t) >0, v(t) > 0 dans V'intervalle (¢,, T,] et alors d’aprés (2.8)
et (2.9) serait A’(T,) > 0, ce qui est en contradiction avec la définition
du nombre T,.

On peut faire des considérations analogues pour les fonctlons p(1)
et »(). Il y a done toujours A(t) > 0, A'(f) > 0, u(t) > 0, u'(t) > 0, »(t) > 0,
v'(t) > 0 dans Lintervalle (1,, co).

D’aprés les relations (2.6) et les inégalités (2.10) on a

(2.11) EB)>0, n(t)>0, L()>0 (f<i<oo).
En dérivant les relations (2.6) nous obtenons

(2.10)

t ¢
AN = (&—ak)exp [— ‘fa,dt}, p' = (n'—byn)exp [— ‘fbldt] ;

¢
= ({'—¢y{)exp [— fc,dt] .

Selon (2.10), (2 11) et d’aprés les hypothéses: du théoréme IT il vient
E>at>=0,7">bn=0,{>c6l>0 dans Pintervalle {#,, co). Le théo-
réme II est donc démontré

§ 3. Considérons le systéme des équations différentielles
o' =a0+by+ez,

(2~1aj g Yy =az+byt+eaz,
2= a3+ by + 2,

ol les fonctions a, b, ¢, a;, by,'¢;, @y, by, 6y s0mt continues de la variadle i
pour ty <t < oo et b, e, ay, ¢, ay, by dérivables dans (1, oo).

Posons
M = a{o,— a,6{+ ay c,(a— 05) + an0i— a1 0,
N = bc’— blo-l"' bG (ca'—' bl) + b201— bao2 ’
P = a,bj— ajby+ ayby(by— @)+ agb— a, bz,
(8.1) )
b =cn—ok,
Y = bE— bL,

X =a{—ay.
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Nous distinguons deux cas:

(I) ME>0, N¥20, Pr>0

3.2
(3:2) (II) MP <0, NP<0, Py<O

(ty<1).

Nous considérong plus .bas (§ 3) le cag (I) et ensuite (§ 4) le cas (II).
Dans le cas (I) les produits MP, N¥ et Py peuvent étre identiquement
égales & zéro dans lintervalle [#, co), ou dans un sousintervalle de cet
intervalle. Nous allons démontrer le

TrEORAME ITI. Soit £, 5, { une solution du systéme (2.1a) o% &> 0,
n>0, {>0 pour t, <t < oo, |

Désignons par x, y, z une solution quelconque (non tiriviale) du sy-
stéme (2.1a).

1° 85 b £ 0, NP> 0 et aucune des fonctions N et ¥ ne ohange pas
de signe pour t, <t < oo alors, la fonction w(t) posséde au plus deuw zéros
dans Pintervalle [ty; oo).

2° 8i 0 #0, MO >0 et aucune des fo'ncmons M et D ne change pas
de signe pour t, <t < oo alors, la fonction y(t) posséde au plus deuw zéros
dans Vintervalle [1,, co). ‘ ’

3° 8i a; #0, Py>0 et aucune des fonclions P et y ne change pas
de signe pour ty <t < oo alors, la fonction 2(t) posséde au plus deux zéros
dans Uintervalle [ty, oo).

4° 8% les hypothéses 1°, 2° et 3° sont remplies, la solution z(t), y(t), 2(1)
du systéme (2.1a) est non oscillante pour t, <t < oo.

Démonstration. Ad 1°. Considérons un systéme des équations
différentielles '
X'=BY+0Z,
(2.3a) Y'=4,X4072,
7' = 4, X +B,Y

Nous remplagons dans cet systéme les fonctions X,'Y, Z par X,, ¥y, Z
respectivement, définies par les formules

¢ ¢ t
(3.3) X, = ).fudt, Y1=uffudt+'u, Z1=vfudt+'w,

ot les fonctions Ay o ¥ sa.tlsfont les relations (2.6) et w, v, w sont des
variables nouvelles. .

D’aprés (3.3) et (2.3a) on obtient un systéme d’équations

A= Br+ Cuw,
(3.4) v 4 pu = Cpw,
W'+ = Byw.
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L’elimination de la variable » conduit au systéme de deux équations
différentielles

U = (B”O—I-g 2}',)%%— (exp “f o,dt)w

| Sl o2

D'aprés les hypothéses du théoréme III, 1° et les relations (2.5) on a
N¥Y >0 et B+ 0 pour {, <?< oo. En appliquent le théoréme I aun sy-
stéme (3.5) on déduit que cet systéme est non oscillant.

Si w(t), w(t) est une solution du systéme (3.5), toutes les deux de
ces fonctions w(t) et v(t) possédent au plus un zéro dans l’intervalle
(g, o0). Soient (u,, ), (us,w,) deux integrales linéairement indepen-
dantes du systéme (3.5). Nous obtenons alors les trois intégrales linéaire-
ment indépendantes du systéme (2.3)

(3.5)

t Lt
A, }.fuldt, }.fuzdt,
to o

‘ t
My .“f“udt‘l"l’u .uf'ufadt‘i"va’
to to

4

:
v, vfu,.dt—[—wl, vf'u.zdt-l-wz,
to

to
out d'aprés (3.4) on a les relations
Auy = Bv,+ Cw,, Auy = Boy+ Cw,.

Nous avons donc
X =T,
oll

¢ t
.Z-‘= k1+ kg f uldt"l_ka fuzdt (kJ.’ kz, ka - OOIlSt) .
to lo

En dérivant la fonction I' nous obtenons
.I.“ == k2u1+ ksua = u(t) '

La dérivée I" posséde au plus un zéro dans l’intervalle (i, co) et par
conséquent la fonction I' posséde au plus deux zéros pour (fy, oo). La
fonction X (t) a la méme propriété. Finalement d’aprés (2.4) on déduit
que la fonction z(f) posséde au plus deux zéros dans l'intervalle (f,, oo).

Les considérations sont analognes dans le cas des fonctions ¥ (1)
et z(1).
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Ad 2°. Nous appliquons pour le systéme (2.3a) la transformation
des variables en remplagant X, ¥, Z par X,, ¥,, Z, respectivement, o

H [ ¢
8.7  Xy=4[vditu, Y=g [odt, Zy=v[ovdt+w.
1o to to

Nous obtenons donc le systéme des équations

w'-+iv= 0w,
o = A, u+ Ow,
w—4w=A4A,4%.

En eliminant la variable w, on obtient le gystéme de deux équations

différentielles
i

, A0 @
u =— C. a[exp (—fadt)]'v

@ M ‘ ‘00 o _u
,'—— -_1—
v = (exp‘ofadt)u—}—( + 2= )

Le raisonnement analogue comme dans le cas du systéme (3.5) conduit
au résultat que la fonction y(¢) posséde au plus deux zéros dans llin-
tervalle (%, oo).

Ad 3° Nous appliquons dans le systéme (2.3a) les substitutiones

¢ ¢ ¢
(3.9) Xa=lf'wdt+'u,, Ys=;zjwdt+'u, Z,,=vf'wdt.
to Lo to

On obtient alors le systéme des équations suivantes

%+ = Bo,
v+ pw = 4, u,
yvw = Aqu-+Byv.

L’elimination de # conduit au systéme d’équations différentielles

, 4, B
v = 1"182'0-1- [exp( jbdt)]'w,

w' =—(expfbldt)v+(AlB”+—”—2::)
2

En appliquant le méme raisonnement que plus hant dans le cas du sy-
stéme (3.5) nous arrivons & la conclusion que la fonction z(f) posséde
au plus deux zéros dans l'intervalle (Z,, o).

(3.10)
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Si les hypothéses 1°, 2°, et 3° sont remplies, chacune de ces fonctions
®, ¥, # n’a pas de zéros pour le grandes valeurs de la variable ¢ et en
conséquent toute intégrale w, y, # du systéme (2.1a) est non oscillante.
Le théoréme III est donc démontré.

Remarque. On peut la dérivée @'(f) exprimer par la formule
P'(t) = (aye— aoy— 1) E+ (byo— bo,+-0') 7 .

Nous pouvons alors remplager linégalité M®P > 0 par les conditions
suivantes: ou

Mt)=0, @()>0, &)>0
ou (ty <t < 00)
M) <0, @()<0, ()<O0.

Nous avons aussi
Y'(t) = (aby— ayb 4 b3) £+ (byc— boy,— b'){ .

On peut remplager 1’inégalité N¥ > 0 par les conditions: ou

N{it)=0, P)=0, ¥P@#)=0
ou (fo <t < o)
N <0, YP(H)<0, ¥V(I)<0. ‘
INya
2'(t) = (@ ba— @by — a2) n+ (0, 6— @y, @)L .
Or, nous pouvons remplager l’inégalité Py > 0 par les conditions: ou

P(t)=0, x(t)=0, x(=0"
ou (to <t < oco).
P(t)<0, z(t)<0, #'(t)<0.

§ 4. Cas II. Nous allons étudier les intégrales du systéme

o' = ax+by+ oz,
(2.1a) ¥y =aotbytoez,

7' = ayw1 by + 62,
dans le cas II, c’est & dire &i on a

(3.2) (II) M®<0, NP<0, Pr<0 (f<i< o).

Soit £, 5, ¢{ une intégrale du systéme (2.1a). Supposons que les inégalités
£>0, >0, {> 0 sont satisfaites pour 0 < f, <? < oco. R. L. Potter [4]
a démontré recemment le théordme suivant: Si r(t) et p(t) sont des fone-
tions de classe O, r(t) > 0, p(t) = 0 pour 0 < ¥, <1t el de plus on a

F o

(4.1) . . 0 =

00, ].im'r'(t)‘%[r(t)p(t)]'”’z =L>2,
-0
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Déquation différentielle
(4.2) [r@y'T+pM)y=0

est mon oscillante pour les grandes wvaleurs de la variable .

Remarque. On peut appliquer d’autres conditions pour que 1’équa-
tion (4.2) soit non oscillante, par exemple celles de M. E. Hille [5].
Nous remplagons le systéme (3.5) par ’équation différentielle

db: FAU 4
(43) G Far|-ErU=0
ol ‘
bye
F =exp (a+b—'c +2L)dt
i!‘ 1 ] b ’
(4.4)

U= uﬁ%—) iU exp‘[— f(q+b1+bii:)) dt] .
io

b(t) &%t

D’aprés la relation (4.4) on déduit que les fonctions #(t) et U(t) sont
de méme signe.

Nous allons retrouver des conditions pour que ’équation (4.3) soit
non oscillante. I1 suffit ici de considérer le cas N >0, ¥ < 0 pour
0 <ty <t< oco. Soient remplies les hypothéses suivantes

2
(4.5) %-£>o~, 0<—-§—:F<p (0<ty <t < c0).

En appliquant le théoréme de comparaison des solutions de Sturm-
Picone (comp. par exemple [1]), la ‘non-oscillation de 1’équation (4.2)
conduit & la non-oscillation de 1’équation (4.3). D’aprés le théoréme
de Potter cité plus haut, on déduit que 1’équation (4.3) est non oscillante.
Dans la suite nous appliquons des considérations analogues ainsi que
dans le cas du systéme (3.5). Alors la fonction x(t) est non oscillante
pour les grandes valeurs de la variable ¢.

ExXEMPLE. Considérons maintenant 1’équation du troisiéme ordre
(4.6) 2" =Atw, A{t)>0 (0<f<t< o0).

On peut remplager 1'équation (4.6) par le systéme des équations diffé-
rentielles

=y,
(4.7) y':z,
2= Ax.

D’aprés le théoréme IT une solution &, #, { du systéme (4.7) rempliessante
les conditions initiales £(%)> 0, 7(t) > 0, {(f) > 0 est positive, c’est-
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a-dire £(f) > 0, #(?) > 0, {(1)> 0 pour 0 < ¢, <t < oo et de plus on a
Et)>0, 5'(t) >0, £'(?) >0 pour 0 <f,<i< oo.
Supposons que 0 < t]imC(z) = m < oo. L'équation (4.3) prend

la forme

1.\ ¢ . E"(t)
4.8 < =U=
(4.8) (EU)+HU 0, v=ufld.
Pour comparer nous considérons l'équation différentielle
1 m

4.9 =
(4.9) Fr)+pv=o.
Dans ce cas nous posons 7 = 1/& p = m/& et d’aprés (4.1) on a

t

i - 1d[1 m]™# 3 ¥2 -

P’i'ilj E()dt=co, limzzle. &2] —5o>2.

L’équation (4.9) est donc non oscillante et par conséquent 1’équation (4.8)
posséde la méme propriété. Toute solution «(¢) de l'équation (4.6) est
donc non oscillante. Ce résultat a obtenu recemment M. Svec [2].
Dans le cas des fonctions %(¢) et 2z(¢) les considérations sont
analoques.
Nous remplagons le systéme (3.8) par 1'équation différentielle

dle @& o

(4.10) @l @A =0
ol .
t
@ = exp J( a—|—b1+02+2a"0)
(4.11) fo

-8 |- f (e ).

On voit de la formule (4.11) que les fonctions V(¢) et »(¢) sont du méme
signe pour ?, <t < oco. Supposons qu’on a

2

(] G _ _ 2 .
(4.12) ;'ﬂrf‘l>0, 0 < WZGQP (0 <ty < i< 00).
D’aprés le théoréme de M. Potter 1’équation (4.10) est non oscillante.
En tenant compte des relations (3.7) et (2.4), la fonction ¥ (?)- est non
oscillante pour les grandes valeurs de la variable ¢.

Nous remplagons le systéme (3.10) par 1’équation différentielle

2
%[“’ HiW) _ % gw—o,

o TP s
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ou -
= expf(a—b1+c,+2a1b”)dt,
o

g e TR

On voit de la formule (4¢.14) que 'les fonctions W(t) et w(t) sont du méme
signe dans l’intervalle (f,, oc). Soient remplies les inégalitées

418) 2.H .00, 0<—EH<p (0<ti<i< o).
{ P la

Selon le théoréme de la comparaison des solutions et du théoréme de
M. Potter, 1’équation (4.13) est non oscillante. En vertu des relations
(3.9) et (2.4), la fonction z(¢) est non oscillante pour les grandes valeurs
de la variable ¢.-

En résumé nous pouvons énoncer la proposmon suivante:

THEOREME IV. Soit x(t), y (1), 2(t) la solution du systéme des équa-
tions différentielles (2.1a). Supposons que les conditions (4.1) sont.rem-
plies et de plus:

1° si les inégalités (4.5) sont satisfaites, la fonolion x(t) est mon osoil-
lante pour t > ty;

2° si les inégalités (4.12) sont satisfaites, la fonciion ¥ (t) est non oscil-
lante pour t > 1,

3° i les inégalités (4.15) sont satisjaites, la fonction z(t) est mon oscil-
lante pour t > 1,; '

" 4° toute solution w(t), y(t), #(t) du systéme (2.1a) est mon oscillante,
8% les hypothéses 1°, 2° et 3° somt remplies.

Remarque. Les coefficients 7(t) et p(f) dans le théoréme de
M. Potter dans chaque cas 1° 2° et 3° pouvent &tre différentes.

(4.14)
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