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Regulire und stabile Randpunkte fiir das Problem der
Wirmeleitungsgleichung

von I. BABUSKA und R. VYBORNY (Praha)

Einleitung. Im Jahre 1938 hat Tichonov in seiner Arbeit [1] unter
anderem bewiesen, da die Dirichletsche Aufgabe fiir das Gebiet ¢ und
die Gleichung

(1) Au =0

dann und nur dann fiir jede auf dem Rand der Menge G stetige Funk-
tion f losbar ist, wenn fiir die Gleichung

(2) Aw = ow/ot

die erste Randwertaufgabe auf einem Zylinder G x (0, T> (*) fiir stetige
Arnfangs- und Randbedingungen lésbar ist (2). Fulks hat in seinen Ar-
beiten [2], [3] neue Beweise dieses Satzes erbracht. In unserem Artikel
beweisen wir einen allgemeineren Satz und zwar, daB ein Punkt dann
und nur dann fiir die Laplacesche Gleichung regulir ist, wenn er auch
fiir die Gleichung (2) regulir ist. Wir fithren weiter fiir die Gleichung (2)
den Begriff der stabilen Punkte ein und beweisen, daf ein Punkt dann
und nur dann fir die Gleichung (2) stabil ist, wenn er fiir die Gleichung (1)
stabil ist.

1. Bezeichnungen, Definitionen und Sitze. Ein beschrink-
tes Gebiet des n-dimensionalen (n > 1) (}) Euklidischen Raumes be-
zeichnen wir mit dem Buchstaben @, seine Begrenzung mit @. @ sei die
abgeschlossene Hiille der Menge @, Q sei.der Zylinder @ x (0, T, Z seine
untere Grundfliche und 8 sein Mantel, d.h. () Z = F((z, 0); z ¢ @],
S=Flz,1); zeG 0<t < T

(*) T ist eine beliebige positive Zahl.

(*) Gemeint ist hier die klassische Losung, d.h. eine stetig auf den Rand des De-
finitionsgebietes fortsetzbare Lésung.

(8) Der Fall n = 1 ist trivial.

() Wir beniitzen die iibliche Bezeichnung z = (w,, ..., ,), (2, t) = (), ..., ZTp» {),

jo=sl =/ F—p.
$=1
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DEFINITION 1. Wir nennen die Funktion » die Loésung der Dirichlet-
schen Aufgabe fiir die Gleichung (1), das Gebiet @ und die anf @ stetige
Funktion f, wenn

1. fiir ¢ ¢ G@ die Gleichung (1) gilt,

2. u stetig auf @ ist und fir y e G u(y) = f(y) gilt.

DEFINITION 1’. Die Funktion w nennen wir die Losung der Dirichlet-
schen Aufgabe fiir die Gleichung (2), den Zylinder @ und die auf Z v 8
stetige Funktion ¢, wenn '

1. fiir (z,?) eQ die Gleichung (2) gilt, (%)

2, die Funktion w» stetig auf Q w8 v Z ist und w(y,t) = @(y,1)
fir (y,t)eZ v S gilt.

DEFINITION 2. Das Gebiet- G nennen wir reguléir fiir die Gleichung (1),
wenn zu jeder auf G stetigen Funktion f eine Losung der Dirichletschen
Aufgabe existiert.

DEFINITION 2’. Das Gebiet G nennen wir regulidr fiir die Glei-
chung (2), wenn zu jeder auf Z v § stetigen Funktion ¢ eine Losung der
Dirichletschen Aufgabe fiir die Gleichung (2) und den Zylinder @ existiert.

Anmerkung. Man sieht leicht ein, daB der Begriff der Regula-
ritit des Gebietes G fiir die Gleichung (2) unabhingig von der Zahl T
ist. Bekanntlich ist jedes Gebiet mit geniigend glattem Rand regulir fiir
die Gleichung (1) und auch fiir die Gleichung (2).

Fiir jedes beschrinkte Gebiet G existiert immer eine Folge von Ge-
bieten {g:} so, daB

1. 96 C gr+1y

2. Ugr = G ist und

3. alle gx fiir die Gleichung (1) reguldr sind.

Es gei f eine stetige Funktion auf G und f* irgend eine stetige Er-
weiterung von f auf G. Es sei ux die Losung der Dirichletschen Aufgabe
fiir die Gleichung (1), das Gebiet g; und die Funktion f* (®). Dann gilt
folgender Satz von Wiener [4].

Satz 1. Die Folge ux konvergiert lokal gleichmdfig auf G gegen eine
harmonische Funktion u(f,x). Die Funktion w hdngt weder von der Wahl
der Folge {gi} moch davon ab, wie die Funktion f auf das ganze Gebiet G
erweitert wurde. Wenn fiir die Funktion | und das Gebiet G die Dirichletsche
Aufgabe losbar ist, so ist u(f,x) thre Liosung.

DEFINITION 3. Die Funktion # nennen wir die Wienersche verall-
gemeinerte Losung der Dirichletschen Aufgabe fiir die Gleichung (1),
das Gebiet G und die Funktion f.

(*) Fiir { = T bedeutet 2w/ot die Ableitung nach links.
(*) Gemeint ist die partielle Funktion f* auf g,.
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Es ist ebenfalls leicht einzusehen und zu beweisen, dafl eine Folge
von Gebieten {g;} existiert, welche die Bedingungen 1. und 2. erfiillt,
wobei

3’. alle g; fiir die Gleichung (2) regulir sind.

Es sei ¢ eine stetige Funktion auf Z o 8 und ¢* ihre Erweiterung auf
Qu Zu . Es sei wi die Losung der Dirichletschen Aufgabe fiir die Glei-
chung (2), den Zylinder ¢ = gx x (0, 7> und die Funktion ¢* (?). Dann
gilt wieder

SATZ 1'. Die Folge wy konvergiert auf Q lokal gleichmdfig (®) gegen
eine Funktion w(p,x,1), welche auf Q die Losung der Gleichung (2) tst.
Die Funktion hingt weder von der Wahl der Folge {g.} noch davon ab, wie
die Funktion ¢ auf Qo Z v S erweitert wurde. Die Funktion w ist stetig
auf Z forisetzbar und fiir z e G gilt

w(p, 2, 0) = ¢(z, 0) .

Wenn fir den Zylinder Q und die Funklion ¢ die Dirichletsche Aufgabe
losbar ist, so ist w(p, x,t) thre Lisung.

Beweis. (°) Es sei ¢* ein Polynom, fiir welches A*p—adgp*fot > 0
gilt. Aus dem Maximumprinzip folgt, dall die Folge wi(x,t) fir jedes
(z,t) nicht abnehmend und beschrinkt ist. Also ist wi(x,t) konvergent.
Aus den Ergebnissen von Bernstein (siehe [8]) folgt, daB die Folge gleich-
miBig beschrinkter Funktionen w; eine Teilfolge enthilt, welche auf Q
lokal gleichmifig gegen eine Léosung der Gleichung (2) konvergiert. Da
die Folge w; nicht abnehmend ist und da sie eine Teilfolge enthilt,
die lokal gleichmaBig konvergiert, so ist sie selber lokal gleichmiBig
konvergent. Es sei ¢ > 0. Ist nun ¢*(x, t) eine beliebige stetige Funktion
auf @, so existieren Polynome ¢, und ¢, derart, dafl

Ap;—ogifot =20 (i=1,2)
und

(3) |p*(@, 1) — (3u(@, 1) — pol, 1)) | < &3

fiir (x,!) e G gilt. Es seien wj, bzw. w;, Losungen der Dirichletschen
Aufgabe fiir die Funktion ¢, bzw. ¢, und die Menge ¢;. Nach dem bisher
Bewiesenen sind die Folgen wj; und w, lokal gleichmidBig konvergent
auf Q. Es sei F abgeschlossen, FC G und 6 > 0. Wir setzen Q,= F x <8, T).

(") Hier gilt eine zur Fuflnote 8. analoge Bemerkung.

(®) Eine Folge ist lokal gleichmiBig konvergent auf @ falls sie auf jeder Menge von
der Form F x (4, T) gleichmiBig konvergiert, wobei J eine positive Zahl und F c G
eine abgeschlossene Menge ist.

(®) Einen édhnlichen Satz fiir » = 1 hat B. I’ini [5] fiir einen beweglichen Rand
bewiesen.
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Da die Folgen w;; (i = 1,2) gleichmiBig auf @, konvergieren, so exi-
stiert ein %, derart, daB fir k > k,, !l > k, und (z,1?) € @,

(4) | w2, t) — wi(w, 1)] < £/6 (t=1,2)
gilt.
Aus (3) und (4) folgt, dafl auf dem parabolischen Rand @, (*°)

lwr(@, 1) —wi(z, t)| < e

gilt. Die Folge w; konvergiert also auf @, gleichmiBig. Aus den Ergeb-
nissen von Bernstein [8] folgt, daB die Grenzwertfunktion eine Losung
der Gleichung (2) ist. Es sei nun (z,, {,) € ¢. Wenn ¢* und ¢** zwei stetige
Fortsetzungen sind und w} und w%* die entsprechenden Ldsungen der
Dirichletschen Aufgabe fiir den Zylinder gx sind, so gilt fiir geniigend
grofle k

[Wi(T to) — WE*(Tg, )] < & .

Fiir geniigend groBe % gilt nimlich auf dem parabolischen Rand g
lp*(z, t) —p**(@, 1) < e.

Die Grenzwertfunktion w hingt also nicht davon ab, wie die Funktion ¢

fortgessetzt wurde. Die Funktion w hingt auch nicht von der Wahl der

Folge {gx} ab, denn falls sie davon abhinge, S0 wire es moglich, eine Folge

gx 80 zu konstruieren, dafl die entsprechende Folge w; wenigstens in einem

Punkt der Menge Q divergent wire, dies ist aber nicht moglich. Ist die Di-

richletsche Aufgabe losbar und 2 ihre Losung so kann man ¢* = 2 setzen
und w ist offenbar die Losung der Dirichletschen Aufgabe fiir das Gebiet Q.

DEFINITION 3’. Die Funktion w nennen wir die (verallgemeinerte)
Wienersche Losung der Dirichletschen Aufgabe fiir die Gleichung (2)
den Zylinder @ und die Funktion ¢.

DEFINITION 4. Den Punkt y ¢ G mennen wir regulir fir die Glei-
chung (1) (die Gleichung (2)), wenn fiir jede auf ¢ (auf Z v §) stetige
Funktion f (stetige Funktion ¢)

Iimu(f,z) =Ff(y) ( lm w(p,z,t)=¢(y,t,) fir alle 0 <, < T')
-y €X) Sl (TR Y]
gilt.

DEFINITION 5. Die Funktion b nennen wir eine Barriere fiir den
Punkt y e ¢ und die Gleichung (1), wenn sie stetige Ableitungen 2-ter
Ordnung auf G hat und wenn

a. b(z) > 0 fir z ¢ G,

b. lim b(x) = 0,

x>y

c. Ab(z) <0 fir re@
gilt.

() Der parabolische Rand des Zylinders ist seine untere Grundfliche und sein Mantel.
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Tolgender Satz ist auch gut bekannt (siehe [6]):

SATZ 2. Der Punkt y € G ist dann und nur dann fir die Gleichung (1)
reguldr, wenn eine Barriere fiir den Punkt y und die Qleichung (1) existiert.

DEFINITION 5'. Wir nennen die Funktion v(x,?) eine Barriere fiir
den Punkt y ¢ G und die Gleichung (2), wenn ein 8 > 0 derart existiert,
daB »(w,?) stetige erste Ableitungen und stetige Ableitungen zweiter
Ordnung nach den Verinderlichen #; (¢ =1,..,n) in Q; = G x(—4,d)
hat und wenn

a. v(x,t) > 0 fir (z,1?) e Qs,

b. 1lim »(z,t) =0,

(x,0)—>(,0)
c. dv(z,t) < ov(x,t)/ot fir (z,?) € Qs

gilt.

Wir fiihren nun eine parabolische Analogie des Satzes 2 an.

SATZ 2’. Der Punkt y e G ist fiir die Gleichung (2) dann und nur
dann regulir, wenn eine Bariere v(x,t) fir den Punkt y existiert ().

Satz 2’ ergibt sich sofort aus folgendem Satz.
SATZ 2”. Fiir eine beliebige auf Z v S stetige Funktion ¢ gilt

(5) lim w(p,z,t) =¢ly, )
(@, ) (wto)

dann und nur dann, wenn eine Bariere v(x,1t) fir den Punkt y G ewistiert.

Beweis. I. Es gelte (5) fiir eine beliebige stetige Funktion ¢. Dann
ist die verallgemeinerte Losung fiir die Funktion ¢(z,t) = |[z—y|+ |1
und den Zylinder @, eine Bariere.

I1. Es existiere fiir den Punkt y e G eine Bariere v(z,t). Es sei
lp(x,t)| < M und wi eine Folge von Funktionen wie im Satz 1’. Wir wihlen
e >0 Dbeliebig. Wir konstruieren einen Zylinder V = K X (},—d, {,+d),
wobei K = F'[z; |x—y| < d] ist und zwar derart, daB fiir (z,¢) eV ~ @

(6) p(@,1) > p(y, t)— /4
gilt. Zu der Zahl d existiert ein natiirliches N, derart, daB
1. das (n—1)-dimensionale MaBB der Menge (*) P = F'[z; |x—y| = d,
a1
z € G—gy,] kleiner als ————, ist;
€ gn,] Kleiner als T2 I st;

(1) B. Pini hat in [1) die Existenz einer positiven Barriere auf Q mit Ausnahme des
Punktes y als hinreichende Bedingung fiir die stetige Fortsetzbarkeit der Wienerschen
Losung bewiesen. In unserem Fall studieren wir das Problem jedoch auf einem Zylinder
(in der Zeit t). Fiir n = 1 ist die Irreguliritit des Punktes durch die Bewegung des
Randes in der Zeit hervorgerufen, wihrend fiir » > 2 die Irreguliritit eine Folge der
Form der Grundfliche ist. Trotzdem liBt sich der Beweis von Pini auch auf unseren
Fall anwenden, falls die Barriere mit Ausnahme des Punktes y auf @ positiv ist.

(¥) Es handelt sich umm das MaB eines Oberflichenteils einer n-dimensionalen
Kugel. '
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2"-3(1'|:d)f"'!_2
M

2. das n-dimensionale Mall der Menge G—gy, kleiner als
ist.
Wir definieren pun zwei Funktionen kh, und h,. Fir |[x—y| < d sei’

I'(n/2) & —|z—y? y\z
M(@) = Grnig f f w—ap  *F)d0,

wo a(z) die charakteristische Funktion der Menge P ist und das (n—1)-
fache Integral das Flichenintegral iiber die Kugeloberfliche bedeutet.
Wir erginzen die Definition der Funktion hy(z) fiir |—y| = d derart,
daB sie unterhalbstetig ist. Die Funktion k, ist durch das bekannte Pois-
sonsche Integral definiert. Sie ist daher fiir |#—y| < d harmonisch, fir
z ¢ G—§n,, |Z—y| = d hat man h,(x) = 1, fiir alle anderen x mit |z—y| = d
gilt aber h(z) = 0. Es sei

_lz—az

ho(, t) = e {—ltd) —4+d) g(2)dz ,

(2Vn(t-to+d)>" f J

wo f(z) die charakteristische Funktion der Menge G— jy, ist. Wir erginzen
die Definition der Funktion &, fiir ¢ = ¢{,— d so, dal} sie unterhalbstetig ist.
Die Funktion bhy(x,t) erfilllt die Gleichung (2), hy(z,t,—d) =1 fiir
x e G—gy, und hy(x, t,—d) = 0 fiir alle iibrigen . Wir wihlen die Zahl &
(k < 0) so, daB auf der Menge gy, ~ ¥V

w(p, &, t)—&> kv(x, t—1,) + @y, &)
gilt. Offenbar existiert ein N > N, so, da man
(7) wi(z, t) > kv(z, 1—1,)+9(y, t)

auf gy, ~ V fiir i > N hat. Wir beweisen nun die Giiltigkeit der Unglei-
chung

(8) wy(x, 1) > @y, l)— 3/4 +ko(z, t—1)— 2Mh1(w)—2Mh2(m7 t)

auf dem parabolischen Rand der Menge D; =V ~ ¢; fiir ¢ > N. Es ist
offensichtlich, daB immer

(9) hy(z) >0, hy(z,1) > 0, v(z,t—1) >0

gilt. Wir untersuchen zuerst die Grundfliche der Menge D; d.h. die Punkte
(@, to—4a), ze€d: ~ K. Wir unterscheiden zwei Fille.
l.xve gN 1)
-2. znon € gy,.
Fiir Fall 1. folgt (8) aus (7) und (9), fir Fall 2. ist hyx, t) =1, (v, t,)
< M, also gilt

(10) oy, to)— /4 + kv (@, t— 1) — 2Mhy(2)—2M < — M .
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Aus (10) folgt (8), denn es gilt fir (x,?) e g;
(11) wiz,t) > —M.

Es sei nun (z, ?) ein Punkt auf dem lbriggebliebenen Teile des paraboli-
schen Randes der Menge I);. Wir unterscheiden drei Fille:

1. zeg,

2. e .‘71\’1 ) .K ’

3. e (g,'-—gjvl) ') K

Im Fall 1. folgt (8) aus (6) und (9), im Fall 2. folgt (8) wieder aus (9)
und (7), im Fall 3. verliuft der Beweis nun folgendermafBen: k(z) =1,
¢(y, 1) < M also (dhnlich wie in (10)) gilt

(12) @Y, to)— /4 + kv(x, 1— 1) — 2M — 2Mhy(m, t) < — M .

Aus (11) und (12) folgt (8). Aus dem Maximumprinzip folgt, dal die
Ungleichung (8) auch auf D gilt. Durch Grenzitbergang erhalten wir
fir (z,8) eV A Q

(13) w(p, z,t) = @y, lo)—efd+kv(z, t—1) — 2 Mhy(x)— 2 Mhy(w, 1) .
Nach dem Mittelwertsatz ist

(14) h(y) < e/8M .
Weiter ist
(13) ho(yy t) < €/8M .

Wenn wir nun auf beiden Seiten der Ungleichung (13) Limes inferior
nehmen und (14) und (15) und die Beziehung b. aus der Definition der
Barriere beniitzen, so erhalten wir

lim inf w(p, z,1) > @y, t,)—¢ .
(@)~ W.to)

Analog kann man beweisen

limsup w(g, @, ) < (¥, L) +¢.
(-’B,‘)-’(Ihto)

Hiermit ist der Satz bewiesen.

2. Regularitit der Randpunkte. SA1z 3. Es sei y ¢ G reguldr
fiir die Gleichung (1). Dann ist y auch fiur die Gleichung (2) reguldr.

Beweis. Es existiert eine Barriere fiir den Punkt y und die Glei-
chung (1). Diese ist auch die Barriere fiir ¥ und die Gleichung (2).

SATZ 4. Esseiye G reguldr fiir die Gleichung (2). Dann ist der Punkt y
auch fiir die Gleichung (1) reguldr.

Annales Polonici Mathematici XII 7
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Beweis. Nach Satz 2 geniigt es offenbar eine Barriere zu kon-
struieren. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit koénnen wir 7' = 2
annehmen. Wir definieren die Funktion

tle—yl+(1—t)p fir 0<K<tI<K1,

f) =
7@ 1) {lw—yl fir ¢>1,

wo p der Durchmesser des Gebietes @ ist. Von der Funktion w(g, =, {,) (1)
beweisen wir, daB sie die Barriere fiir die Laplacesche Gleichung und
den Punkt y ist. Da der Punkt y regulir fiir die Gleichung (2) ist, so hat

man
im w(g,xz,t)=0.

(@, 8)—~w,to)

Weiter gilt offensichtlich '
w(p, @, 1) =0

filr # ¢ ¢. Wenn fiir irgendein 2 ¢ G
w(p,2,%) =0

wire, wire die Funktion w nach dem Satz von Nirenberg [7] fiir ¢t < ¢,
konstant, d.h. w(p,x,0) = 0. Dies ist jedoch ein Widerspruch, denn
w(p,z,0) =p > 0. Es ist also

w(p, &, ) >0 fir xeG.
Es gilt

w(py 2, 1) =,}'_>r2 wi(T, 1) ,

wo wi Funktionen sind, die im Satz 1’ auftreten. Wir beweisen, dall es
schwach wachsende Funktionen der Verinderlichen ¢ sind. Es sei 0 < I < 2;
wir setzen

he(z, 1) = we(z, L +1)—wp(z, ) .
Es gilt

hi(w, 0) = wi(x, l)—wi(z, 0) < 0
fir - e gx und

he(z,t) < O

fiir e gx und 0 <t < 2—1. Nach dem Maximumprinzip ist
wi(x, t+1) < wi(z, t)
fir x € gx. Es ist also auch

w(p,z, t+1) < w(p,x,t)

(13) t, > 1 beliebig.
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fir ze G und 0 <t < 2—1. Daraus folgt dw/ot < 0 fiir z € G. Die Funktion
hat die in der Definition der Barriere vorkommende Eigenschaft c., denn
es ist
aw =22 <0
ot ~
Die Funktion w erfiillt somit alle geforderten Bedingungen.

Die Menge der irreguliren Punkte fiir die Gleichung (1) ist bekanntlich
eine abzihlbare Vereinigung angeschlossener Mengen von der Kapazitit
Null (). Deshalb folgt aus Satz 4, daB auch die Menge der irreguliren
Punkte fir die Gleichung (2) eine abzdhlbare Vereinigung abgeschlossener
Mengen von der Kapazitdt Null ist. Demzufolge beweist man die Giiltig-
keit des verallgemeinerten Maximumprinzips fiir die Gleichung (2) genau
80, wie fiir die Gleichung (1).

DAS VERALLGEMEINERTE MAXIMUMPRINZIP. FEs seien w;, und w, zwei
beschrinkte Losungen der Gleichung (2) derart, daf

wy (T, 0) < wy(2,0) fir ze@
und
Wiy, 1) < Wy, ?)

fiir 0 <t< T und die reguliren Punkte y ¢ G gilt. Dann ist
Wy, 1) S wy(w, t)  fiir  (2,1)eQ.

3. Stabilitit der Randpunkte. Von nun an wollen wir uns auf
Gebiete beschrinken, die keine inneren Randpunkte haben (!%). Fiir jedes
Gebiet @ existiert eine Folge von reguliren Gebieten {G;} derart, daB

(16) Gr1C Gy

und

(17) G =G
k=1

gilt. Bekanntlich gilt folgender Satz (siehe [6]):

SATZ 5. Wenn [ eine stetige Funktion auf dem Rand der Menge @
und f* ihre stetige Fortsetzung auf den ganzen Raum ist und wenn Uy die
Losung der Dirichletschen Aufgabe fir das Gebiet Gy und die Funktion f*
ist, dann konvergiert die Folge Uy auf G und sie konvergiert auf G lokal
gleichmdpfig gegen eine harmonische Funktion U(f,x). Die Funktion U
hingt nicht von der Wahl der Folge {Gx} ab und auch nicht davon, wie die
Punktion f auf den ganzen Raum fortgesetzt wurde.

(*) n = 3. Dies setzen wir nun immer voraus.
(%) Der Punkt y ¢ G ist ein innerer Randpunkt, wenn y non ¢ E,— G ist.

7*
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DEFINITION 6. Die Funktion U(f, ) nennen wir die verallgemei-
nerte dubllere Losung der Dirichletschen Aufgabe fiir die Funktion f, das
Gebiet G und die Gleichung (1).

DEFINITION 7. Das Gebiet G nennen wir stabil, wenn

U(f,z) = u(f, 2)
fir jede stetige Funktion f und fiir jedes = ¢ G gilt.

DEFINITION 8. Den Punkt 4 e G nennen wir stabil fir die Glei-
chung (1), wenn fiir jede stetige Funktion f

Ulfyy) =)

gilt.

Die Einfithrung dieser zwei Definitionen erlaubt uns folgende Sitze
auszusprechen (siehe [6]):

SATZ 6. Es sei {By} eine nach G konvergente Folge regulirer Gebiete (*%).
Es sei rn die Losung der Dirichletschen Aufgabe fiir das Gebiet B, und die
Funktion f*. Wenn das Gebiet G stabil ist, konvergiert die Folge ru(z) lokal
gleichmdfig auf G gegen die Funktion u(f, x).

SATz 7. Ein stabiler Punkt ist regulir und die Funktion U (f,x) ist
in diesem Punkle stelig.

SATZ 8. Das Gebiet @ ist dann und nur dann stabil, wenn die Menge
der michtstabilen Randpunkte vom harmonischen Mafe Null ist.

Ahnlich wie Satz 1 148t sich auch Satz 5' beweisen.

SATZ 5'. Es sei ¢ eine stetige Funktion auf dem Rand der Menge
Q=Gx(0,T) und ¢* ihre stetige Fortsetzung auf den ganzen Raum. Es
set Wy die Losung der Dirichletschen Aufgabe fiir die Funktion ¢* und den
Zylinder Qr = Gxx (0, T) ('). Die Folge Wy ist auf @ konvergent und
auf Q lokal gleichmdipig konvergent mach der Losung W (p,z,t) der Qlei-
chung (2). Die Funktion W hingl nicht von der Wahl der Folge {Qx} ab und
auch nicht davon, wie die Funktion ¢ auf den ganzen Raum erweitert wurde.
Die Funktion W ist stetig fiir t = 0, x € G und es gilt W (¢, z, 0) = ¢(z, 0).

DEFINITION 6'. Die Funktion W(p,2,t) nennen wir die #ulere
verallgemeinerte Losung der Dirichletschen Aufgabe fiir die Funktion ¢,
den Zylinder @ und die Gleichung (2). '

DEFINITION 7’. Das Gebiet G nennen wir stabil, wenn
Wip,,t) = wlp,z,1)
fiir jede stetige Funktion ¢ und (z,?) e Q ist.

(**) Die Konvergenz verstehen wir folgendermafen: jeder Punkt aus & liegt von
einem bestimmten 7 an in allen B, und jeder Punkt, der nicht auf @ liegt, liegt von
einem bestimmten # an auflerhalb aller B,.

(*") Fiir die Gebiete G, gilt (16) und (17).
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DEFINITION 8. Den Punkt 4 ¢ G nennen wir stabil fiir die Glei-
chung (2), wenn fiir jede stetige Funktion ¢

Wip,y,t) =o@(y,?)

filr 0 <t < T gilt.

SATZ 6'. Es 'set {Bn} eine Folge von Gebieten wie im Satz 6 wund
OQpn = By x (0, T>. Es sei sz(w,1t) die Losung der Dirichletschen Aufgabe
fiir den Zylinder Q2 und die Funktion ¢*. Wenn das Gebiet G stabil ist,
8o konvergiert die Folge si(x,t) lokal gleichmdfig auf Q@ gegen die Funktion
w(p, Z,1).

Beweis. Es sei ¢* ein Polynom, fiir welches

(18) Ag* —ag*jot > 0

gilt. Es sei
$11ChCehC.., §:Cgn

eine Folge von Gebieten, die nach ¢ von innen hin konvergiert und
GID sz GaD esey GiD @i.}.]

eine Folge von Gebieten, die nach @ von auflen her konvergiert. Es seien w;
und W; die Losungen der entsprechenden Dirichletschen Aufgaben fiir
die Gleichung (2). Fiir jedes k existiert ein m, derart, daB fir m > m,

gk C Bm C Gk
ist. Nach dem Maximumprinzip hat man
wi(2, 1) < sm(z, t) < Wilx, 1)

fir (z,t) egi x(0,T). Aus dieser Ungleichung folgt die Behauptung
unseres Satzes, wenn ¢* ein Polynom ist, fiir welches (18) gilt. Diese
Einschrinkung konnen wir dhnlich wie in Satz 1’ beseitigen.

SATZ 7'. Ist y e G stabil, so ist es auch regulir. Weiter ist die Funktion
Wi(p,z,t) im Punkte (y,t) 0 <t < T stetig und es gilt

Wip,y,t) =y, ).

Beweis. Offenbar konnen wir voraussetzen, daB ¢* ein Polynom
ist, fiir welches (18) gilt. Aus dem Maximumprinzip folgt

(19) P*x,t) S wl(p,z,t) < W(p, z,t).
Da y stabil ist, existiert ein k, so, daB

P(¥, t) < W@, ¥, %) < @(y,%)+e
gilt. Aus der Stetigkeit der Funktion Wy, folgt, daB
(20) Wilp, z,1) <oy, %) +e
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in einer bestimmten Umgebung des Punktes (y,?,) gilt. Da W; eine
nichtansteigende Folge ist, gilt d4hnliche Ungleichung wie (20) fiir & > k,.
Also ist

Wip,2,t) <oy, t)+e

in dieser UUmgebung. Daraus folgt jedoch

him sup W(p, z, 1) < ¢(y, %) .

(@:)—(w,to)
Daher ist die Funktion W im Punkte (y, ¢,) stetig und Wip, y, %) = ¢y, t).
Die Regularitit des Punktes y folgt nun einfach aus (19).

SATz 8'. Hat die Menge der nichtstabilen Punkte (fiir die Qleichung (2))
das harmonische MafB Null (*®), so ist G (fur die Qleichung (2)) stabil.
Beweis. Mit 1(0, z) bezeichnen wir das harmonische Mafl der Menge

O C G. Es sei 2, ¢ G. Es existiert eine offene Menge O derart, daB ¢ — 0
nur stabile Punkte enthilt und

R(OAG,z) <.
Es gei |p(z,t)] < M. Dann folgt aus dem Maximumprinzip

\W(p, 2, t)—w(p, z, 1) <2Mh(0 ~ G, z)
fiir (z,t) e @. Es ist also

(W (@, @, 1) —w(p, 2, )] <2Me.

SAtz 9. Ist der Punkt y e G fiir die Gleichung (2) stabil, so ist er auch
fiir die Gleichung (1) stabil.

Beweis. Es seil > & > 0. Es sei f eine auf G stetige Funktion und #*
ihre stetige Fortsetzung auf den ganzen Raum, |f*(z)| < M. Es existiert §
so, daB fir |z—y| < &

@)1y < e

ist. Wir setzen y(z) = Max (f*(z), *(y) +¢), p*(@, 1) = (M +1)(1—1) + ty(2)
fir 0 <?<1 und ¢*x,t) = y(x) fiir t >1. Wir konstruieren nun eine
Folge von Funktionen Wg(z,t), die im Satz 5’ auftreten. Man beweist
leicht (dhnlich wie im Satz 4 fiir die Funktionen w;), daB die Funktionen
Wi nicht ansteigende Funktionen der Verinderlichen ¢ sind, also dal AW
= o0Wy/et < 0 ist, d.h. daB die Funktionen W, fiir ein festes ¢ superhar-
monisch sind. Es sei nun Ui(x) die Losung der Dirichletschen Aufgabe
auf dem Gebiet G, fiir die Funktion f* und V; die Losung der Dirichlet-
schen Aufgabe auf G; fir die Funktion y(x). Offenbar ist

Ur(z) < Vil(z) < Wilz, 1), th=1.

(**) Im Raume E,.
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Durch Grenziibergant fiir k— oo erhalten wir
U(f,z) < Wip,z,1,) .
Da der Punkt y fiir die Gleichung (2) stabil ist, hat man

U(f: ?/) <f(:'/)+5 .
Analog liBt sich auch

Ulf,y) = 1f(y)+e
beweisen.

SATZ 10. Wenn y e G stabil fiir die Gleichung (1) ist, so ist es auch
fiir die Gleichung (2) stabil.

Beweis. Es sei ¢ >0, ¢ eine stetige Funktion, |p(z,t)] < M und
0 <ty< T (®). Es gibt ein 4, derart, dal fiir jx—y| <, und |t—1,] < 4,

lp(y, to)—@(@, 1) < &2
ist. Es existiert eine Zahl § (0 < é < 4,/2) und eine Losung der Gleichung
Av = ovjot ,
die fir t = t,—4, stetig ist und auBerdem die Bedingungen
v(z,t,—06,)=2M fir |r—y| <26,
v(@X,ly—6,) =0 fir |o—y| > 30,
0<v(x,t,—6,) <2M,
(21) v(y, ty) < €2
erfiillt. Wir definieren die Funktion f(x) folgendermafBen:

—8/ls—y|+1 fir |z—y| >4,
0 fir |e—y| <.

fo) -

Die Funktion f(z) ist offenbar nicht negativ. Es sei Uy die Losung der
Dirichletschen Aufgabe fiir die Gleichung (1) auf dem Gebiet Gi fir die
Funktion f. Da f(z) subharmonisch ist, ist f(x) < Ui(x). Es sei Wi die
Losung der Dirichletschen Aufgabe fiir die Funktion ¢(x,!) und den
Zylinder Qx = Gy x (0, T). Wir setzen

Fi@,t) = 9y, o)+ /2 + 4 MU (2) +0(z, 1) .

Wir bezeichnen mit V die Menge der Punkte (x,t), fiir die |z—y| < 26
und [t—1,| < 4, gilt. Auf dem parabolischen Rand der Menge @ ~ V gilt

(22) Wiz, 1) < Fi(w, t) .

(%) t, = 0 untersucht man auf dhnliche Weise, {, = 7' braucht nicht untersucht zu
werden.
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Tatsichlich ist fir ¢ =¢,—4é,
(23) Wiz, 1) <2M, Filx,t)=@(y,t)+e2+2M>M.
Wenn |z—y| = 24 ist, so gilt wieder (23) und

Fr(e,t) = oy, t) +&/2+4Mf(x) = oy, ) +&/2+2M .
Ist jedoch |z—y| < 24, so hat man

Wiz, 1) < @y, ) +¢/2

und es gilt (22). Aus dem Maximumprinzip folgt, dal (22) auch innerhalb
Qx ~V gilt. Wenn wir # =y und ¢ = ¢, einsetzen, erhalten wir

Wiy, t) < (¥, o) + 62 +4MUsly)+0(y, &) .
Durch Grenziibergang fiir ¥ -oco erhalten wir

W@y ¥y to) <@, t)+e/2+4MU(f, y)+0(y, to) -

Da der Punkt y fiir die Gleichung (1) stabil war, ist U(f, y) = 0. Daraus
und aus (1) folgt
. Wip,y,%) <oy, t)+e.
Ahnlich ld8t sich auch

. Wip,¥y,%) > @y, t)—e
beweisen.

Anmerkung bei Korrektur: Ahnliche Resultate wie im §2. kann
man in [9] finden.
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