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1. Introduction. La recherche des conditions pour que les lois faible
et forte des grands nombres soient satisfaites est 1'une des tiches fonda-
mentales dans le domaine des problemes-limites du calcul des probabilités.
Cette tache n’a pas été accomplie d'une facon satisfaisante — en ce qui
concerne les applications pratiques — méme pour les variables aléatoires
indépendantes et elle comporte des difficulités particuliéres dans le cas
des variables aléatoires dépendantes. Dans la plupart des théorémes
qui établissent des conditions en question, les hypothéses portent sur les
variances ou sur les moments d’ordre supérieur des variables aléatoires
considérées. Il est évident que I’existence des moments d’un ordre supérieur
a Pordre 1 est une hypothese facilitant la démonstration des théorémes-
limites sur la convergence en probabilité et sur celle presque siire, mais
cette hypothése est en général trop forte. 11 suffit de rappeler la loi forte
des grands nombres de Kolmogoroff d’aprés laquelle une suite {X,} des
variables aléatoires indépendantes ayant la méme répartition obéit & la
loi forte des grands nombres si et seulement si ’espérance mathémati-
que de X, existe. De méme, le critére de trois séries de Kolmogoroff
([6], p. 237) et l'inégalité de Lévy ([3], p. 138), sur lesquelles se base la
démonstration de I’équivalence entre la convergence en probabilité et
celle presque siire d’'une série de variables aléatoires indépendantes, ne
font intervenir aucune hypothése concernant les variances ou les espé-
rances mathématiques de X,,.

Or, vu que les démonstrations des théorémes sur les conditions pour
les deux convergences font appel aux inégalités de Tchebycheff, de
Kolmogoroff et de Lévy, il est 1égitime d’entrevoir la possibilité de ren-
forcer ces théorémes en modifiant convenablement les inégalités utilisées.

Le présent travail apporte de telles modifications pour certaines
classes de variables aléatoires dépendantes. Ces modifications permettent
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de formuler, pour les lois faible et forte des grands nombres, des conditions
moins restrictives que celles que ’on rencontre dans les théorémes classi-
ques. I1 est surtout & noter que ’on peut renforcer les théorémes établis
dans le travail [1], ou la classe des variables aléatoires dépendantes
a variances également bornées a été envisagée. Grace aux inégalités
obtenues, on peut non seulement omettre I’hypothése des wvariances
également bornées, mais, ce qui est davantage, une hypothése quelconque
sur ces variances devient superflue. Les démonstrations de ces inégalités
font appel aux résultats de mes travaux [6] et [7], de méme qu’aux
généralisations préalables de certains théorémes qui y ont été
établis.

2. Notations. Soit (2, &/, P) un espace de probabilité, c’est-a-dire
que £ est un ensemble abstrait d’éléments w sur lequel un o¢-corps de
sous-ensembles de 2 est fixé et ou P est la mesure de la probabilité sur
(R, 7).

{X,} désignera une suite de variables aléatoires a valeurs réelles,
EX, Yespérance mathématique de X,, ¢°X, la variance de X,, et
Cov(X,, X;) la covariance entre les variables aléatoires X; et X,.

E, (X;.x) désignera l’espérance mathématique de la variable X,
lorsqu’on connait les valeurs des variables X,;, X,,..., X,, c’est-a-dire

Ep (X ) = B(X | Xy = @y Xy =

)

o Xy =)

k-1 "

et sup |E;(X; ;) —EX,, .|, pour j fixe, désignera la borne supérieure
de |E;(X,,,)—EX,.,| lorsque les valeurs que prennent les variables
X,, X,5,..., X, varient dans l’ensemble des valeurs admises.

I[A]désignera l'indicateur de ’événement A, c’est-a-dire une variable
aléatoire telle que

1 sl wed,

o = [ o0

Soient U, = X; I[|X;| < ¢] et V, = X,I[|X;| > ¢], c'est-a-dire

X (w i - P>
sy = | T <
0 si | X;(w)| > ¢
et
lX,-(w) si | X;(0)] < e,
Vi(w)= .
0 si |X;(w)] > e.

On aura donc U;+V; = X;. Posons X} = X;,—EX;, Y, = XJIX
X[1X3] < ], Z; = XOI[|X°| > ¢], dou Y,;+Z, = X".
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Posons enfin

k
-3x, S=3Y e S =37
j=

3. Inégalités utilisées dans I’étude de la convergence en probabilité
des séries et des suites aléatoires. Les inégalités qui vont étre établies
- sont du type de celles de Tchebycheff et interviennent dans les démonstra-
tions de certaines lois-limites faibles du calcul des probabilités. Les théo-
rémes concerneront la convergence en probabilité des séries de variables
aléatoires dépendantes et la loi faible des grands nombres dans le cas

de certaines classes de ces variables.

LemMme 1. X, o k =1,2,...,n étant des variables quelconques,

on a pour tout ¢ > 0

1<j<k<n

M POs,—ms>2 <] PeoTh 4o

et, en supposant Vexvistence de Vespérance mathématique EX;,

Cov(U;, Uk)]

02
(II)  P[S°—ES| > [ e M pX oov(yj,yk)].
k=1

g —{—X}’c2

1<ik<sn

Démonstration. On a en vertu d’une inégalité élémentaire
(1) P[|8,—ES,| > 2¢] < P[|S,—ES;| = e]+ P[IS,| > ¢],
ce' qui entraine en vertu de l’inégalité de Tchebycheff

(2)  P[IS,~ES,| > ] < 028,/

n

= ) U,/ + 267 Cov(U;, Uy)

k=1 <i<k<n

3

2

X2
<2YE S I[|X,] < e]+2: Y Cov(T;, Uy).

2 2
k=1 +X I<G<k<n

On a (voir [6])

PSS > e) < PLmax |8 > €] <2 ), B—as Xz I[IX,| > e].
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En effet,
[18%1 = €] < [[I85_1] = €] U [V, # 0]],
puisque

[X+¥>eln [T =0]|c[IX|>e] e

\ [[IX+Y|>eln[Y #0]] = [Y #0];
par conséquent,
By Ay, N8| = el U [V, #£0]] = A7, 0 [V, # 0] < [V, # 0],
ou .
k
A5 = ml [8l<e]l et By=A47,n[V, #0]c [V, #0],
7:

d’ou

®) Plmax|§;> ] = PLU 85 > €]

k<n
= ZPB,, ZP[lxkl

k=1
= VEI[[X,|>¢]<2 Y E I[1X,| > ¢
kZ F Z +X2 ¢

En ajoutant (2) & (3), il vient Pinégalité (I). La démonstration de
l’inégalité (II) est analogue.

Les cas particuliers suivants des inégalités (I) et (II) peuvent étre
utilisés dans des applications pratiques:

A. Si les variables aléatoires X, ou k =1,2,...,n sont symétriques
par rapport & ’origine ou telles que EU,, = 0 pour k =1, ..., n, I'inégalité
(I) prend la forme

n Xz
(A) P[I’Sn|>28]<2[ZE2—2—+€_.2 2 E U;iUk]
o e +Xx 1<j<k<n

‘et si ces variables sont symétriques par rapport a I’espérance mathémati-
que EX, ou si EY, =0 pour k¥ =1,2,...,n, 'inégalité (II) devient

Ay PS> [ E— % __ 4. EY-Y].
2 8+X02 l<7’%§<n ok

B. Si les variables aléatoires X, ou k¥ =1,2,...,n sont telles que
Cov(U;, U,) < 0 ou bien telles que Cov(Y;, ¥,) < 0, on a respectivement

(B) P[|8,—ES,| > 2 zZE Xz,
k=1
Pis-Bsl =20 <2 3B L
! E <2 E
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C. Si les variables aléatoires X, ou ¥ =1,2,...,n sont telles que
EU, =0pour kt =1,2,...,n et les U, sont orthogonales deux & deux
ou bien telles que EY, =0 pour k¥ =1, 2,...,n et Y, sont orthogonales
deux a deux, on a respectivement

n

C P[|8,|>261<2 Y E——%_,
(0) [| g X
n XOZ
’ 0
(C") P8y 2,§Ee+x

Remarque. Les inégalités (C) et (C’') donnent dans le cas considéré
une estimation meilleure que l'inégalité classique de Tchebycheff.

TatOREME 1. {X,} étant une suite de variables aléatoires telles que
Cov(U;, U,) < 0 ou bien telles que Cov(Y;, X;) < 0 dans le cas de Vexistence
de Vespérance mathématique EX;, la convergence de la série D E X2 [(14X32)
ou bien de la série Y EX)?[(1+X;?) est une condition suffisante pour la
convergence en probabilité dela série D) (X, —E U,) ou dela série 3 (X5 —EY,)
respectivement.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme résulte aussitot
de Pinégalité (B) écrite sous la forme

n+k 2
X2
Lim P[|[(8,sx—ES8,.:)— (8, —ES8,)| = 2¢] < 2lim. EE—’ - =0
. Al +k n+k) (k k)l e] i e eleg

et de linégalité (B’) écrite sous la forme analogue.

Remarque. Dans le cas de variables aléatoires indépendantes
et symétriques par rapport & lorigine, on a Cov(U;, U,) =0 et JEU,
= 0, tandis que dans le cas de variables aléatoires indépendantes et
symétriques par rapport & l’espérance mathématique, on a Cov(Y;, Y)
=0 et DEY, =0. En conséquence, la convergence de la série
D EX:/(1+X3) et celle de la série D' E X/(14X2) sont des conditions
suffisantes pour la convergence en probabilité des séries Y X, et D X,
respectivement.

Dans les démonstrations des théorémes concernant la loi faible des
grands nombres ou les généralisations de cette loi, il est commode de se
servir des inégalités (I), (II), (A), (A"), (B), (B’), (C) et (C’) écrites pour
les moyennes arithmétiques §,/n ou pour les moyennes .généralisées
8,/b, ou 0 < b,400. On n’a qu’a définir alors les variables aléatoires
Uy Vi, Y, et Z, comme suit:

Uy = L, I[| Xl < bpe]l, V= Xy I[|X, > b,¢],
Y, = X3I[| X < b,e] et Z, =XSI[|X2>b,e].
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- Un raisonnement analogue 2 celui de la démonstration du lemme 1,
X, o k=1,2,...,n étant des variables aléatoires quelconques, on
a pour tout ¢ > 0 et 0 < b,

’ |S’n_ES;L|
@ P[RR e <l Ymp i+

+0u0 3 cov(v;, Ty

I<j<k<n

et, en supposant ’existence de l’espérance mathématique EX,,

, 182 — Es;';| X0
(Ir) P[ ] [ B rage +

F O 3 Cov(T, T).
1<j<k<sn

Les inégalités (A), (A’), (B), (B’), (C) et (C’) peuvent étre trans-
formées pareillement. En utilisant ces inégalités, les théorémes-limites
clagsiques se laissent renforcer, de méme que les théorémes établis dans
le travail [1]. Les fragments des démonstrations semblables 4 ceux de
[1] seront omis ici.

THXOREME 2. 8¢ une suite de variables aléatoires {X,} o n =1,2,...
satisfait aux conditions

(a) * U, < L? powr k =1,2,..., L élant une constante positive,

(b) Z’ E[X;/(n*+X32)] — O lorsque n — oo,
k=1

(c) <l existe pour tout n > 0 un entier positif m tel que pour tout n > m
et k=1,2,...

1 n
"_—m,-g,’:cov(uk’ Uri)| < /2,
on a
(4) (8,—ES,)/n>0 lorsque n — oo

ol p désigne la convergence em probabilité.

Démonstration. Les conditions (a) et (c) entrainent pour tout
6 > 0 Dexistence d’un tel N que

1
nt

Cov(U;, U,)

1<j<k<sn

< 6/2 pour n> N.
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La condition (b) équivaut évidemment a

n 2

Xk
E——< §/2 our n > N.
kg; ’nzez—l—Xi / p

En utilisant maintenant I’inégalité (I') aveec b, = n, on a

W [ES=EA

| n

>Ze]<6 pour tout 6 >0 et n > N,

ce qui acheéve la démonstration.

COROLLAIRE 1. 8¢ une suite de variables aléatoires {X,} est telle que
0ix(U;, Up) <O ou 03(U;, Uy) -0 uniformément avec |k—j| - oo (o5
étant le coefficient de corrélation entre les variables aléatoires X; et X,),
alors la condition (b) suffit pour que Von ait la convergence (4).

COROLLAIRE 2. 8¢ une suite de variables aléatoires {X,} est telle que
E X2 < I? pour tout n et satisfait & la condition (c), alors

(5) (8,—ES,)/n >0 avec n - oo,

cest-a-dire que la suite {X,} obéit & la loi faible des grands nombres.

Démonstration. En vertu de ’hypothése E X2 < I?, les conditions
(a) et (b) du théoréeme 2 sont satisfaites, ce qui implique (4). Remarquons
que

EX:I[|IX >
BV, = |BXI[|X,] > ne)| < —= [1 X > nel

ne
EX; I

< <— —>0 lorsque n — oo;
ne ne

on a donc a fortiori ES,/n — 0, ce qui entraine (5) en vertu de (4).

THEOREME 3. 8¢ une suite de variables aléatoires {X,} satisfait aux
conditions (a), (b) et

.1 ¢
(6) lim — stiplcovwk, Uil =0,

n—00 j=1

on a la convergence (4).
Ce théoréme résulte aussitét de ce que (6) et (a) entrainent 1’égalité

1
lim — Z Cov(U;, U,) =0,

n—oo N 1<j<k<n

donc également (4) en vertu de (b).
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THEOREME 4. St une suite de variables aléatoires {X,} satisfait aux
conditions (a), (b) et

(7) —-ZsuplE (U;.)—EU;1| >0 avec n — oo,
j=1
on a (4).
Démonstration. On a en vertu du lemme A établi dans [4]

n

(8) | 2 Cov ( Un Upl < ZEIS ES] 1|suplE( iv1)— EU;i+1|

1<i<k<sn j=1

<maxE|S;_—ES;_,| Ysup|E;(U,;;,)—EU;,l.

j<n j=1
Le quotient maxE|S;_ ,—ES;_,|/n étant borné en vertu de (a),
i<n
la condition (7) entraine I'égalité

.1
lim — Z Cov(U,, U;) = 0.

n—>00 n 1<j<k<n

I1 en résulte (4) en vertu de (a) et (b).

Remarques. Le corollaire 1 renforce les théorémes connus (voir
problémes 6 et 7 dans [2], p. 207), tandis que le corollaire 2 renforce le
théoréme analogue de [1]. Les théorémes 2, 3 et 4 donnent des conditions
de stabilité de 8,/n sans I’hypothése sur les moments des variables alé-
atoires; ils renforcent done les théorémes correspondants de [1] qui ne
donnent des conditions pour que la loi faible des grands nombres soit
satisfaite que dans le cas des variances également bornées. Ajoutons
que (comme il a été fait dans le corollaire 2) si E X2 < I?, les conditions
des théorémes 2, 3 et 4 deviennent des conditions pour que la suite {X,}
obéisse a la loi faible des grands nombres.

4. Loi faible des grands nombres. L’espérance mathématique E X,
figurant dans la définition de la loi faible des grands nombres, c’est
Pinégalité (II') qui est plus commode pour énoncer les théorémes con-
cernant cette loi. Les théorémes qui vont étre envisagés sont en principe
des reliquats de ceux qui précédent; leurs démonstrations peuvent
donc étre omises. Leurs énoncés ne sont formulés ici que pour in-
diquer la différence entre eux et certains énoncés classiques connus de
la littérature. '

THEOREME 2'. Si une suite de variables aléatoires {X,} o m =1,
2,..., est telle qu’il existe UVespérance mathématique E X, et satisfait
aux conditions

(@') o?Y, < L* pour k =1,2,... ou L est une constane positive,
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(b) ZE[X [(n*+X32)] — 0 avec n — oo,
(¢') zl emste pour tout n > 0 un entier positif m tel que

1

AT 2 0 e

<n/2 pour tout n>m et k =1,2,...,

(d) ES;/n — 0 avec n — oo,
on a 8%/n 5 0 lorsque n — oo.
THEOREME 3'. Sous les conditions (a'), (b’) et (d) du théoréeme 2', la
condition
1O
}IZ sup [Cov(Y,, Y; )| =0 avec n — oo,
i=1
est suffisante pour que la suite {X,} obéisse a la loi faible des grands nombres.

THEOREME 4'. Sous les conditions (a'), (b’) et (d) du théoréme 2', la
condition

—ZSUP|E i)—EBU; | >0 avee n — oo

est suffisante pour que la suite {X,} obéisse a la lot faible des grands nombres.
COROLLAIRE 3. 8i wune suite de variables aléatoires indépendantes
{X.,} avec les espérances mathématiques finies EX, satisfait aux conditions
(b’) et (d), elle obéit a la loi faible des grands nombres.
Remarques. Le théoréme de Tchebycheff affirme qu’une suite de
variables aléatoires indépendantes {X,} obéit & la loi faible des grands
nombres si

Z O'zxk/nz —- 0.
k=1

Le corollaire précédent est un renforcement naturel de ‘ce résultat
classique. Il suffit de remarquer que la condition

n

2 0'2Xk/'n2 -0

implique les conditions (b’) et (d). En effet,
n X02

2 E[ 2 : oz]
= +X

| S*
‘E
n

—0 lorsque n — oo,
k=1

n " 2X
IES;*I 2 EZ,|/n < Z T2k L0 lorsque n — oo.
k=1

2
= Nce
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Remarquons que, de méme, dans le cas de variables & variances
également bornées (le cas considéré dans le travail [1]), les conditions
(a’) et (b’) sont satisfaites et la convergence ES)"/n — 0 résulte de 1’iné-
galité

n 5
I on

1 n
=—|ESI< ) |EZ/n
n n k;: k/

2

1 L
<—2—2E|Zk|2<——>0 pour n — oo.
nte & ne

5. Inégalités utilisées dans I’étude de la convergence presque siire
des séries aléatoires. Les variables aléatoires U, V;, Y, et Z, qui vont
étre envisagées & présent ont été définies dans 2.

LEMME 2. 8¢ les variables aléatoires X, o k =1,2,...,n sont telles
qu’il existe pour tout 6 > 0 un entier positif N pour lequel on a

(9) 2 sup [E,(U. i )—BU;j ] < 6

ou (en supposant Vexistence de Vespérance mathématique EX)

n

(10) 2 sup |E; (Y;,2) —EY; 4] < 6

pour n > N et pour tout k =1,2,..., alors on a pour tout ¢ > 0 et pour
tout n > N

(ITII) P[max|S,— ES,| > 2¢]

1<k<n

2

X
5 +’:Yi+e-2 Y Cov(Uy, Uk)],

I<j<k<n

<oM [
k=1

(IV)  P[max|S!—ES}| > 2¢]

1<k<n

2M[ E———Fp +¢2 Cov (Y, Y)]
2 e_l_on K?%;n jr Tk

respectivement (M > 1 étant une constante).
Démonstration. Il suffit d’établir (III); la démonstration de (IV)
est analogue.
Le ,lemme généralisé de Kolmogoroff”’ (voir [1] et [4]) étant appli-
cable aux variables aléatoires U,, on a
Plmax S, —ES;| = ¢] < Md*8S, /.

1<k<n
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< Ze_zEUi—l—%_z h Cov(U;, Uy)

k=1 1<i<k<n
2213 I[IXk|<a]—|—2e*2 2 Cov(U,;,U,).
k=1 1<j<k<n

Ainsi

P[max|S,—ES;| > ¢]

1<k<n

<2M E———-I[|X,| < ¢]+2Mc? Cov(U,, U,).
k; &+ X} y 1<7%<n o
Or
n 2
4

Pmax |8 >c]<2 S B2t I[X,|> €]

1<k<n = EHXL
(voir [6]), d’ou
P[max [8,— ES,| > 2¢] < P[max |S,—ES,| > ¢]+P[max || > ¢]

1<k<n 1<k<n 1<k<n

2M[Z E— o +X2 + e

ce qui achéve la démonstration.

Les cas particuliers suivants sont a noter:

D. Lorsque les variables aléatoires X, ou k¥ =1,2,...,n satisfont
a la condition (9) du lemme 2 et que X, sont symétriques par rapport
a Porigine ou EU, =0 pour k¥ =1,2,...,n, on a

(D)  P[max|8;| > 2 2M[2E8+X2 =) EU,-Uk];

I<k<n I<i<k<sn

Cov(U,, Uk>],

1<i<k<n

et, en supposant 'existence de 1’espérance mathématique EX,

XOZ
(D)  P[max|8% > 2¢ 2Ml E——* __ 4 Ey.y]
1<k<n k| ] 2 2+X02 1<j§<n I

lorsque X, satisfont & la condition (10) et sont symétriques par rapport
& l’espérance mathématique ou EY, =0 pour k¥ =1,2,...,n.
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E. Sous la condition (9) ou (10) du lemme 2, on a

(E) P[max|S,—ES,| > 2] < 2M ZE - +X

1<k<sn

(E') P[max|S.—ES| > 2] < 2M ZE - +X°2,

1<k<n

si Cov(U;, U;) <0 ou Cov(Y;, Y¥;) <0 respectivement.

F. Lorsque les X, ou ¥ =1,2,...,n satisfont & la condition (9)
du lemme 2 et EU,, =0 pour k =1,2,...,n, les U, étant orthogonales
deux & deux, ou bien que elles satisfont & la condition (10) et EY, =0,
les Y, étant orthogonales deux a deux, on a respectivement

(F) P[max |§,| > 2¢] < 2M ZE - +X2 ,

1<k<n

(F) P[max |8 > 2:]< 2M Z B o +on .

1I<ksn

Remarque. Dans le cas de variables aléatoires indépendantes,
Iinégalité (F’) donne, sous les conditions F, mais sans aucune hypotheése
relative & la variance, une borne plus avantageuse que celle donnée par
I'inégalité classique de Kolmogoroff ([5], p. 235).

THEOREME 5. Lorsqu’une suite de variables aléatoires {X,} est telle que les
différences U,—E U, sont orthogonales deux & deux et que 'on a les inégalités

V [1+X2] < 00, Nsup|En(U,1)— BT, < o0, DY EU,< oo
n=1 n=1

alors la série {X,} converge presque siirement.
Démonstration. La convergence de la série

Z: sup |E, (U, 11) —E Uyl
n=

entraine la convergence uniforme

n+m

ZsuPIEk( 7+k) EU+k| -0

j=m

suivant k¥ =1,2,... avec m — oo et n — oo. Reste a appliquer 1’iné-
galité (III).

THEOREME 5'. Lorsqu’une suite de variables aléatoires {X,} est telle que les
différences Y,— E Y, sont orthogonales deux & deux et que Pon a les inégalités

= X% o , w
ZE[1+X°2]< oy Zsup|En(Yn+1)‘"EYn+1|< oo, ZEY,,< oo,
n=1 n=1

alors la série D X, converge presque strement.
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La démonstration résulte de l’inégalité (IV) par un raisonnement
analogue & celui qui précede.

Remarque. Le théoréme 5’ renforce et généralise le théoreme de
Kolmogoroff (voir [5], p. 236) en vertu duquel une condition suffisante
pour la convergence presque sire de la série D' X) est, dans le cas de
variables aléatoires indépendantes, la convergence de la série D o*X,,.
En effet, ’hypothése de l'indépendance des variables aléatoires et la
convergence de la série )'o* X, entrainent les hypothéses du théoréme 5’
(mais pas réciproquement).

THEOREME 6. 8¢ une suite de variables aléatoires {X,} satisfait aux
inégalités

2 [ 1+X2 ]< o0, ZnsuplE;(Un+l)_EUn+ll< o0, ZE Un< oo,
n=1 n=1

la série D X, converge presque sirement.

Démonstration. En vertu de (8) et vu que EIS;_ ;| < ¢(j—1),
I'inégalité (I11I) peut étre écrite sous la forme

P[max |8, —ES;| > 2¢]

k<n

M{ZE —— + 267" Y ksup|Ey(Uyy))— E UkHI}.
1 ¢ +X k=1

Le membre droit en étant, en vertu des hypothéses, une série conver-
gente, la convergence de la série )’ X, est presque sire.

Le théoréme analogue peut étre formulé dans le cas de l’existence
de Pespérance mathématique.

6. Stabilité presque sire de S,/n, S)/n, S)/n* et S,/n°. Dans le
but d’établir des conditions pour que

(8,—ES)m2 0, (S2—E8H/m2E 0 et 8/’ o0,

Pabréviation p.s. désignant la convergence presque siire, ou des conditions
pour la convergence presque sfire des moyennes généralisées, posons

Ur = X I[|X,| < n%e], Vi = X, I[|Xy| = n%e],
Y, = X[ X% <n%] et Z, =X I[|X% >n"].
LEMME 2’. St les variables aléatoires X, ow k =1,2,...,n sont telles

qu’il existe un a tel que 0 < a < 1 et que Don puisse associer a tout 6 > 0
un entier positif N tel que Uon ait pour tout n > N et pour tout k = 1,2, ...

n

2 sup |E, (U k) —BU; 4l <n
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ou, en supposant Vexistence de Vespérance mathématique EX;,

n
3" sup [Bj(¥;,) — B Y, < 0%,

j=1
alors on a pour tout ¢ > 0, pour tout n > N et pour tout k =1,2,...
(IIT') P[max|8;,—ES,| = 2n°¢]

1<k<n

2M[ZE - 2+x2 +n el 2 Cov (U, Uk)],

I<i<k<n

(IV') P[max |S°—ES} > 2n%¢]

1<k<n

02

Xy
<2J'I[ZE 2a 2+X02+ n"2e? 2 COVY Yk)]

1<;i<k<_n
respectivement (M > 1 étant une constante).

Le lemme 2’ permet de renforcer les resultats du travail [1] qui
concernent la loi forte des grands nombres.

THEOREME 7. St une suite de variables aléatoires {X,} est telle que
Despérance mathématique finie EX, existe et satisfait aux conditions

() Y E[X%[(n**+X2)] = 0(n'~%),

k=1
(£) P sup [Bj (V) —EY;ul < o o o Y;<ILf
(2) ES,/n* -0,

on a pour tout a > %
820 lorsque n — oo.

Démonstration. Les hypotheses (e) et (f) entrainent en wvertu
de V’inégalité (IV') l'existence d’une constante C > 0 telle que
P[max |8, —ES;| > 2en®] < en' %7,
1<k<n
ce qui permet de démontrer (voir [1], démonstration du théoréme 4)
que

(SL—ESE)/m* %5 0  lorsque n — oo.

Vu que ES)/n* -0, on a donc la convergence presque sfire qu’il
s’agissait de démontrer.

L’inégalité (III') permet aussi de formuler le théoréme analogue
suivant sans I’hypothése de l'existence de l’espérance mathématique
finie.
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THEOREME 7'. Si une suite de variables aléatoires {X,} satisfait aux
conditions

(e’) 2 [X2/(n**4X2)] = O(n'"29),
() Z sup |E;(U; 1)) —EU,,,|< 0o e &U;<I?
(g") ES,/n* —0,

on a pour tout a > %

8, n* %30

lorsque n — oo.

Remarque. Pour les variables aléatoires dépendantes ayant des
variances également bornées (¢*X, < L?) (et qui ont été envisagées dans
le travail [1]), les conditions (e) et (g) sont satisfaites; or la condition
(f) exige la convergence de la série qui y est définie pour les variables
aléatoires tronquées, tandis que dans le travail [1] cette condition a été
supposée satisfaite pour les variables aléatoires entiéres.

THEOREME 8. St une suite de variables aléatoires {X,} satisfait pour
tout 6 >0,k =1,2,..., e¢ n> N aux conditions

(h) S E[XZ/(n?4+X2)] =00 on0<a<l,
k=1

(i) 2 sup |E, (Y, —EY; <o e &Y, <L

(3) ESy/n >0 ou Y, = XRI[|X}| < ne,]

it &, est une constante arbitraire, alors S, |n °> 0, cest-a-dire que la suite
{X,} obéit & la loi forte des grands nombres.

La démonstration de ce théoréme est analogue & celle du théoréme 6
en remarquant que 'on a dans le cas considéré

P[max |8} —ES8;| > 2ne,] < en®?

k<n

pour tout & > 0,C > 0 étant une constante, et en appliquant le rai-
sonnement employé dans la démonstration du théoréme 5 de [1].

On peut formuler un théoreme analogue sans aucune hypothése
relative aux espérances mathématiques.
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THEOREME 8'. 8¢ une suite de variables aléatoires {X,} satisfait pour
tout 6 >0,k =1,2,..., e¢ n > N aux conditions

n

(h') S E[XRn4+X)] =0(n""") ou0<a<l,
k=1
i) 7= 3 sup By (U ) —B Ul <6 e @ U; < I
i=1
(i) ES8,/n =0 ou 8,= D} Uy, U, = X, I[|1X;| < ne,],
k=1

alors 8, /n "3 0 lorsque n — oo.

Remarque. Pour certaines classes particuliéres de wvariables alé-
atoires, I'inégalité (IV’') permet de formuler des conditions plus avanta-
geuses pour que la suite {X,} obéisse & la loi forte des grands nombres.

THEOREME 9. 8¢ une suite de variables aléatoires indépendantes {X,}
est telle que D E[XP/(K*+X3')] < oo, on a la convergence

— SEXI[IXY < ke]
k=1 . D.s.
— 0 lorsque n — oo.

n

COROLLAIRE 4. Sous les conditions du théoréme 9, la convergence
MEXLI[|XY] < kel/n -0
k=1

est une condition suffisante pour que la loi forte des grands mombres soit
satisfaite.

La démonstration du théoréme 9 et celle du corollaire 4 résulte de
Pinégalité (E’) et du lemme de Kronecker, en remplacant dans cette iné-
galité X, par X,./k.

Remarques. Le corollaire 4 renforce le théoréme de Kolmogoroff
(voir [3], p. 238) en vertu duquel la convergence de la série Y o® X, /k?
est une condition suffisante pour la loi forte des grands nombres. Cela
résulte des relations

02

Emgg EXZ/K = X, /12,

Zn EXLI[|X}) < ke]| kg E| X2 I[| XS > ke)

k=1

n
< Yo*X, ke -0 avec n — oo
k=1

lorsque ) ¢* X, /k* < oo.
k=1
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7. Remarques finales. Comme il a été signalé dans les remarques
relatives aux théorémes et aux corollaires, les résultats du travail présent
comportent entre autres les cas connus des lois faible et forte des grands
nombres. Cependant, ’attention peut étre attirée parfois non seulement
par la convergence en probabilité ou presque siire de S2/n, mais aussi
par la rapidité de cette convergence. Or les inégalités établies dans ce
travail étant, dans les cas considérés, plus précises que les inégalités
classiques correspondantes, elles fournissent en méme temps des rensei-
gnements plus exacts aussi sur la rapidité des convergences considérées.
Plus encore, ces inégalités peuvent étre utiles dans ’étude de la concor-
dance et de la concordance presque sfire des estimateurs envisagés dans
le travail [8] quand on n’admet aucune hypothése sur les variances des
variables aléatoires. '

Les théses de tous les théoréemes donnant des conditions pour que

(8,—ES8,)/n 20 ou (S,—ES,)/n> 0 et pour que (S2—ES¥)/n >0
ou (8°—EZS}) 220 avec n - o peuvent étre remplacées, sans en mo-
difier les hypothéses, en théses

Suln—u(8u/n) = 0,  8,/n—p(S,/n) 2> 0,
8 fn—u(Sin) >0 ou 8%/n—u(8%n) 2> 0 avec n — oo,

u(X) désignant la médiane de X.

‘Cela résulte de l’inégalité |u(X)— E(X)| < V24X en y remplacant
X par S,/n ou S)/n. Par exemple,

o)==/
n n n

n X22 1/2
<2{M[ZE +n7%e 3 Cov(Y;, Yk)]} 0.

2 2 02
= ne4Xy 1<j<k<n
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