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Schéma de différences finies pour un systéme d’équations
non linéaires partielles elliptiques aux dérivées mixtes
et avec des conditions aux limites du type de Dirichlet.

par MARIAN MALEO (Cracovie)

Résumé. Dans la note on propose une méthode approchée de solution d’un
systéme d’équations elliptiques

ou; 2y
fl(z’u~’—5z—,ﬁz— =O, l=1, ...,p,ze(O,a)”
ol & = (T, ..., 2,), u= (U (), ..., up(x)), Ouy/0z = {Ouy/0x;}, O%u;/0x® = 8%uy[0z;0z;
¢=1,...,p,4=1,...,m,j =1,...,n) avec la condition aux limites de premiére

espece

w(z) = @u(x) pour z; =0, wy(r) =yu(z) pour 2 =g
l=1,...,p,4=1,...,1n).
La méthode approchée mentionnée est basée sur les quotients aux différences

finies. On montre qu’elle est convergente et on donne une estimation de 'erreur de
cette méthode.

1. Dans la présente étude on considére un schéma de différences
finies pour un systéme d’équations différentielles partielles du type ellip-
tique de la forme

ou, 0%*u » .
(1.1) fl(mrua_&f$ am;) =0, I=1,..,p

ol & =(@,...,3,)e(0,0) u = (uy(®),..., uy(w)), O0u/ow = {0u,/om;},
0%u,/0a* = {0%w)/0x;0m;} (¢,§ =1,...,n) avec une condition aux limites
du type de Dirichlet

(@) = gy(@) pour @, =0 (i =1,...,n),

(1.2) .
w(@) = ypy(@) pour &, =0 (i=1,...,n)

t=1,..09)

On obtient le schéma mentionné en remplacant dans le systéme
(1.1) les dérivées du premier ordre par les quotients aux différences finies
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centraux et les dérivées du second ordre par les quotients aux différen-
ces finies de la forme

(13) - (i) 4 gD 4 gy | g dD) __ g M _ gy i(=1()) _ gy -i(5(00))
ou
(1.4) % (— i — g5 gyt __ g HM) g gy M g g 8(JD) gy (- H(B0)y

(voir fig. 1) selon le signe de la dérivée de la fonction f, par rapport a
0%w)fox,0z; .

f) b)
—i(j D)

M i) —-ij(M) —n

Fig. 1. Points nodaux entrant dans la formule a) (1.3),
b) (1.4). Le plan dc la figure est paralléle au plan Oz;z;
ot passe par le point nodal généré par la suite des indices M

On montre que le schéma aux différences finies pour le systéme
(1.1) avec la condition aux limites (1.2) est convergent sous certaines
conditions et on donne une estimation de ’erreur de la méthode des diffé-
rences finies (théoréme 1).

La démonstration du théoréme 1 s’appuie sur les inégalités aux
différences finies que j’ai présentées dans un travail de Malec (%).

2. Considérons dans I’espace euclidien 4 » dimensions R" un ensem-
ble de points nodaux dont les coordonnées sont

(2.1) g™ =mh (i=1,..., 1)

ou m; =0,1,...,N (¢ =1,...,m), 0<h =0o/N,N est un nombre
naturel.

(Y) M. Maleo, Systéme d'inégalités auz différences finies du type elliptique, ce
fascicule, p. 235-239.
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Désignons le point nodal (71, ..., #™) par ¥ ou M = (m,,..., m,)
et soit

Z={M:0<m;<N,i=1,...,n},
Zy={M:1<m<N,i1=1,...,n}

Nous introduisons aussi les notations suivantes

(2.3) WM) = (Myy oy Mgy M+ 1, Mg,y ooymy)  (MeZy),
— (M) = (Myy oooyMy_yy Mmy—1, Mypyy.oymy)  (MeZy)
(t=1,...,m).
On suppose qu’d chaque multi-indice MeZ correspond un systéme
de nombres réels '

(2.4) o, ..., o)

et on admet que

, 1 .
My, —iM
o = o (i — o),

2h

MI M M
o = (v ., 00,

1 . . )
(2.8) 07 M9 = oo (0] + 0] 0y D 4 0 70D — 20} — o D) g (IBD)),
1
2h?
I=1,..,p,i=1,...,m,§=1,...,n, MeZ,NZ,).
3. THfoREME 1. Supposons que
1) les fonctions scalaires fi(®, u, g, w), l =1,...,p, & = (®y, ..., 3,),

o Mit = (— Qi) _ i) _ i) _ (M) | M 4 iliMD) 4 g i~30)

U= (U, ..., Up)y @ = (Quy ooy Qn)s W = (Wy1y coey Wigy cony Wppy <o vy Wyy) SONL
de classe C* dans Densemble
(3.1) D = [0, o]* x RP*n+n*

et satisfont dans cel ensemble auwm conditions

% of;

ofy
=< <K AN P
6u,\L<0’ Ogau”\ pour u #1, '6q¢‘ r,
of | o
(3.2) 0<9<%,, ‘jZ; B,
J#4

t=1,..,p,p=1,...,p, 2 =1,...,m)

ou L, K, I' et g sont des nombres,
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2) pour les indices fizés 1, ) A<I<p, 1<ig<n,1Lj<n) la
fonction 0f,/0w,; est lowjours mon négative ou toujours non positive dans
Densemble D et
0 )

f'— = f dans D,

ow,  Ow;

(3.3)

3) les inégalités suivantes

g r

sont satisfaites,

4) les fonctions scalaires w(@) (I =1,...,p) sont de classe C* dans
Pensemble [0, o]" et le systéme de fonctions wu,(w), ..., u,(®) est la solution
du probléme différentiel (1.1), (1.2),

5) les mombres (2.4) satisfont au systéme d’équations aux différences
finies

L@, oM o oMy =0  (MeZ,0nZy),
(3.5) o = gu(a™)  pour m; =0 (MeZy),
0 = yuto™)  pour m; =N (MeZ,)
(l =1,.yp t =1,..5n),

oM = (”fly-'--a'vgl)’ .
o = (o)™, ..., v, L ot L o),
.6 . @
(3.6) vy M9 lorsque i=j ouw ai< 0,
o = i
d
lv,*'l‘““’ lorsque i #j et 62? >0
l=1,..,p,t=1,..4n,j=1,...,n, MeZ,nZ,)
voir (2.5)).
Dans toutes ces hypothéses inégalité
—&(h)
3.7 rM| <
( ) |1I\L+K(p—1)

a liew pour MeZ et 1 =1, ...,p, ot ¥ = uM — oM (u} désigne la valeur
de la fonction u,(®) au point nodal &™) et c¢(h) est défini par la formule (3.9),
et la méthode des différences finies (3.5) est convergente, c’est-a-dire

(3.8) limr¥ =0 (I=1,...,p).
h-»0 . P ’
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Démonstration. Comme (3.8) résulte de (3.7), il suffit ‘de prouver
(3.7).
On peut montrer que
fz(wM’ u™, uf“; MIJ) = ﬂM (MeZ,NZ,),

(3.9) lime(k) =0, (k) = max[ max M) (@ =1,...,p)
h—0 IISP MeZynZ,

et
“fu = 9’li(a’M) pour m; =0 (M€Z1),
u! = yu(2™) pour m; =N (MeZ,)

Il=1,...,p, i =1,...,n)
ou les valeurs u™, uM! et 4!/ sont détermindes pour 4 de la méme
facon que les valeurs o™, 'v,MI et oMY pour oM (voir (3.6) et (2.5)).

La formule (3.9) résulte de (1.1) car u;(z) (I =1,...,p) sont de
classe C? et satisfont au systéme (1.1) dont les seconds membres sont
de classe C*.

A partir de (3. 5) et (3.10) on obtient

(3.11) =0 lorsque m; =0 ou m; = ¢
l=1,...,p,t=1,...,n, MeZ).
Il résulte de la derniére égalité que

(3.10)

MIJ

max r¥ = rA®, minr¥ = rBO,

A(l)lenZZ, B(l)EZInZ2, " l - 1’ ‘n.’pi

<)

Tenant compte de (3.9) et (3.5) et utilisant le théoréme de la_moyenne
nous obtenons

(8.13)  —e(h) < 70 = fy(a0, uA®, u O, yOu) _
D n n
—fi(@40, 040, ot O 01 _ 300 | 3yt 3 G0 0
p=l F=1 i,j=1

9 a
oit ¢ = f’ —), bi® = _fi. (—), e = -i({—) et les dérivées sont
6 ,, dq q; awi!

prises & des points convenables ( —).
D’une fagon analogue on obtient

(3.14)  e(h) = PD = f,(a®O, uBO, yBOI 4 BOIy _

p n n
l B(l B()I B(l B(l i B(1) ,.B(l)i.
— (B0, pBO  BOT BOL) ZGIBJQH()JFZ%()"F("'F Zazﬁ()"t @i

u=1 J=1 t,j=1

Maintenant il est facile de vérifier que toutes les hypothéses du théo-
réme 1 et du théoréme 2 dans le travail cité de Malec sont satisfaites.
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Done, les inégalités

® — s(h) B(l) e(R)
(3.15) < I Re-’ T CIiE(p_D

sont valables pour Il =1, ..., p.
D’ou il résulte que
—e(h)
| <
L+EK(p—1)

(3.16) lr}" pour I =1,...,p et MeZ.
La démonstration du théoréme 1 est ainsi achevée.

Reguw par la Bédaction le 9. 4. 1974



