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LINIOWY ESTYMATOR ODCHYLENIA SREDNIEGO
W POPULACJI NORMALNEJ

1. Uwagi wstepne. Znaczenie praktyczne estymacji odchylenia
fredniego w populacji normalnej jest dostatecznie znane., Wiadomo réw-
niez, ze od kilkudziesigciu lat proponuje sie coraz inne estymatory, oce-
niajge ich walory nie tylko pod Wzgledem poprawnodei teoretyecznej,
ale réwniez dogodnofei.

W niniejszej nocie chcemy przedsta,mé nowy estymator liniowy
oparty na statystykach pozycyjnych.

Zostat on wyznaczony i zbadany metoda Monte-Carlo na maszyme
cyfrowej XYZ zbudowanej przez Zaklad Aparatéw Matematyeznych
Polskiej ‘Akademii Nauk.

2. Estymator L. Niech zmienna losowa X o rozkladzie normalnym
N (u, o) bedzie cechs populacji generalnej. Niech X,, ..., X, beda zmien-
nymi losowymi, z ktérych kazda ma taki sam rozkiad jak X.
Defininjemy zmienne losowe

1 Ui
(1) y,cz‘xk_;; E=1,2,...,n).

N’iech Z; bedzie i-ta statystyka pozycyjna w prébee (Y, ..., ¥,). Defi-
Dlujemy wreszeie liniowy estymator odchylenia Sredniego ¢ w postaci

(2 ) Ln = w; Z,
) - ié Y

gdzie liczby w; (i =1, 2, n) 'sa rzeczywiste i stale; nazywamy je
wagdms. Stawiamy na.stgpunce zadanie: znalezé taki zespél wag, zeby
estymator L, byl nieobciazony i zeby jego wariancja byla réwna mi-
mmum ze wzgledu na wszelkie mozliwe wartosci wag.

Zadame to wystarczy rozwigzaé dla populacji N (0, 1), gdyz wagi
?;‘a Hlf)sﬁmag zm:(ame, gdy za.mmst zrmenne; losowej X wprowadzimy

et

Przyjete warinki wyrazajs s1e w postam

(3). B, =
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Poniewaz D'L, = EI:—1, mozna za.staeliié (4) przez
(8) EIL? = min.

W przyjetej metodzie rozwigzania maszyna cyfrowa generowala
kolejno N prébek (#,...,2,) z populacji N(0,1), obliczala wartoseci
y, 1 porzgdkowala je w ciaggi 2, (realizacje zmiennych losowych Z,)
spelniajace relacje 2, <2, <... <#,. Te czynnofci maszyny i kilka
nastepnych opiszemy za chwile. Na& razie zwrécimy uwage, ze przy obli-
czaniu maszynowym odpowiednikami warunkéw (3) i (8) sa

6) = Z Z -
i

We wzorach (6) i (7) 2y oznacza realizacje i-tej statystyki Iibzycyjnéj‘
w j-tej prébce. |
WyprowadZmy oznaczenia
N

(8) N Z Ryj = zw e Zzzjz’/i = zzzl

i=1

Stosujac do obliczenia wag metode mnoznika Lagrange’a, otrzymu-
jemy z (6) i (7) przy oznaczeniach (8) uklad (n+1) réwnan liniowych

Dwgmtin=0 (I=1,2,...,n),
i=1
(9) “
=1

Wynik efektywny, ktéry przedstawiamy w niniejszej nocie, doty-
ezyl przypadku # = 5. Wynik ten opiera si¢ na N = 500 ‘prébkach.

Program maszyny cyfrowej skiadat SiQ z dwdeh czefei: generowama
h&zb l.asowych % populgeii N(0, 1) i progra,mu speeja.lnego ZWigzanego
z ukladem (9).

- Dzigjanie generatm:a qmgra.lo svg na centra]nym twierdzenin gramez-
nym IQ8ZYNa genemwala 16 liczh losowych 0 rozk&adzm praktyczme
réwnomiernym (odpowiedni algorytm mozng znalezé np. w [1]), » nastep-
nie obliczata i normowata sreduis arytmetyezng, Normalnosé otrzymanych
liczb sprawdzono w znany sposéb -testem y®,

Program speo]alny obejmowat generowanie prébek 5-elementowych,
obliczanie wartodci v, i porzagdkowanie ich w ciagi 2, obliczanie z; oraz
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%;2; i rozwigzanie ukladu (9), przy czym ostatnia operacja odbywata sie
wedlug standardowego podprogramu rozwigzywania algebraicznych réw-
nan liniowych.

Ostatecznie dla n = b otrzymano nastepujacy estymator

(10) L, = —0,065Z;+ 0,150Z,+ 0,175Z,+0,312Z,+ 0,4057;..

Praca maszyny trwata okolo 45 minut.

3. Wlasnoéci estymatora L,. Wiasnosci estymatora zbadali§my
rdwniez za pomocg maszyny cyfrowej. W tym celu utworzono 1000 pro-
bek 5-elementowych z populacji- N (0,1); oczywiscie byly to prébki
inne niz te, ktérych uzyto do obliczenia wag.

Dla kazdej prébki maszyna obliczaln wartos§é I; zmiennej losowej
Ly, stopniowo budowala histogram i obliczata EL; oraz D2L,. Jedno-
¢zefnie dla poréwnania prowadzono analogiczne obliczenia dla esty-

matora
5 I?2
V5 V3 am

I obliczano przecietng warto$é Iss; potrzebns do wyznaczenia korelacji.
Praca maszyny trwala okolo 30 minut.
Estymator 8, wybralismy do poréwnania dlatego, Ze stanowi nie-

_— , 1 3 _
obeigzony wariant (por. np. [2]) estymatora klasycznego l/g ;‘ (X;—2X)?

i ze ze wazystkich znanych estymatoréw mnieobeigzonych odchylenia
Sredniego, opartych na wartosciach z prébki z populacji N(0,1), ma
Dajmniejszg wariancje 0,1318. Przy sposobnofci przypominamy, ze
Najmniejsza mozliwa warto§é regularnego i nieobeigzonego (zreszta nie
lea.nego) estymatora parametrn ¢ jest 1/2m, czyli w naszym przypad-
ku 1 /10.
Ostatecznie, otrzymaliémy wyniki spisine w tablicy 1.

TABLICA 1
Wynik badania
Estymator Ls | 5
o empir. | teoret. l empir. | teoret.
Wartoé oezekiwana 1,024 1 1,006 1
Warianeja 0,145 ? 0,140 0,1318

Zastosowania Matematyki VI 8
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-Jak widzimy, zgodno§é empiryeznej warto§ci EL; z wartoscig teore-
tyozng (SciSlej — zatozong) jest bardzo dobra. Réwnie dobra jest zgodnosé
empirycznych wartosei EL; i ES;.

Teoretycznej wariancji estymatora L; nie znamy, przypuszczamy
jednak, ze nie wiele rézni si¢ od teoretycznej wariancji estymatora S;.
Przemawia za tym poréwnanie empirycznych wariancji: sa one praktyez-
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nie réwne, z drobng roz.mcaa na niekorzy$§é estymatora hmowego Dla
porzadku notujemy, ze empiryczna wariancja 'estymatora S; okazala
si¢ nieco wieksza od teoretyczne], co przyplsu]emy przypadkom W gene-
rowaniu liczb losowych.

O podobnych rozkladach estymatoréw L; i S §wiadezg podobne
histogramy pokazane na rysunku 1. Zresztg empiryezny wspdlezynnik
korelacji obu estymatoréw jest bardzo wysoki: wynosi 0,88.

4. Zastosowania. Oszacowanie odchylenia Sredniego przy uzyciu
wzoru (10) jest bardzo proste.

Przypufémy, ze w prébee 5-elementowej, o ktérej za.klada sug, ze
pochodzi z populacji normalnej, otrzymano wartodei ; poda.ne W pierw-
szej kolumnie tablicy 2. _
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TABLICA 2

Schemat stosowania wzoru (10)
(1) (2) (3)

X Yi| & wagi

44 741 X —0,065 = —0,065
38 1|5 x 0,150 = 0,750
32 508 x 0,175 = 0,875
42 5|7 x 0,812 = 2,184
29 88 x 0405 = 3,240
185 6= 6,984

¥ =37

. Po obliczenin # = 37 znajdujemy w kolumnie drugiej wartofci y;
Jako |z,—37|. Po ustawieniu tych liezb w kolejnosei nie malejacej znaj-
dujemy wartodci 2; spisane w kolumnie trzeciej. Reszta obliczed nie
Wymaga wyjaénien. Znajdujemy oszacowanie 6,984 odchylenia $redniego
Z;V pPopulacji generalnej. Estymator §; daje w tym przypadku wartosé
814,

Liniowa posta¢ wzoru (10) nastrecza wiele mozliwosei cze$ciowego
lub nawet catkowitego zautomatyzowania obliezen.

Jedng z nich jest przygotowanie tablicy iloczynéw w;z;, na przy-
-kiad w ukladzie nastepujacym:

TABLICA 3

Tloczyny wgz;
% —0,085 2, 0,150 2, 0,175 z, 0,312 2, 0,405 z;4

0 0 0 0 0 0

1 — 0,065 0,150 0,175 0,312 0,405
2 —0,130 0,300 0,350 0,624 0,810
3 —0,195 0,450 0,525 0,936 1,215
99 — 6,435 14,850 17,325 30,888 40,095
100 — 6,500 15,000 17,500 31,200 40,500

Zastosowanie tablicy jest oczywiste.

' I\_Iozna. réwniez zbudowaé bardzo prosty nomogram zastepujacy
Wlermg wz6r (10). Nomogram zyska jeszcze na prostocie, gdy sie uwzgledni,
%6 2, Jest nie wigksze od z,, 2y, 2,, 2, 1 26 Waga w, jest bardzo mala.
130 Ponﬁjaj?ec % wprowadzamy blad systematyezny nie wigkszy od

13%/o; Przecietnie wynosi on kilka dziesigtych procenta, to znaczy mniej
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niz przypadkowy blad fredni spowodowany wykre§leniem i odezyta-
niem nomogramu. Mozna wige zadowolié si¢ bardzo prostym nomogramem

pokazanym na rysunku 2. Sposob postugiwania si¢ wynika z narysowanego
przykladu.
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Rys. 2. Schemat nomogramu. Przyklad: 2, =5, 23, =5, 2, =17, 2;,= 8, ¢ = 1,0

Dalszym krokiem w kierunku automatyzacji, bylaby realizacja
wzoru (10) za pomocy sumatora dzwigienkowego lub zebatego, a nawet
opartego na zasadzie wazenia. Projekty takich urzadzen wykraczaja poza
zakres niniejszej noty.

5. Zakoneczenie. Celem niniejszej noty bylo przedstawienie nowego
estymatora L;. Oczywifcie podang metods mozna wyznaczyé podobne
estymatory dla innych licznosei niz 5; w ka,zdym razie warto to zrobié
w zakregie 3 <n < 10.

Ponadto cheieliémy na prostym przyk&adzm poka.zaé mozliwogei
maszyn cyfrowych w zakresie probabilistyki.

Koncepcja estymatora powstala w Instytucie Matema.tycznym PAN,
@ obliczenia przeprowadziliémy na maszynie XYZ w Biurze Obliczen
i Programéw Zakladu Produkeji Dofwiadczalnej] Maszyn Matematyecz-
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nych w Warszawie. W archiwam Biura zachowano jako progré,m poka-
Zowy generowanie liczb normalnych i budowe histograméw L; i Sj,
ktéryech powstawanie mozna obserwowaé w toku obliczania na ekranie

oscyloskopu.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMIL NAUK
BIURO OBLICZEN I PROGRAMOW ZPDMM

Praca wplynela 25. 6. 1960

AH ONEPOEIBY « E. IAEMARCKAS (Bapmass)

JHHEHHAA OLJEHKA CPEJHEIO OTKJIOHEHNAA B HOPMAJBHOH
COBORYIIHOCTH

PESIOME

Ha umpposoit mamume ompeseneHa meroxom Momre Hapuo JuHeliHAs ONeHKa
(10), OCHOBaHHAs HA MOSUIUOHHHX CTATHCTHKAX, CPEHEr0 OTHIOHEHWS HOPMAILHON
COBOXymHOCTH. Omuerka 5Ta HeCMeImeHA ¥ YHOBIETBOPHET YCIOBHI0 HaNMEHBIIEH
AuCHepcun B cpoem xmacee. '

Tome ma wmammme OIpefelensl pacmpefenedne ONEHRU I mepBHit ¥ BTOPOH
UeHTPaNLHIe MOMEHTH. '

(qepoﬂzl)ma yno6Ha a8 NpUIOMKeHWH, 0C00eHHO ¢ NpPUMEHEHMEM HOMOTFpPaMME

7. 2),

J. ODERFELD and B. PLESZOZYNSKA (Warszawa)

4 LINEAR ESTIMATE OF THE MEAN DEVIATION IN NORMAL
POPULATION

SUMMARY

The linear estimate (10) of mean deviation from the normal population
Caﬂobe::ll;thdetermined on an elect}'onic digital computer by using the Monte-
of mimst od. The estimate obtained is unbiased and satisfies the condition
m variance in its class.
o h'l;he distribution and the first and second central moments of the estimate
Ve been determined by using the electronie digital computer.

(Fig 'i.l;)]m estimate is convenient for usage, particularly when applying nomogram

has




