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1. Einleitung. Mit &' bezeichnen wir die Menge der Schwartz-Distri-
butionen mit kompaktem Triger in R"; mit sing suppf den singularen
Trager einer Distribution f € &’. Von Hormander stammen zwei Begriffe,
die den sing supp f bzw. seine konvexe Hiille ch sing supp f verfeinern: die
Wellenfrontmenge WF(f) von f aus [8] und die f assoziierte Menge 5 (f)
aus ,,Supports and singular supports of convolutions’ (in der Folge mit
[7] bezeichnet). WF(f) ist eine Teilmenge von R" x R® (il":= R"\{0})
mit der Eigenschaft:

(1) sing supp f = Projektion von WF(f) auf die erste Komponente

([8], Theorem 2.5.3). »#(f) ist eine Menge von Stiitzfunktionen konvexer
kompakter Teilmengen von R"™, aus der sich die Stiitzfunktion Ak, von
sing supp f vermoge

(2) he(sy = sup {h; h e #(f)}

ergibt ([7], Lemma 5.2). Fiir den singuliren Trager der Faltung f+g zweier
Distributionen f, g € &’ 1aBt sich mit Hilfe beider Begriffe die Inklusion

sing supp f#g < sing supp f+ sing supp ¢

prazisieren. Wahrend man fiir die Wellenfrontmenge von fxg lediglich
die Inklusion

(3) WEF(f+g) = {(z+y,n); (,n) e WF(f), (¥,7) e WF(g9)}, f,geé&,

hat (als Spezialfall von [5], Proposition 1.3.4; ein kurzer direkter Beweis
findet sich in [1]), 148t sich o#(f*g) aus 5#(f) und s (g) mit Hilfe einer
ebenfalls in [7] eingefiihrten Teilmenge #(f, g) von #(f) x3#(g) voll-
standig berechnen ([7], Theorem 5.1):

(4) H(fxg) = {hy+hy; (hy, hy) € #(f,9)}, f,ge e’
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Wir sagen: f ist Singularititen-erhaltend (f propagates singularities) ('),
wenn f fiir jedes g € &’ die folgende Gleichung erfiillt:

(5) chsingsuppf#*g = chsingsuppf- chsingsuppg.

Bengel erhielt in [1] eine notwendige Bedingung an WF(f) dafiir,
daB f Singularititen erhalt:

SATZ 1. Wenn eine Distribution fe & Singularititen-erhaltend 1st,
stimmen die Fasern von WEF (f) iiber den Extremalpunkten von ch sing supp f
mit R™ diberein.

Die s#(f)-Theorie liefert dagegen eine Charakterisierung der Sin-
gularitdten-erhaltenden f, wie das folgende Theorem zeigt, das zwar
nicht explizit in [7] erscheint, sich aber unmittelbar aus den dortigen
Resultaten ergibt und dort auch implizit verwendet worden ist:

SATZ 2. Fiir jedes fe & sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) f 18t Simgularititen-erhaliend.

(ii) f erfiillt (B) fiir jede stetige Funktion g € &' mit sing supp g = {0}.

(iii) o#(f) ist einelementig, bestcht also nmur aus hgyy,.

Zum Beweis. Die Implikation (ii) = (iii) ergibt sich sofort mit [7],
Theorem 5.3; die Implikation (iii) = (i) ist eine Kombination von The-
orem 5.1 und den Lemmata 5.2 und 5.1 aus [7].

In §3 der vorliegenden Arbeit leiten wir eine Beziehung zwischen
WEF(f) und 5#(f) her (Satz 6). Es handelt sich um eine Beschreibung
der konvexen Hiillen der Mengen

(6) s8(f;m) := {w eR"; (z,n) e WF(f)}, nel,

durch bestimmte Teilmengen von s#(f). Die Aussage von Satz 1, den
Bengel in [1] ohne Zuhilfenahme der 5#(f)-Theorie beweist (vgl. Bemer-
kung 4 unten), kann man mit dieser Beziehung als Korollar von Satz 2
ablesen. Dariiber hinaus bekommt man die folgende Verallgemeinerung
von Satz 1:

Jedes Singularitdten-erhaltende f erhalt auch die Fasern der Wellen-
frontmengen iiber den Extremalpunkten der konvexen Hiille der singu-
laren Trager (Satz 7).

In § 4 konstruieren wir Beispiele, aus denen hervorgeht, da die in
§ 3 erhaltene Beziehung in einem bestimmten Sinne nicht verbessert
werden kann.

In §2 gehen wir auf die Frage ein, wieweit man an WF(f) allein
ablesen kann, wann f Singularitaten-erhaltend ist. Bereits Bengel zeigte
in [1], da8 die Umkehrung von Satz 1 falsch ist, indem er die Existenz

einer Distribution f mit WF(f) = {0} x R™ bewies, die nicht invertierbar

(*) Fir die f e OP (R™), die ja trivialerweise (5) stets erfiillen, ist diese Bezeich-
nung nattirlich nicht allzu wortlich zu nehmen.
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ist, i.e. deren Fouriertransformierte f nicht langsam fallend ist. Die nicht-
invertierbaren f werden in der 5 (f)-Theorie namlich durch die Bedingung

(7) —oo, die Stiitzfunktion der leeren Menge, gehort zu #(f)

charakterisiert ([7], Lemma 5.4), sind also — wenn ihr singulidrer Triger
nichtleerist —nach Satz 2 nicht Singularitdten-erhaltend. Wir beweisen hier
die Existenz nicht-invertierbarer Distributionen mit beliebig vorgegebener
Wellenfrontmenge (Satz 4) und erhalten damit insbesondere Gegenbei-
spiele fiir die Umkehrung von Satz 1, bei denen der singulare Trager beliebig
vorgegeben ist. Demnach geniigt die Kenntnis von WF(f) allein nicht,
wenn man verifizieren will, da8 f Singularitdten erhalt. Dies ist uner-
freulich, weil die Berechnung von 5 (f) im allgemeinen erheblich gréBere
Schwierigkeiten bereiten diirfte als die von WF(f).

Grundlegend fiir den Existenzsatz von § 2 wie auch fiir die Resultate:
der §§ 3 und 4 ist ein Theorem aus [7] (s. Satz 3 unten), demzufolge nicht-
invertierbare Distributionen mit 0 als einziger Singularitdt existieren,
deren Wellenfrontfaser ein eindimensionaler Halbstrahl ist.

Mit der Abkiirzung (6) kann man die Inklusion (3) in der Form

(8) ss(fxg; n) < s8(f;n)+s8(g;n), nelS Y,

schreiben. Wir sagen : f ist fiir ein fiziertes n € 8"~' 5-Singularititen-erhaltend
(f propagates n-singularities), wenn fir jedes g € &' gilt

(9) chss(fxg; n) = chss(f; n)+chss(g;n).

Analog zu Satz 2 werden in § 5 die #-Singularititen-erhaltenden f € &*
mit den Mitteln der §§ 3 und 4 durch eine Bedingung an > (f) charak-
terisiert (Satz 9); eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung
an WF(f), die mit der von Satz 1 vergleichbar ist, erhalt man ebenfalls
(Satz 10).

In § 6 demonstrieren wir die erhaltenen Zusammenhiange kurz am
Beispiel der charakteristischen Funktion yg,, der Einheitskugel und
kliren, in welchem AusmaB xg(,  Singularitidten erhilt (Satz 13). Beren-
stein und Dostal bewiesen in [3] mit den Mitteln der 5 (f)-Theorie, dal
Ik, Dicht Singularititen-erhaltend ist; Bengel erhielt dasselbe Resultat
in [1] durch Bestimmung von WF(yg,,)) mit Hilfe von Satz 1. Die Frage
nach dem Zusammenhang zwischen beiden Beweismethoden war einer
der Ausgangspunkte fiir die vorliegende Arbeit.

AbschlieBend konstruieren wir in § 7 einfache Beispiele f,g e &',
so daBl zwar fsg, aber nicht f und g Singularitdten-erhaltend sind. Weil
derartige Beispiele unseres Wissens bisher in der Literatur nicht vorkom-
men und sich unmittelbar mit den Resultaten von § 3 ergeben, fithren
wir sie mit auf.
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2. Distributionen mit vorgegebener Wellenfrontmenge. Der Begriff
der Wellenfrontmenge WE'(f) einer Distribution f ist von Hérmander in
[8], § 2.5, eingefiihrt worden. Wir gehen hier nach dem Vorbild von Duis-
termaat [5], § 1.3, von einer Definition aus, die nach [8], Proposition 2.5.5,

zn Hormanders urspriinglicher Definition dquivalent ist: R® X R*\WF ()
ist die Menge der (»,7), fir die es ein ¢ € O7°(R") mit ¢(x) # 0 und
eine Umgebung V von 7 in R" gibt, so daB fiir jedes N > 0 eine Konstante
ty existiert mit
(10) @) @) <t™, tx=ty, 6eV.

Die Menge {7n; (¢, 7) € WEF(f)} heit Faser von WF (f) uber x. Offen-

bar ist WF(f) abgeschlossen in R" x R" und konisch, d.h. (z, ) e WF (f)
genau dann, wenn (z, tn) € WF(f) fir jedes ¢t > 0. Wie aus [8], Proposi-
tion 2.5.5, folgt (oder wie man mit der Methode des Beweises von [5 ], Proposi-

tion 1.3.2, direkt zeigen kann), gehort ein Punkt (x, ) e R® x R® genau
dann zum Komplement von WF(f), wenn es Umgebungen U von # und
V von 7 gibt, so daf fiir jedes ¢ € O°(U) die Ungleichungen der
Form (10) gelten.

Bemerkung 1. Falls f reellwertig ist, hat I' : = WF (f) die folgende
Symmetrie- Eigenschaft:
(11) Far (z,n) e R" xR" gilt: (x, n) e I' genau dann, wenn (x, —n) € I.

Dies folgt unmittelbar aus der Definition von WF(f), weil fiir reell-
wertige f und beliebige ¢ € C3(R™) gilt (¢f) (1) = (¢f) (—n), n eR".

Der Beweis des folgenden Lemma ist cvident.

LeMMA 1. Fuar beliebige f, g € &' gilt

WF(f)\WF(g9) = WF(f+g).
Falls insbesondere f und g disjunkte Wellenfrontmengen haben, gilt
WE(f+9) = WF(f)UWF(g).

Der Beweis des angekiindigten Satzes iiber die Existenz nicht-inver-
tierbarer Distributionen mit beliebig vorgegebener Wellenfrontmenge
beruht auf der folgenden leichten Verbesserung von Theorem 5.2 aus [7]:

SATz 3. Seien (&) eine Folge in R" mit |§;| — oo und E eine Teilmenge
von R", so daf d(&;, E)[log|é;| — oo fiir j-»> oo (d(&, E) bedeutet den Ab-
stand von & und E). Sei Q2 eine offene Teilmenge von R™ mit 0 € 2. Dann gibt
es fur jedes k € N eine Funktion f e Ct(82) mit sing supp f == {0}, so dap

(12)  Punm(f) :=sup{If(0)| 1&1Y; ée B, LeC™, |{—& < mlog|é]} < oo,
m,N >0,
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und

(13) log|f (&)l

log &l

Zum Beweis. Der Beweis von [7], Theorem 5.2, ist folgender-
mafBen zu modifizieren: (5.8) ist durch

(5.8)  |&**'f (&) konvergiert nicht gegen 0

zu ersetzen; daraus folgt ebenfalls (13). Die Rolle von & iibernimmt
der Unterraum &' : = #FnNC%(w,NnR), der — versehen mit den Halbnor-
men von # und zusitzlich mit der Halbnorm f +» max{sup|D’f|; |a| < k}
— ein Fréchet-Raum ist. Die Annahme, da kein f € #' existiert, das (5.8)’
erfiillt, fithrt mit Hérmanders Argumenten zu einer (5.10)’ verscharfenden
Ungleichung der Form

(5.10)"  sup|&, [+ f (&)< C (ln}:fsuplD“fl +onm(f))y [eCF(wsn Q).

konvergiert micht gegen —oo fur j — oo.

Um aus (5.10)"’ einen Widerspruch zu erhalten, fixiert man « € w,
und ¢’ > 0 mit der Eigenschaft

(14) T+ wy < wyN R

(wegen 0 € £ ist dies moglich), wahlt v sogar mit suppy = w, und nimmt
anstelle von Hormanders Folge (f;) die durch fj:= v_f; definierte Folge
(f;), die wegen (14) in &’ liegt. Weil aus

17101 < exp(lz| IIm¢]) If,(O)] < 18™F;(0)  fiir |&— & < mlog|é]

die Ungleichung py .(f;) < Pyimm(f;) folgt, konvergiert auch Py n(f;)
gegen 0 fiir j — oo. Mit der binomischen Formel folgt fiir « € 2} mit |a| < k:

/

Rn

sup |D°f)| = sup |D%f,| < f 1857, (6)| dE < ae
R"

(&+ Ej)ai’ (']i—)

< const | & *kF+n flfl"'i’(f)df =1§%0(1§]) fiir j > oo.
Bﬂ
Weil auch [f;(£)] = 1, liefert das Einsetzen von (f;) in (5.10)” den
gesuchten Widerspruch.

Sei nun 7 € 8"~ beliebig vorgegeben. Durch geeignete Wahl von (&)
und F werden wir mit Satz 3 nicht-invertierbare Distributionen fe &’
mit WF(f) = {(0, t5); ¢t > 0} gewinnen. Wir setzen

1 2
&= (j+§)"’ jeN,

7 — Colloquium Mathematicum XLIII.2
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und
E:={t0; t>0,0e8" ", |0—9|>20""*}U{k%0; 0 € 8", k eN}.

Dann gilt
1 .
(15) a4, B) > 14", jeN.
Beweis von (15). Wenn & =16, |0 —n| > 2t folgt im Falle
i< 11él
1
1€ — & >-§I§;li
mit der Ungleichung

u w |

<
wl Tl | ol

ergibt sich im Falle ¢ > }|&;|

(16)

v —w|, u,weC",

t 1
6~ &1=> 10— >t‘-’2>515,|"’.
Wenn ¢ = k*6, folgt

.1 .1
1§—&l = ='k— —"'2"l|k+]+’§!

. 1Y
k*n—(HE)n

1/. 1 _l 12
?2(J+2)—2|5jl .

Damit erfiillen () und E die Voraussetzungen von Satz 3, und fiir
jedes Q mit 0 € @ gibt es eine stetige Funktion f: R® — C mit suppf c 2
und sing supp f = {0}, die auBerdem (12) erfiillt. Falls nun 7, zu 8"~ '\{n}
gehort und V eine kompakte Umgebung von 7, in 8" '\{y} ist, gilt
min{|0 —n|; 6 € V} > 0, und nach Definition von F gibt es einc Kons-
tante {,, so dag

(17) tVc B fir t>1,.

Daraus folgt |f(t0)| < Py o(f)t™ " fiir t>t,, 6 € V, N > 0. Angesichts
von (12) und von sing supp f < {0} bedeutet dies:

(18) WF(f) = {(0, tn); t> 0}.

Weil WF(f) #© und weil die rechte Seite eine kleinstmdgliche
nichtleere Wellenfrontmenge ist, gilt in (18) das Gleichheitszeichen.
Nach Wahl von F ist auBerdem fiir jedes m > 0

(19)  #,(f):=sup{lf(®) |&™; vy, EcR", |§ =¥, keN,
ly — &l < mlog|é|}
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endlich. Weil fiir jedes z € R* die Funktion z_f ebenfalls (19) erfiillt und
weil WF(1.f) = {(z, tn); t > 0}, ist damit das folgende Existenztheorem
in dem Spezialfall, da8 I" aus einem einzigen Halbstrahl besteht, bereits
bewiesen. Den allgemeinen Fall werden wir mit einem funktionalanaly-
tischen Argument (,,condensation of singularities”’) auf den bereits bewie-
senen reduzieren.

SAtz 4. Sei I' eine beliebige abgeschlossene konische Teilmenge von
R" x R", und sei k € N. Dann gibt es eine beschrankie, absolutiniegrierbare,
k-mal stetig differenzierbare Funktion f: R* —C, so daf WF(f) = I' und
AL (f) (s. (19)) fur jedes m > O endlich ist. Falls Q eine offene Tetlmenge
von R" ist, so dapf die Projektion von I" auf die erstc Komponente in 2 ent-
halten ist, kann f so gewdhlt werden, daf zusdtzlich suppf < £.

Beweis. Wir definieren C%(Q) als die Menge der k-mal stetig differen-
zierbaren Funktionen f: R® — C mit suppf « @ und WF(f) c I, so daB

Ifll : = sup {| D% ()| (1+|m|)"+l; a€ Zi’ la| < k, x € R"}

und z,,(f) fiir jedes m > 0 endlich sind. Um C% () zu einem Fréchet-Raum
zu machen, wollen wir den Halbnormen ||| und =,,, m € N, abzahlbar
viele Halbnormen hinzufiigen, die gewahrleisten, da8 bei Grenziibergiangen
die Wellenfrontmengen in I" bleiben. Zu diesem Zweck wahlen wir eine
abzihlbare offene Uberdeckung (W,) von R™x 8" '\I' aus, so da8
W, c R* x 8" '\I" und W;von der Form W, = U, x V, mit offenen Kugeln
U;, V,; ist, i e N. Fiir jedes ¢ € N fixieren wir ein ¢, € 02 (U,) mit ¢; # 0
auf U,;. Mit diesen Daten definieren wir

Ifll 2= sup{lg;f)"(t0)I1¢'; t>1,0€ PV}, 4,leN.
Weil fiir jede beschrinkte Funktion ¢ € C*(R") gilt
ef) iz, < lofllz, < o+ 1-1)"" Mg Ifll, feC%(Q),

ist C%(R), versehen mit dem ‘System der Halbnormen ||-[l, lIll;;y %)
t,l, m € N, ein Fréchet-Raum, dessen Topologie von der speziellen Wahl
der Daten (W;) und (¢;) unabhingig ist.

Weil I': = I'nR" x 8"~! die von R" xR" induzierte Topologie trigt,
gibt es abzahlbar viele offene nichtleere Teilmengen X; von I so da8
jede nichtleere offene Teilmenge von I" eines der X; umfaBt. Durch

I;:= I'\{(z, tn); (®,n) e X;, t>0}, <eN,

werden abzahlbar viele (sowohl in I’ als auch in R" xli") abgeschlossene
konische Teilmengen von I' definiert, die alle von I' verschieden sind
und die Eigenschaft haben, daB jede abgeschlossene konische Teilmenge

von R" xit", die echt in I" enthalten ist, schon in einem der I liegt.
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Wir nehmen nun an, die Aussage des Theorems sei falsch, d.h.:
fiir jedes fe C%(£2) sei die abgeschlossene konische Teilmenge WF(f)

von R" xR" echt in I', also in einem der I enthalten; das bedeutet
ieN

Weil alle beteiligten Rdume Fréchet-Réume und nach dem Satz
vom abgeschlossenen Graphen stetig in 0% (Q) eingebettet sind, folgt mit
einem Satz von Grothendieck ([6], p. 16, Théoréme A), daB C%(£2) schon
in einem C%. () liegt, d.h.: fiir ein ¢ gilt

CH(Q) = OF,(9).

Diese Gleichung ist aber falsch, denn zu jedem Punkt (z, ) € I'\TI;
gibt es eine Funktion f e C%(Q) mit WF(f) = {(=, tp); t > 0} & I}, wie
wir im AnschluB an Satz 3 gezeigt haben. Dieser Widerspruch beendet
den Beweis.

Bemerkung 2. Die Funktion f in Satz 4 kann genau dann reellwertig
gewdhlt werden, wenn I' der Symmetrie-Bedingung (11) genvigt.

Beweis. Die eine Richtung ist wegen Bemerkung 1 klar. Zum
Beweis der Umkehrung ist der Beweis von Satz 4 geeignet zu modifizieren.
Die Menge E vor (15) ist durch En(—ZF) zu ersetzen, dann gelten die
Ungleichungen (12) auch fiir Ref und Imf, und weil zumindest eine dieser
Funktionen in 0 singuldr sein muB, kann das vor der Formulierung
von Satz 4 konstruierte f reellwertig angenommen werden; im weiteren
Beweis von Satz 4 ist dann lediglich noch C%(f2) als aus reellwertigen
Funktionen bestehend zu definieren.

Wir erinnern daran, daB die Fouriertransformierte f einer Distri-
bution fe &' langsam fallend heift, wenn mit Konstanten m, N gilt

sup {If (@ +9)|; |yl < mlog(1+ |z)} > const(1+|z|)"¥, «eR".

Bemerkung 3. Falls die Funktion f aus Satz 4 kompakten Trager
hat, resultiert aus der Endlichkeit der =, (f), m e N: f ist nicht langsam
fallend, d.h. f ist nicht invertierbar. Wenn I" # @, ist f daher (s. Einlei-
tung) nicht Singularitdten-erhaltend.

Im Spezialfall I" = {0} x R" liefert Satz 4 die Aussage von Satz 4.2
aus [1] iiber die Existenz nicht-invertierbarer Distributionen f mit
WF(f) = {0} x R".

Weil die invertierbaren Distributionen fe &, die auBerdem die
Eigenschaft
(20) ch sing supp f = ch supp f

haben, in der Theoriec der Faltungsgleichungen von besonderem Interesse
sind (nach Berenstein und Dostal [2] gilt fiir solche f: f+: 2’ (£ + ch supp f)
— 2'(Q2) ist genau dann fiir jede konvexe offenc Teilmenge £ von R"



WELLENFRONTMENGEN VON DISTRIBUTIONEN 309

surjektiv, wenn f Singularititen-erhaltend ist), geben wir ein Gegenbeispiel
fiir die Umkehrung von Satz 1 an, das invertierbar ist und (20) erfiillt.

Beispiel. Wir setzen I': = §"~! X R" und Q:= K(0,1). Mit Satz 4
wahlen wir eine stetige Funktion f mit WF(f) = I" und suppf < K(0, 1),
die nicht invertierbar und daher auch nicht Singularitdten-erhaltend ist.
Nach einem Satz von Dostal [4] gilt: Falls der singulidre Trager einer
Distribution g € &' ganz im Innern von chsingsuppf liegt, ist f+g genau
dann Singularititen-erhaltend, wenn dies auf f zutrifft. Folglich ist auch
f+ 6 (wo é eine Dirac-Distribution bedeutet) nicht Singularititen-erhaltend,
ist aber nach [7], Corollary 5.4, invertierbar, weil o dies ist. Offenbar
hat f+ 6 die Eigenschaft (20); und mit Lemma 1 folgt

WE(f+ 8) = (8"'u {0}) x R".

Bemerkung 4. Man kann iibrigens die durch Satz 3 gegebenen
Distributionen g mit WF(g) = {(0, t5); t > 0} (n € 8"~! fest vorgegeben)
ebenfalls dazu verwenden, den Satz 1 so wie Bengel in [1] (ohne 5#(f)-The-
orie) zu beweisen: Nach (3) liegt singsuppf+g in ss(f; n); und weil jeder
Extremalpunkt & von chsingsuppf zu singsuppf*g gehort, wenn f Singu-
laritaten-erhaltend ist, gehoért (z, n) fiir jeden solchen Extremalpunkt
und beliebiges 7 € 8*~! zu WF(f).

3. Eine Bezichung zwischen #(f) und WF(f). Wir beginnen mit
einer kurzen Wiederholung der Definition von 5 (f) aus [7].

Jeder beschriankten Menge B — R" ist ihre durch hy(§) : = sup {(&, b);
beB} definierte Stiitzfunktion hg: R® —[ — 00, + o0) zugeordnet (h,: = — o).
hy ist stetig, sublinear und positiv homogen, und es gilt

¢hB = {z e R*; (@, &) < hp(é), & e R™}.

Jede sublineare positiv homogene Funktion & ist die Stiitzfunktion hg
einer (eindeutigen) konvexen kompakten Menge B. Die so beschriebene
Zuordnung B ~» hp hat die Eigenschaften

(21) A < B genau dann, wenn h, < hkp,
(22) hAuB = max {hA1 hB}r
sowie hy,p = h,+hpg.

Jeder plurisubharmonischen Funktion v auf C*, die einer Abschitzung
der Form

(23) v(2) < const(1+ |Imz|), zeC®,

geniigt, assoziiert Hormander eine Stiitzfunktion b = h,:

ho(y):= lim—} sup {v(x+1ity); x e R"}, yeR".
[
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Falls zu einer vorgegebenen Distribution f e &’ fiir eine Folge (§;) in R"
mit |§;| - co und eine plurisubharmonische Funktion »:C" — [ —o0, + o0)
gilt v,(+; &) — v fiir j > oo, d.h.

[v/(3; &)p(2)de > [o(2)p(2)dz
cn cn

fir jede stetige Funktion ¢: C* — R, mit kompaktem Trager, wobei

log|f(&+zlog &)
log |4

dann erfiillt v eine Ungleichung der Form (23), und v besitzt daher eine
assoziierte Stiitzfunktion A,. In diesem Fall sagen wir: v bzw. h, wird
durch f und die Folge (§;) definiert. Von einer Ausnahme abgesehen,
werden wir von der expliziten Form dieser Zuordnung keinen direkten
Gebrauch machen, sondern nur die Darstellung der h, aus Theorem 5.3
in [7] (s. auch Satz 5 unten) verwenden.

Fiir beliebige f,, ..., fi € &' ist S#(f,, ..., f;) als die Menge der k-Tupel
(hqy ..., h;) definiert, fiir die eine Folge (&;) in R" mit § — oo existiert,
8o daB fiir jedes I (1 < 1 < k) h; eine durch f,und (¢;) definierte Stiitzfunktion
ist. Nach [7], Lemma b.1, gibt es zu jeder Folge (&;) mit £; — oo eine
Teilfolge, die ein solches Tupel (k,, ..., h,) definiert.

Beim Vergleich der Definition der Menge #(f, g) (aus der man ja
mit (2) und (4) chsingsuppf«g erhilt) mit der Inklusion (3), der WF(f»g)
geniigt, fallt auf, daB die Folgen (&;) und die Faserpunkte 7 in einer Hin-
sicht formal identische Rollen haben: Damit (&,, ;) zu 5(f, g) gehort,
miissen beide Stiitzfunktionen durch eine gemeinsame Folge (&)
definiert sein; aus Singularitaten # von f und y von g entsteht im Punkte
z+y allenfalls dann eine Singularitdt von f+g, wenn ein gemeinsamer
Faserpunkt 7 existiert, so daB (x, ) zu WF (f) und (v, n) zu WF(g) gehoren.
Diese Beobachtung legt nahe, dal man nicht alle Eigenschaften der die
einzelne Stiitzfunktion definierenden Folge (£;) vergessen darf, wenn man
Wellenfrontfaserpunkte mit Hilfe der Stiitzfunktionen aus »#(f) auf-
finden will.

Definition. Fir f,,...,f,€ & und neS8*' sei #(fy, ..., i; 1)
die Menge der k-Tupel (h,, ..., k) € #(fy, ..., fi), die durch eine Folge
(&) mit

(24) lim—i =y
definiert werden.

Weil zu jeder- Folge (§;) in R" ein n € 8*~! existiert, so daB (24) fiir
eine Teilfolge von (§;) gilt, folgt

(25) H(fryoees Ji) = U H(fry -y Jusm)-

neSn—1

y =z2eC" Eeif",

V(25 &) : =
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Der folgende Darstellungssatz fiir die Stiitzfunktionen aus #(f; )
ist eine Verscharfung von Theorem 5.3 aus [7], die man unmittelbar aus
Hoérmanders Beweis gewinnt.

SATZ 5. Seien fry ... fr € &, ne 8 tund(hy, ..., k) € (fry ooy i3 1)
Dann gibt es eine stetige Funmktion g:R"™ —C mit kompakiem Trager
und mait

(26) WF(g) = {(0, tn); t > 0},
so dapf fur jedes l, L <1<k, qili
(27) hl = hu(,fpa)'

Zum Beweis. Sei (§) eine Folge, die &; fiir 1 <1< & definiert und
die (24) erfiilllt. Dann hat — wie man leicht mit Hilfe der Ungleichung (16)
eingieht — die im Beweis von [7], Lemma 5.5, (56.14), definierte Menge F
die Eigenschaft, daB fiir jede kompakte Teilmenge V von 8" '\{n} eine
Konstante ¢, existiert, so daB (17) giiltig ist. Dasselbe trifft dann auch
auf die im Beweis von [7], Theorem 5.3, vorkommende Menge E zu,
so daB die dort mit [7], Theorem 5.2, gewahlte Funktion f als Wellenfront-
menge den Halbstrahl {(0, tn); ¢ > 0} hat (vgl. den Beweis von (18)).

Bemerkung 5. Nach Satz 3 kann die Funktion ¢ in Satz 5 aus
C,(U) gewahlt werden, wobei U eine beliebige Nullumgebung ist und
v € N.

Mit (3) erhdlt man sofort die

FOLGERUNG. Seien fe & und ne 8. Dann ist jedes he H#(f;n)
die Stutzfunktion einer Teilmenge von ss(f; 7).

Damit gilt fir jede Teilmenge V von 8™}
(28) sup {h; h e #(f;n), ne Vi< hy,

wobet A = {x; (v, n) € WF(f) fiir ein n eV},
Im allgemeinen ist die inverse Ungleichung nicht giiltig (s. §4);
falls jedoch V offen in 8™~! -ist, steht in (28) das Gleichheitszeichen:

SATZ 6. Seien fe & und V offen in 8*~'. Damn gilt
(29) sup {h; h e #(f;n), neV} =h,.

Beweis. Sei eV, und sei K eine kompakte Umgebung von 7,
die ganz in V liegt. Zuerst zerlegen wir die Dirac-Distribution é in eine
Summe

(30a) 6 =v+w,
wobei » und w Distributionen aus &’ sind mit

(30b) WF(v) < {(0,160); 6V, t> 0}
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und
(30c) WF(w) < {(0, t0); 6 e S '\K, t > 0}.

Es geniigt, die Zerlegung (30) mit Distributionen v, w € 2’ herzuleiten,
denn mit v und w erfiillen auch gv und gw die Bedingungen (30), wenn
¢ € C(R™) mit ¢(0) = 1. Sei nun L eine kompakte Umgebung von K,
die ebenfalls in V liegt, und sei a eine C*-Funktion auf R", die in einer
Umgebung von S" '\L verschwindet, die auf K identisch 1 ist und
fiir die a(t6) = a(0), 6 € 8", t> }, gilt. Wie man leicht mit Hilfe der
Kettenregel ausrechnet, gehort die Funktion a: R" x R" — R, (z, 6) — a(V),
zum Symbolraum S)(R"xR") (s. [8], Definition 1.1.1). Die durch
v := a definierte temperierte Distribution » ist per definitionem ein
oszillierendes Integral mit Symbol @ und der (nicht-ausgearteten) Phasen-
funktion (z, 6) — (x, 6> (8. [8], §1.2). Mit [6], Theorem 2.2.2, folgt

WF(v) = {(0,t0); 6 e L,t> 0}.

Weil w : = 8 —v ein oszillierendes Integral mit derselben Phasenfunk-
tion und Symbol 1 —a ist, erhdlt man (30¢) ebenso.

Zum Beweis des Satzes geben wir x € R" so vor, daB (x, n) € WF(f).
Nach (30c) und (3) gehort (x, ) nicht zu WF(fsw); folglich ist (x, n)
wegen fsv = f—fsw nach Lemma 1 aus WF(f+v); d.h. x € singsupp fsv.
Weil, nach (30b) und der Folgerung von Satz 5, ) (v; 0) = { — oo} fiir
6 € 8" '\V gilt und weil s (v) = {0, —oo}, folgt mit (2) und (4):

<w7 '> < h’ss(fw) < sup {h’; h’ € '#(f; 0)7 0 € V}'
Variieren von « und % fithrt zur Behauptung.

Weil WF(f) abgeschlossen ist, erhalt man aus Satz 6 die
FOLGERUNG 1. Fir fe & und ne 8" ! gilt

(31) hats = intsUp (b b € (3 0), 10 1] < e}.
&>

Damit kann man insbesondere die Fasern von WF (f) iiber den Extre-
malpunkten von chsingsuppf bestimmen:

FOLGERUNG 2. Set @ ein Exiremalpunkl von chsingsuppf. Dann

gehort (z, n) genau dann zu WEF (f), wenn
sup{h; he H#(f; 0), 10 —n| < e} =><x,-> fir jedes ¢ > 0.

Mit dieser Folgerung erhalt man den Satz 1 als Korollar von Satz 2.
Allgemeiner gilt der

SATZ 7. Bei f Singularititen-erhaltend. Dann gilt fiur beliebige g € &’
und fir jeden Extremalpumkt y von chsingsuppg:

Die Faser von WF (f+g) iiber einem Extremalpunlkit z von chsingsuppf+g

der Form z = z+vy, « € chsingsuppf, stimmt mit der Faser von WF(g)
uber y duberein.
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Angesichts von WF(8) = {0} x R™ ist Satz 1 der Spezialfall g = &
von Satz 7.

Beweis. Falls 2z =2x+y mit x € chsingsuppf ein Extremalpunkt
von chsingsuppf*g ist, ist wegen der Giiltigkeit von (5) # ein Extremal-
punkt von chsingsuppf; und die Darstellung von 2z als Summe eines.
Punktes aus chsingsuppf und eines aus chsingsuppg ist eindeutig; ferner
gehort ¢ zu singsuppf. Deshalb folgt mit (3) sofort

(32) {n; (2, 7) e WF(f*g)} = {n; (y,n) e WF(g)}.

Zum Beweis der inversen Inklusion geben wir ein 5 mit (y, ) € WF(g)
vor. Mit Folgerung 2 von Satz 6 und wegen (z, ) < hy(y) folgt

SUp {hey(sy+h; h€H#(g;0), 10 —n| <e}=<z,>, &>0.

Weil o (f) nur he s enthalt, ergibt sich mit (4) und erneut mit Fol-
gerung 2 von Satz 6: (z, n) € WF(fxg).

Als eine weitere Folgerung von Satz 5 gewinnt man die folgende
Verschiarfung von [7], Theorem 5.4; wir formulieren sie in einer Form,
in die die Aussage von [7], Lemma 5.1, nicht miteinbezogen ist:

SATz 8. Seien fi,...,fr€ & und neS8 ' Set f:=f, +... +fe.
Falls die Mengen ss(fy;n), 1 <1<k, paarweise disjunkt sind, gilt fur

jedes (hy by, ...y by) €#(fy fr1yooes Ji3 M)

(33) h = maxh;.
1<i<k

Bemerkung 6. Die Voraussetzung ist fiir beliebige  genau dann
erfiillt, wenn die WF(f;), 1 <! < k, paarweise disjunkt sind. Nach Satz 8
gind daher die Aussagen von [7], Corollary 5.4, unter dieser allgemeineren
Voraussetzung wahr.

Beweis von Satz 8. Mit Satz 5 wahlen wir ein g € & mit (26),,
so daB

(34) h = has(foa) und hl = hﬁ(fl‘ﬂ)’ 1 < l < k.

Weil die singsuppf;*g, die ja nach (3) und (26) in ss(f;; #) liegen,
deshalb nach Voraussetzung paarweise disjunkt sind, gilt

n
singsuppfsg = 1U singsuppf;*g.
=1
Mit (22) resultiert daraus
hos(sog) = TAX hog(gyeg)-
1<i<k

Angesichts von (34) ist dies die zu zeigende Gleichung.
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4. Ein Gegenbeispiel. In diesem Paragraphen konstruieren wir zu
vorgegebenem 7 € 8"~! eine Distribution fe &’, so daB

(36) s8(f; n) = {0},
aber
(36) H(f;n) = {—oo}.

Dieses Beispiel zeigt: Fiir einpunktige Mengen V ist in (28) das
Gleichheitszeichen im allgemeinen nicht giiltig. In dieser Hinsicht ist die
Darstellungsformel (31) fiir Ay, die bestmogliche. DaB solche Beispiele
existieren, beruht im wesentlichen darauf, da8 WF(f) — ebenso wie
singsuppf — als abgesohlossene Menge definiert ist. Zum Vergleich beachte
man, daB es Funktionen f gibt, bei denen zwar zu jedem » € N eine Null-
umgebung existiert, auf der f »-mal stetig differenzierbar ist (insbesondere
ist f also in 0 unendlich oft differenzierbar), die aber trotzdem den Null-
punkt als Singularitdt haben (eben als Limes von Punkten, in denen f
nicht unendlich oft differenzierbar ist).

Der XKonstruktion liegt die folgende teilweise Verallgemeinerung
von Satz 8 auf unendliche Summen von Distributionen zugrunde.

LEMMA 2. Fur jedes v € N sei f, eine Funktion aus Cj(K) (K eine fest
vorgegebene kompakte Teilmenge von R"), so daf

(37) sup |ID°f, I, <27".

a|ly
Set

fi= Y1

=1
Set n € 8*! so vorgegeben, daf die ss(f,; n) paarweise disjunkt sind
und auBerdem allenfalls fur endlich viele Indizes v = v,, ..., v, nichtleer sind.
Dann st far jedes (hy by, ..., k) € K (fyf,5 ... fp5m) die Qleichung (33)
erfullt.
Beweis. Mit Satz 5 wiahlen wir eine stetige Funktion g € &’ mit (26),
50 daB kb = hyyy,, und b = h"‘"z‘”’ fir 1<I<k. Fir jedes meN ist

nach (37) die Funktion } f, m-mal stetig differenzierbar; weil g stetig

ist, ist daher auch () f,)*g eine C™-Funktion. Weil ss(f,;7) =@ fiir

y=m
v # v, 1 <1<k, ist nach (3) und (26) die Funktion f,*g fiir diese Indizes
unendlich oft differenzierbar. Also ist ( 2 f,) »g fiir jedes m e N eine C™-

Funktion, d.h. ihr singuldrer Tréger ist leer Weil die singsuppf, *g nach

(3) und (26) in ss( f,l, n) liegen und daher nach Voraussetzung paarwelse
disjunkt sind, folgt

k
singsuppfxg = 1Ul singsuppf, +g.

Daraus ergibt sich wie im Beweis von Satz & die Behauptung.
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Beispiel. Sei (,) eine Folge von paarweise verschiedenen Elementen
aus 8", die in 8*~! dicht liegen. Mit Satz 4 wahlen wir zu jedem » ein
f, € Cy(K(0,1)) aus mit

(38) WEF(f,) = {(0,tn,); t> 0},

so daB (37) ertiillt ist. Sei f:= }'f,. Nach Lemmsa 2 gilt

r=1

H(f,;n,), falls n=n1,.

Mit Folgerung 1 von Satz 6 und mit (38) folgt WF(f) = {0} x R™

Damit ist das gesuchte Beispiel gefunden, denn (35) ist erfiillt und,
wenn alle 5, von 7 verschieden sind, gilt nach (39) auch (36). Man beachte,
daB es auch ein Gegenbeispiel fiir die Umkehrung von Satz 1 ist und
angesichts von (39) drastisch zeigt, wie weit die notwendige Bedingung
von Satz 1 davon entfernt ist, auch hinreichend zu sein.

Mit einer Modifikation des Beweisverfahrens von Lemma 2 kann
man den Satz 4 konstruktiv beweisen; auf diese Weise erhalt man zusatz-
lich eine genaue Kenntnis von 5#(f; n) nach dem Muster von (39).

5. Distributionen, die 7-Singularititen-erhaltend sind. In dem fol-
genden Satz werden die 7-Singularitaten-erhaltenden Distributionen
{Definition s. Einleitung) in einer Weise charakterisiert, die der Charak-
terisierung der Singularitdten-erhaltenden Distributionen in Satz 2 ent-
spricht.

SATz 9. Fiir belicbige fe & und ne 8" sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(i) f 8t n-Singularititen-erhaltend.

(ii) f erfullt (9) fur jede stetige Funktion g € & mit singsuppg = {0}.

(iii) Far beliebige Folgen (n,) = 8" ' mit n, -7 wund beliebige
h,e H#(f;n,) gilt

(40) ]j.m’l, = hﬂﬂ(f;’l)'

(39) H(f;n) = {{—oo}, falls » # 5, fir jedes » €N,

FOoLGERUNG 1. Falls f n-8ingularitdten-erhaltend ist, gilt
(41) H(f3 1) = {has(sin)}-

Beweis von Satz 9. (iii) > (i) ergibt sich sofort mit (4), indem
man (31) auf ss(g; n) und ss(f+g; n) anwendet; man beachte auch (8).
(ii) = (iii). Seien (n,) und A, vorgegeben; 0.B.d.A. konnen wir an-
nehmen, daB entweder (A) alle n, mit # iibereinstimmen oder (B) die
7}, paarweise und von 7 verschieden sind (sonst Ubergang zu Teilfolgen).
Zur Erledigung des Falles (A) ist (41) zu verifizieren: Nach Satz 5 ist
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h € #(f; n) von der Form b = hyyy,,) fiir ein g € & mit (26). Weil wegen
singsuppf+g = 88(f+g; #) und ss(g;n) = {0} nach (ii)

ch sing supp f*g = chss(f; n)

gilt, steht die Behauptung da.

Im Fall (B) iibernimmt das folgende Lemma die Rolle, die der Satz 5
in (A) spielt:

LEMMA 3. Sei (n,) eine Folge paarweise verschiedener Elemente aus
8"~ 1s kein Hdiufungspunkt von (n,) stimme mit einem der 7, iberein. Sei
f€ &', und fir jedes v sei h, € #(f; 7,). Dann gibt es eine stetige Funktion
ge &' mit

(42) WF(g) = L%{(O,tn.); t> 0}
und

(43) H(g; 0) = {—o0} fir 6 #n,,
8o dap fir jedes v e N

(44) hy = hes(togin,) -

Zum Beweis von (40) im Falle (B) wahlen wir nun g nach Lemma 3.
Wegen (43) erhalt man mit (4): 3£ (f#g; 0) = { — oo} fiir 0 # 75,. Deshalb
ergibt sich mit (44) und der Folgerung von Satz 5 (angewendet auf fxg)

sup {h; h € 3 (frg; 0), 10 —7| <&} =sup{h,; In,—nl<e}, &>0.
Mit Folgerung 1 von Satz 6 folgt daraus

Pes(te0in) ='1i1:suph,.

Nach (42) ist singsuppg = ss(g; n) == {0}. Mit (ii) erhalt man daher
chss(f*g; n) = ches(f; n). Der Ubergang von limsup zu lim ist klar,
weil (h,) beliebig war.

Beweis von Lemma 3. Mit Satz 5 und Bemerkung 5 wahlen wir
fiir jedes » ein f, € Cj (K (0, 1)) mit (38), so daB

(45) h' = hsa(f-!,)'
0.B.d.A. sei (37) erfiillt. Wir setzen

78

g:= fv'

bt

y=

(42) und (43) folgen sofort mit Lemma 2 und mit Folgerung 2 von
Satz 6. Angesichts von (45) ist zum Beweis von (44) zu zeigen:

(46) ch sing supp f*f, = chss(f*g; 7,).
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Nach der Voraussetzung iiber die Haufungspunkte von (7,) gilt
fiir alle von 7, verschiedenen 0 aus einer geniigend kleinen Umgebung
von 75, nach (43) und (4): 5#(fxg; 6) = { —oo}. Mit Folgerung 1 von Satz 6
folgt

(47) Resitagin,) = SUP {h; b € ' (frg; 78)}.

Weil nach Lemma 2, fiir (b', ') € (g, f,;n,), V' = b’ gilt, folgt
mit (4)

.%p(f*g; ’7’) = ';f(f*f’; 779)7

und in der rechten Seite von (47) darf man g durch f, ersetzen. Mit Fol-
gerung 1 von Satz 6 erhdlt man dann (46), denn wegen (38) gilt

sing supp ff, = s8(ff,; 7,).
Mit den Satzen 2 und 7 ergibt sich aus Satz 9 die

FOLGERUNG 2. Jedes Singularititen-erhaliende fe & st fur jedes
n € 8" 5-Singularititen-erhaltend ; in der Formel (9) kann chss(f; n) durch
ch sing supp f ersetzt werden.

Die Umkehrung ist falsch: Fiir » > 1 ist die charakteristische Funk-
tion der Einheitskugel ein Gegenbeispiel (s. § 6), fiir » = 1 jedes v € &',
das die Bedingung (48) erfiillt (s. § 7).

Fiir die n-Singularitdten-erhaltenden f € & hat man eine notwendige
Bedingung an WF(f), die als eine abgeschwachte lokale Version der
Bedingung angesehen werden kann, der nach Satz 1 die Wellenfront-
mengen Singularitaten-erhaltender f geniigen:

SATZ 10. Seien f e & und n € 8*~'. Falls f n-Singularititen-erhaltend
i8t, gilt fur jede Umgebung U eines Extremalpunkies x won chss(f; n):
die Vereinigung der Fasern von WEF (f) uber den Punkten von U wmfapt
eine volle Umgebung von 7 in 8" ',

Beweis. Wir zeigen die Kontraposition. Die Verneinung der Bedin-
gung lautet:

Fiir einen Extremalpunkt # von chss(f; ) gibt es eine offene Um-
gebung U von 2 und eine Folge (5,) mit 5, — 5, s0 daB U x {n,}nWF(f) = @
fiir jedes » e N.

Weil sing supp f kompakt und weil WF(f) abgeschlossen ist, gibt
es dann fir jedes ¢ > 0 ein m € N, so daB ss(f; »,) fiir jedes v > m ganz
in der e-Umgebung von s88(f; )\ U liegt. Wahlt man ¢ klein genug, gehort
x als Extremalpunkt von chss(f; ) nicht zu der abgeschlossenen &-Um-
gebung von ch (ss(f; )\ U); und weil ss(f;n,) fiir jedes » > m in dieser
Menge liegt, gehoért = insbesondere nicht zur abgeschlossenen konvexen
Hille von |_J 88(f; n,). Nach (21) gibt es daher ein & € 8" ! und ein ¢ > 0,
so dag =™

hespin) (§) < <2y £ —e, vZ=m.
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Mit der Folgerung von Satz 5 folgt daraus fiir jede Folge von Stiitz-
funktionen h, € #(f; »,):

limsuph, (&) < hegy;yy (£).

—00

Also ist die Bedingung (iii) von Satz 9 verletzt, und nach Satz 9 ist f
nicht %-Singularitdten-erhaltend.

DaB die Bedingung von Satz 10 nur notwendig, aber nicht hinreichend
ist, zeigt das Beispiel aus § 4: es geniigt der Bedingung von Satz 10, jedoch
ist die Bedingung (iii) von Satz 9 angesichts von (39) fiir kein # erfiillt.

Im Falle » = 1 ist die Bedingung (41) auch hinreichend dafiir, da8 f
n-Singularitaten-erhaltend ist. Wir wissen nicht, ob dies fiir n > 1 zutrifft.
(P 1186)

6. Die charakteristische Funktion der Einheitskugel. Am Beispiel
der charakteristischen Funktion yxg,, der Einheitskugel werden die in
den §§3 und 5 etablierten Beziehungen zwischen WF(f) und 5(f) in
besonders einfacher Weise sichtbar.

Sei H:= {xr e R"; 2, > 0}. Mit dem Paley-Wiener-Theorem fiir die
y € CF(R"!) folgt unmittelbar aus der Definition:

WF(zg) = R*' x {0} x {0} xR.

Weil Wellenfrontmengen sich unter Koordinatentransformationen
wie Teilmengen des Kotangential-Biindels transformieren (s. z.B. [5],
Proposition 1.3.2) und weil dies auf die Menge der Normalenvektoren
von Untermannigfaltigkeiten des R" ebenfalls zutrifft, gilt der folgende
Satz aus [1], § 2, Example 1:

Satz 11. WF(1g(0,1y) = {(%, tw); 2 € 8", ¢ 5 0}.
Zur Berechnung von 5 (xgq,i), die wir mit Hilfe der Symmetrie-
Eigenschaften von yg(, , durchfiihren wollen, benétigen wir die

Bemerkung 7. h,_, h_ seien Stiitzfunktionen aus 3 (f), die durch
(&;) bzw. (—§&;) definiert sind. Falls f reellwertig ist, gilt A, = h_j; falls

f =1, gt h, = kh_. Dies folgt durch Einsetzen von f(2) = f( —Z) bzw.

f=fin v, direkt aus der Definition der &, h_. Wenn also f reellwertig
und symmetrisch ist, ist jedes h € o#°(f) symmetrisch.

Seien 7 € 8" und b € #(xx(,1); 7). Nach der Folgerung von Satz 5
ist b die Stiitzfunktion einer Teilmenge der Menge 88(xx,1); 1), die nach
Satz 11 mit {+»n, —»} libereinstimmt. Weil A nach Bemerkung 7 sym-
metrisch und auBerdem nicht identisch —oo ist (yx,; ist langsam fal-
lend — s. z.B. [2]), gilt h = k.. Das ist der

SATzZ 12. #(xgen; 1) = {I<-y M} far jedes n e 8.

Dieses Ergebnis 148t sich auch herleiten, indem man die A € #(xx(o,1))
direkt auf dem Wege iiber die Definition berechnet und die asymptotischen
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Eigenschaften von Qx(o.l) ausnutzt (s. [3], Beweis von Proposition 4;
beachte dort: |coss| ~ e"™¢). Der Satz 11 ergibt sich umgekehrt mit
Folgerung 2 von Satz 6 sofort aus Satz 12.

Falls » > 1, folgt mit Satz 2 aus Satz 12, dal yg(,, nicht Singulari-
taten-erhaltend ist. Dies ist die Beweismethode von Berenstein und
Dostal [3], von denen dieses Resultat stammt. Man erhdlt es ebenialls
als Korollar der Satze 1 und 11; das ist Bengels Methode in [1]. Die Ergeb-
nisse von § 3 klaren den Zusammenhang zwischen beiden Beweismethoden.

Zwar ist yg(,) fir » > 1 nicht Singularitdten-erhaltend, doch — wie
man mit den Satzen 9 und 12 sowie 11 folgert — gilt der

SAtz 13. Fir jedes n € 8! 8t yg(.1) 7-Singularititen-erhaltend; fur
beliebige g € &' gilt

chss(g*xx,1); 7) = chss(g; n)+[—n, +9].

In welcher Form yx, ) die notwendige Bedingung von Satz 10 erfiillt,
sieht man sofort mit Satz 11.

7. Anhang. Ein Beispiel. Mit (B) bezeichnen wir (nach dem Vorbild
von [2]) kurzfristig die Klasse der Singularitdten-erhaltenden fe &';
mit (D) die Klasse der f € (B), die (20) erfiilllen. Wie man leicht mit Hilfe
der Titchmarsh-Lions-Formel fiir die Triger von Faltungen nachweist,
hat die Klasse (D) die folgende Eigenschaft:

Zwei beliebige Distributionen f;, fy € & gehdéren genau dann zu (D),
wenn dies auf f,xf; zutrifft.

Fiir (B) ist dies im allgemeinen falsch: im Falle n = 1 konstruieren
wir Distributionen f,,f, € &', so daB f,*f; € (B), aber f,, f, ¢ (B). Dabet
gehen wir von der Zerlegung (30) der Dirac-Distribution é aus und zeigen
zuerst, daB man hier — auch bei n > 1 — aus den Eigenschaften der
Wellenfrontmengen von » und w weitgehende Riickschliisse auf #(v)
ziehen kann.

LEMMA 4. v und w seien Distributionen aus &' mit den Eigenschafien
(30a)-(30c). Dann gilt ‘

{0}, falls nek,
#(o5m) = {{—oo}, falls 7 € 8"\ V.

Beweis. Wegen #(8) = {0} und #(v) = {—o0, 0} folgt die Behaup-
tung mit Satz 8 sofort aus (30).

Sei nun #» = 1. In diesem Fall liefert Lemma 4 eine vollstindige
Beschreibung von ¢ (v) (sei etwa K = {+1}):

(48) H#(v;1) = {0}, H(v; —1) = {—oc}.
Wir geben ein & > 0 vor und setzen

(49) fir=v+1_0, fai=v+7.0.
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SATz 14. Die durch (49) definierten Distributionen f,,f, € &' (R)
sind nmicht Singularititen-erhaltend, wohl aber f,xf,.

Beweis. Es gilt
furfs = 030+ 7_ (0%0) + 7, (03D) + D¥0.

Wegen WF(v) < {(0,t);¢> 0} ((30b)!) sind die beiden mittleren
Summanden Cy-Funktionen, und haben die beiden iibrigen Summanden
disjunkte Wellenfrontmengen. Sei k € 5 (f,+f;). Wahlt man nach [7],
Lemma 5.1, k, und h, so, dafl

(hy by, hy) € H(finfs, vav, 0¥),
folgt mit Satz 8: h = max {h,, h,}. Weil nach (4)
H(vev;n) = H(v;n) und  H(vsv;9) = HF(v; —1)

gilt, ist nach (48) entweder h, oder hy identisch 0, also A = 0. Somit ist
X (fi*f;) = {0}, und f,*f, ist nach Satz 2 Singularitaten-erhaltend.
Auf f, und f, trifft dies nicht zu, denn

<h sing supp fi*f; = {0} < [ —e, 4+¢&] = ch sing supp f, + ch sing supp f,.

Im iibrigen erfiillen f, und f, auch nicht einmal die notwendige Bedin-
gung von Satz 1.
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