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Sur Punicité et les limitations des solutions des
probléemes de Fourier relatifs aux équations
paraboliques a coefficients non bornés

par I. LoJczyk-KROLIKIEWICZ (Krakow)

1. Soit (=, %, ..., ¥») un point de l’espace euclidien & et (¢, x)
un point de I’espace-temps §™*. Soit § un domaine de I’espace &§". Nous
considérons un cylindre D = 8 x {0, T) de espace-temps, dont les
bases S, et Sr sont des domaines des hyperplans t =0 et ¢t =T (T > 0).
Désignons par o la surface latérale FS x (0, T> du cylindre D.

Dans tous les théorémes de la présente note nous supposerons que S
est Pextérieur d’un domaine borné et fermé de I’hyperplan ¢ = 0, dont"
la frontiere F'S est représentée par 1’équation:

(1) G(z) = 0.
Quant & la fonction G(x) nous supposons (comme dans le travail [1]

de M. Krzyzanski) qu’elle satisfait aux conditions suivantes:

(1’) G(x) est de classe C* dans 8§, de classe C' dans la fermeture de S,
et ses dérivées secondes sont bornées,

(1") il existe une constante I" telle que grad?G(x) = ) (G2 =1
ju=l
pO’IJ_I' X € FS,
(1) G(z) = (Y 2)"* = r dans 8—L,, LyR,, 0) étant un domaine
Jeml

sphérique fermé: r < R,, contenant la frontiéere FS du domaine § a son
intérieur.

Nous considérons 1’équation

m

(2) F[’u] = Zaiju:r'gz,+2bkua,:k+cu_uézf(t,w)
k=1

ihj=1

dont les coefficients satisfont aux conditions suivantes:
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34 I. Lojezyk-Krdélikiewicz

1° il existe une constante positive A telle que

(3) la(t,z)l <A powr (t,x)eD, eti,j =1,2,...,m

m

la forme quadratique D a;;4;2; étant non négative dans D,

i,i=1
20 il existe des constantes a >0, >0, g, et g, telles que

(4) 1bk(t,a:)|<a2|w,\+ﬁ pour k=1,2,..,m et ({,x)eD

i=1

m

(3) c(t, ) < aOZ:c?—:—ﬁ., pour (t,z)eD.
F=1

Nous faisons correspondre & chaque point (¢, z) de la surface ¢ une
demi-droite ! pénétrant dans D, orthogonale a I’axe {. Soit n le vecteur
normal 4 o au point (f, z); nous supposons qu’il existe un nombre y > 0
tel que

(6) cos(l,n) >y pour (¢{,x)ec (voir [1]).

On dit que la fonction u(t, x) est réguliere dans D quand elle est
continue dans D, admet des dérivées premiéres et secondes par rapport
aux variables z; et une dérivée wu; continues dans le domaine D. Si en
outre la fonction «(t, x) admet une dérivée du/dl en tout point de &
nous l’appellerons presque biréguliere dans D.

La fonction u(t, #) appartient a la classe E, dans D, s’il existe deux
constantes non négatives M et K telles que

lu(t, ) < Mexp(Kr) dans D.
2. Nous allons étudier la solution de ’équation (2) satisfaisant & la
condition aux limites

) Liu] = (%+h(t, x)u = g(t,x) pour (t,x)eoc

-1

(

ou les fonctions h(t, x) et ¢(t, ) sont définies sur ¢ et h(t, x) < hy = const.

THEOREME 1. Soit u(t, x) une solution de Uéquation (2) presque biré-
guliére et de classe E, dans D, satisfaisant a la condition (7) sur o. Si
f(t, ®) <O (resp. f(t, z) = 0) dans D et g(t, x) < O (resp. g(t, z) > 0) sur o,
si en outre u(0,x) >0 (resp. u(0,x) < 0) pour v eS,, alors u(t,z) >0
(resp. u(t,x) <O0) dans tout Uensemble D. En particulier si f(t,x) =0
dans D, g(t,z) = 0 sur o et u(0,2) = 0 aux points de Sy, on a u(t,x) =0
dans D.
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Démonstration (}). Considérons une sphére fermée L,(R,, 0) dont
le rayon R, > R, sera déterminé plus loin. Désignons par 8, la partie
commune des ensembles S et L, et par S, I’extérieur de la sphére L,.
Nous choisissons un intervalle 0 <<t <t, de ’axe des f, ou ¢, > 0 est
un nombre constant qui sera défini convenablement dans la suite.
Posons:

Dy =8,x0,t,)>, Di==8x<0,t,, e D =D+Dy==8x<0,t>.
Nous introduisons une fonction auxiliaire des variables ¢t et = et

du paramétre k de la forme suivante:

_ k(G —p)®
(8) H(t,w,k)—exp[—t_—”—t--{-vt .
Nous allons démontrer que pour £ > 1 on peut choisir les constantes

positives u, v, p de facon que la fonction H(t, x, k) satisfasse aux con-
ditions suivantes:

(9) F[H] <0 dans D!
et
(10) L{H)<0 sur ¢-FD',

Nous décomposons le domaine D en tenant compte des nombres p
et %: nous choisissons notamment le nombre R, de fagon que

(11) R, > max(Ry, p +1, kp/(k—1)) .

Désignons par -4, le plus petit nombre positif tel que pour tout vector
A(Ay, A5y ...y An) on ait inégalité

(12) i‘ a,-,-}.,-l,- < Ao TZ" ;»21 .

1,i=1 1=l

Posons u(k) = 4kA.,+ 2amk 4+ ay+ 2mp et choisissons un nombre
arbitraire 4, appartenant & l’intervalle (0, 1).

En posant, pour k > 1 quelconque, { = 1—6, on a 1—ut>0>0

u(k)
pour 0 <17 <t,.

Ensuite nous considérons la fonction

k-pay

H, = exp o1’

. 2k(mA +A,)
( t) vot], ol ¥, = (‘m6+°+ﬁo+

(*) Cette démonstration se compose de deux parties, de méme que dans le tra-
vail [1].

3*
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et nous posons

F[H] 2k(G—p) , 2k 2 .
m
4k%(G —p)? 2‘ v o 2k(G—p) E‘ k(G— p)2
-+ Wii:l @i Gx‘ Gz"}‘ 1_ t b Gz‘ —‘—‘-T 'Vo+c .

Comme le rayon R, est fixe de facon & satisfaire a 1’inégalité:
R, > max (kp/(k—1), p +1), il est aisé de démontrer, en tenant compte

de I’hypothése (1'”), que F[H,)/H, <0 dans le domaine D;. En effet
dans ce domaine nous avons G(z) = r alors

m
FIH) 2k(r—p) 2 Qi T; T 2ki=21aﬁ(r—p) 2k Z @i T; 75

_ 1,j=1 1,7=1
;A A=pm)r® T a=myr T d—mr T
453 (r —p)? ai;x;x;  2k(r— b; x;
+ ( P) i’j_z;l 7 7+ ( _p)’é:. ! k('r p) v+c
(1 —ut)r® (1 —ut)r @@=t

En tenant compte de la définition des nombres u(k) et »(k) et des

m
inégalités: 2 \wey) < m D) af, (1 —pt) < 1/8 et 1<1/(1—put) < 1/(1 — ut)®
i=1

1,7=1
< 1/6* on voit que

F(H)) _Zkamr(r—p) . (r—p)* .  k(r—pf

H, ~ 1—ut AT T (1 —ut)?
kp*s | 2kmB(r—p) 2kmB(r—p)?
Tr—1T T 1—m A—pp <0

pour k>1 et pour r > max(p+1,kp/(k—1)), c'est-a-dire dans le do-
maine Dj. Choisissons un nombre N tel que N(k)> sup ®D(t,z,k)

(t,z) € D}
et posons » = v, +N. Le nombre » etant ainsi choisi, la fonction H (¢, 2z, k)

(8) satisfait & l’inégalité (9) dans tout le domaine D:!.

Choisissons p > hy/2kIy,; i1 Tésulte des hypotheses (1) et (6) que
I’inégalité (10) est valable sur o (2).

Nous passons maintenant a la seconde partie de la démonstration.
Prenons la suite des sphéres Ly(Rs,0), o R, >oco et désignons par D,
la partie commune de ’ensemble L, x (0, ¢,) et du domaine D,

[?] Ce détail du calcul est analogue & ceux des travaux [1], [2], [3] de M. Krzy-
tanski, ¢’est pourquoi nous I'omettons.
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Soit u(t, ) une solution de I’équation (2) réguliére et de classe FE,
dans D, satisfaisant & la condition aux limites (7) sur o, et & 'inégalité
(0, ) >0 pour x ¢S,. Alors la fonction

(13) v(ty, x) = u(t, z)[H(t, z, k)

satisfait dans Dy, n =1,2,3, ..., & une équation de la forme
m m

(14) Z @it @) Vs + Z (t, ®)vg, — v+ E(t, z)v = [(I,

1,j=1 i=1

dans laquelle ¢(t, #) = F[H)/H < 0 dans D' (voir (9)) et b;(t, ) sont des
fonctions bornées dans tout ensemble D,. Sur la frontiére ¢! = F§, x
x €0, t,> la fonction v(¢, z) satisfait a la condition aux limites de la forme
suivante:

dv

m‘*‘z(t, z)v =g(t, x), ol ﬁ(t,x):

LiH)

(15) T

<0.
11 résulte des hypothéses relatives aux fonctions f(t,x) et g(t,z) que
f(t, ) <0 dans D' et §(t,x) <O sur o

Soit (t,, ;) un point appartenant a D!. Nous choisissons R, assez
grand pour que z, soit un point intérieur de la sphére L,(R,, 0). Désignons
par oy, la partie commune de la surface FL, x €0, ¢, et de ’ensemble D'
Comme la fonction %(t, x) est supposée de classe E,, il existe deux nom-
bres M et k, tels que |u(t, )] < Mexp(k,7?). Il en résulte que la fonction
v(t, ) jouit pour k¥ > max(k,, 1) de la propriété suivante: pour chaque
e > 0 il existe un nombre N (¢) tel que pour n > N(e) on a v(t,2) > —¢
sur on. On a aussi v(0,) >0 quand @ e Sy-L,. Il résulte du théoréme
de M. Picone [5] que v(t,2)> —e dans D, pour n assez grand, d’ol
v(ty, &) > —e. Le nombre &> 0 étant arbitraire on a v(fy, ;) > 0. Le
point (4,, x,) étant choisi arbitrairement dans D, il en résulte que v (¢, ) > 0
pour (t,x) e D' et a cause de la formule (13) on a aussi

(16) u(t,z)>0 dans D,

D’une maniére analogue en supposant f(t, «) > 0 dans D', ¢g(¢{,z) >0
sur o' et (0, z) < 0 pour x ¢ S,, nous obtiendrons l'inégalité

(17) u(t,x) <0 dans D\

Si t,(k) < T (pour k fixé ci-dessus) nous posons t; = jt, pour j = 2,3, ..., 8,
ou le nombre s est choisi de sorte que P'on ait s-{, > T. En désignant
par D7 les domaines S, X <t;_1,?;> et en répétant dans chaque domaine D’
(j =2,3,..,s) le procédé que nous venons d’effectuer, nous démontrons
qu’on peut prolonger I'inégalité (16) (resp. (17)) sur tout ’ensemble D.
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3. On déduit du théoréme 1 un théoreme analogue a celui du no 6
du travail [1], Phypotheése relative aux coefficients b(t, z) étant moins
restrictive: on a notamment:

THEOREME 2. Les hypotheses (3) et (4) restant valables nous supposons
que ¢(t, x) < 0 dans D. Soit u(t,x) une solution de Déquation (2) et satis-
faisant @ la condition (7), presque biréguliére et de classe E, dans le domaine D,
telle que u(0,2) > — M (resp.w(0,2) < M), ot M > 0. Si en outre f(t, ) < 0
(resp. f(t,x) = 0) dans D et aussi g(t,x) <0 (resp. g(t,x) > 0) sur o,
alors on a u(t,s) = —M (resp. u(t,x) < M) dans tout Uensemble D.

Pour démontrer ce théoréme il suffit d’appliquer le théoréeme 1 & la
fonction »(t, x) = u(t, z) + M (resp. v(t, ) = u(t, z)— M).

Du théoréeme 2 résulte un théoréme analogue a celui du travail [4),
no 1.

THEOREME 3. Soit ¢(t, ) < ¢, ol ¢, est une constante arbitraire les
autres hypotheéses du théoréme 2 concernant les coefficients de Uéquation (2)
restant valables.

Soit u(t, x) une solution de Véquation (2) presque biréguliére et de
classe E, dans D, satisfaisant a la condition (7), ou h(t,x) < —hy < 0 et
lg(t, 2)| < goexp(cet) sur o. Si Pon a les inégalités |f(t, )| < Myexp(cyt)
dans D et |u(0, ) < M dans S,, alors

|u(t, 2)] < (M + go/ho + Myt)exp(ct) dans D .
Pour la démonstration nous intrcduisons les fonctions auxiliaires:
¢ oy(t, @) = u(t, x)exp(—cot) — Myt —(go/hy)
e
Vy(t, @) = u(t, x)exp(—cot) +Mol + (go/ho)
et nous appliquons 4 ces fonctions le théoréeme 2 (pour les détails voir [4]).

4. Dans le travail [4] j’ai donné quelques limitations de la solution
des deuxiéme et troisiéme problemes de Fourier pour 1’équation de la
forme (2), en supposant que les coefficients de cette équation étaient
bornés. J’avais supposé que la fonction @(x), qui intervenait dans la
condition initiale %(0, 2) = ¢(x), était de classe E, au plus. En appli-
quant le théoréme 3 nous obtiendrons une limitation des solutions de
ces problémes dans le cas ou ¢(x) est de classe E,, mais cette limitation,
ne sera valable que dans une partie du domaine D contenue dans une
couche de hauteur assez petite. Nous désignons ce domaine par D! (voir
no 2).

THEOREME 4. Nous supposons que les inégalités (3) et (4) sont satis-
faites et aussi que c(t, x) < ¢q dans D. Soit u(t, x) une solution de Déqua-
tion (2) presque biréguliére et de classe E, dans le domaine D, satisfaisant
a la condition (7) avec h(t, x) < h, et

(18) 9(t, )] < goexp(cet) sur o
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le nombre hy élant arbitraire et g, non négative. Si

(19) lf(t, 2)] < Moexp(cpt+kor2) dans D
et
(20) (0, z)] < Mexp(ky1?) pour xeS,,

il existe un nombre c,, défini par la formule (22), et des nombres M (x), Mq(x)
dépendant de la constante arbitraire x > 0 (voir les formules (24), (25) et (26))
tels que

2

(1) lut, @) < (M+ fo Mut) exp (02t+ i m) dans D,

ol p = 4kA + 2kam +2mp, et le nombre k > 1 sera déterminé dans la suite.

Démonstration. Nous introduisons la fonction auxiliaire »(f, x)
définie par la formule

u(t, o) =o(t,z)H(t,2,k), o H(t,z,k)=exp [—(G _::_)z]’

et nous décomposons le domaine D comme au no 2. Clest-a-dire nous
prenons la méme sphere L,(R,, 0) de rayon

R, > max (Ry, p+1, kP/(k—1))
et pour un intervalle 0 <t < ¢, nous posons
D; =8,x<0,t> et D;==8,x0,t>.

La fonction »(t, x) satisfait & une équation de la forme (14) dans
laquelle

2k m ' ’ 2k(G p) m }
( ) = @;; G:ri G.l‘j+ s 4 aii G.ri.r; +
pt 1—ut =
mn

4E3(G —p)? oy 2k(G —p) 2 ,

Ty @G T 2 bl
,7=1 i=1

k(G —p)

- 1 — ut)? ptce(t, ®) = Oyt, z, k) .
Nous désignons N(k) = sup D,(¢, x, k). Pour les nombres k> 1 et

(t,z)e D}
u = 4kAy+ 2kam + 2mp, nous choisissons ¢, = 1—;é > 0 et alors dans
le domaine D} on a
2kA'm 2k.An
5 T

c(t, z) < +Cq = € .
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Il en résulte que
(22) ¢ < ¢ =max{¢, N, dans D'.

Les coefficients b,(t, x) dans ’équation (14) sont de la forme suivante:

_ H(G—p) U .

bi(t, d/') = —1(-:!‘”—?-) Za,’j Gm,+bi(t, .’L‘)

i=1

et il est aisé de démontrer qu’il existe des constantes positives a et 8
telles que

m
(23) Bty o) <a D |zl +B  dans D', ot i=1,..,m.

k=1

La fonction v(f, #) remplit aussi une condition aux limites de la

forme (15). En posant p = (ky+ %)/2kly,, ot x > 0 est une constante
arbitraire, on a

(24) hit,2) < —x<0.

Choisissons le nombre § =  sup [kyr2 — k(G —p)?] et remarquons
|z] < 2kp/k—ko
que pour P = max(8, 1) nous avons, en vertu des hypotheéses (18), (19) et
(20),

25) 17(t, o) = lf(t, alexp |~ 22| < Mexpla)  dans D,
@) 1000, 0) = (0, a)lexp [~ FELP < & qans 8,

ou M = MP et My= M,P. On a aussi

_ 4 k(G —p)?
@) 1gt, o) = lgtt, o)exp [~ X < grexp ety sur ot

Il résulte des inégalités (25), (26), (27), et des formules (22), (23)
et (24) que la fonction v(t, x) satisfait aux hypothéses du théoréme 3
et alors on a dans D! l'inégalite

lo(t, 2)] < (M + go/x +Mot)exp(cqt) .

D’aprés la définition de la fonction » (¢, x) 'inégalité (21) a lieu dans D*.

Remarque. Si I’on applique dans la note [4] les théorémes 2 et 3
qui viennent d’étre démontrés au lieu du théoréme du travail [1], no 6,
dans les démonstrations des théorémes 3, 4 et 5 de mon travail anté-
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rieur [4] il n’y aurait presque rien & changer. C’est pourquoi on peut dé-
montrer ces théorémes en supposant que les coefficients b,(f, x), étant
des fonctions non bornées, satisfont aux inégalités [4].

Je tiens & exprimer ma gratitude profonde & M. le Professeur M.
Krzyzanski peur ses remarques précieuses.
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