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Une remarque sur Pexistence d’une solution périodique
d’une équation différo-différentielle
au deuxiéeme membre croissant

par Z. MIKOEATSKA (Krakdéw)

J’ai communiqué & la conférence sur les Oscillations non lineaires
4 Berlin un théoréme sur l’existence des solutions périodiques d’une
équation différo-différentielle & paramétre retardé. Dans la note pré-
sente nous allons démontrer un théoréme plus général et plus com-
mode pour les applications.

§ 1. Envisageons une équation différo-différentielle suivante
(1.1) () =1(t, 2(t), &'(1), w({t—A4(2)), 4'(t—4(2)))

avec le deuxidme membre f(t,z,y,u,v) défini pour ¢=>0,w,y, u,v
arbitraires continu par rapport a (¢, z,y, #,v). Admettons les hypo-
théses suivantes

HyroTHESE A. La fonction A(1) est continue pour t = 0 et périodique
aveo la période T > 0,

(1.2) A() =0, A(0)=A4(T)=0.

HyroTHESE B. f(t, 2, vy, u, v) est continue par rapport & (t, @, y, U, v)
et périodique avec la période T par rapport & t,

(1.3) F@+T, 2,9, u,v)=f(, €y, u, v),
la fonction f(t,z,y, u,v) est croissante

(14) (¢, o,y,u,v)<[(t,%,¥, u,v) pour (@, y, u,v) <(Z, Y, &, D)

c'est-a-dire pour (z, Yy, u, v) #(Z,%,%,0), < Z, y< ¥, 4 < ¥, v <. Pour
chaque condition imitiale (x,,y,) la solution de (1.1) z(1; @y, y,) telle que

(1.5) 2(0; @y, Yo) =y, (05 Zpy Yo) = Yy

est défini dans tout intervalle 0 <t < T.
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LEMME 1. Les hypothéses A et B étant supposées pour chaque w, il
existe un y(m,) telle que

(1.6) w(Ti Tp ?l(mo)) = w(O; Loy y(wo)) =y .

Démonstration. Envispgeons une solution () (quelconque) de
Péquation (1.1). Supposons qu’elle ne satisfait pas a la.condition (1.6),

2(0) =2, 2(0)=yo
et que par exemple
(1.7) 2(T) > w(0) =x,.

En vertu de (1.2) et de la croissance de la fonction f chaque solution
x(t; &, n) de (1.1) telle que ¥, < 71y, % < &, satisfait & l'indgalité

(1.8) @ (t; oy Yo) <& (% &0y o)  powr O0<I<T.
Envisageons une solution x(t; &, u,) telle que
(1.9) to < 7o -

En vertu de (1.9) et la croissance de f par rapport a (2, ¥, %, ) on obtient
des inégalitées

& (1 oy o) <45 &gy M0)y  2T(E; oy o) < (5 &gy o)

(1.10) .
o(t; &0y o) < @(t; Loy M) pour O0<t<T.
Posons
max |27 (4 &, 7o)| = m(&, 7o) -
t6[0,T]
On a
x" (b5 &y o) < M (&g, o)
et par suite
&' (b5 &y pho) < M (Eqy Mo+ o < M(&gy 90) T+ 11y
pour
(1.11) to < —m(&yy 7o) T
on a donc

(b5 &y, tho) <0 dans tout intérvalle [0, 1]
et par suite
(1.12) 2(T'; &y o) < 2(05 &gy pto)

(pour u, satisfaisant & (1.11)). De linégalité (1.8) il vient que
o (T &oy no)— (05 &y 7o) > (L5 @, Yo)— (05 @y, o)

d’ol en vertu de (1.7) on.obtient

(1.13) o (L5 &0y no)— @ (05 oy 10) > 0.
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Des inégalitées (1.13) et (1.12) en vertu de la continuité de A(y)

= o(T; &, y)—w(0; &, y), on obtient l’existence d'un ¥ (&,) - satisfaisant

& la condition (1.8) pour &, > m,. ‘
@, étant quelconque il exigte un y (&) en question pour chaque &,.
On vérifie facilement que y (&) est continue.

§ 2. ByroTHESES K. 1° Il existe une fonotion périodique o(t) aveo
la période T satisfaisante aux conditions suivanies:

(2.1) @ (1) > f(t: p(1), 9'(2), u, ”) pour 0<i<T,
U <ot—A(); g0y Mt+m), v<o([t—A); po, M+ po)
ol des constantes gy, M et u, sont défini d'une maniére suivante:
¢o=9(0), M =max|p'(t)|,
(0,71

(2.2) ‘
po=max| [ f(s, 9(6), ¢ (s), 9(s—A(s) 9" (s— A(s))| ds

0,719

2° Il existe une fonotion y(t) périodique avec la période T telle que
(2.3) . p(t) < (1),
(2.4) YU <f(t,v(@), v (t), u,v) pour O0<tI<T,
u>at—AQ®), g0, Myt ), ©v3>a (t—A4A(2), @, My+ u)
ol les constanies M, et p, sont défini d'ume maniére suivam?

M, = min y°(2),
y I.O.T:l
oy = 1[?%1{— If f(s, p(s), v'(s), 1,0(8—4 (8))’ V5.(8—A(8)))|ds}.
] 0

THEHEOREME 1 (). Des hypothéses A, B et K étant supposées il existe
une solution périodique de Déguation (1.1) avec la période T.

Démonstration. Pour démontrer notre théoréme il suffit de prou-
ver que la fonction

F(&)=a"(T; &, y(8)—y (&)

(o y(&) est la fonction definie dans le lemme 1) admet des valeurs né-
gatives et positives. Les fonctions % (&) et par conséquent F'(§) étant
continues il existe un &, telle que

F(&) =0

() Nous donnerons dans le théordme 2 un exemple d'une fonction (¢, z, y, %, v)
datisfaisante aux hypothéses K.
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c’est-a-dire
@'(T; &, y(&)) = y(&) = 2°(0; &, y (&) - \

Nous allons démontrer que

(3.1) Y(@o) > g0 = ¢'(0) > @' (T; @y, 4 (o))
et
(3.2) Y (o) < 9o =1v"(0) < 2'(T; v, ¥ (%)} 5

d’olt on obtient existence de & en question.
Envisageons w"(t;zpo,y(%))'. Supposons que (@) < @o. On a done
pour ¢ =.0
mn(oi %o ?/(‘Po)) = f(O; Pay Y (Pa) 5. Pos ?/(‘Po)) <10, @0, ¥y @0y @) <@ (0)

d’ou pour § > 0 suffisamment petit

po(t) > @'(t @0, ¥ (o)) pOUr 0<t<$,

(3.3)
@(t)>w(t; @0, ¥(p)) pour 0<t<$6

et par suite

2" 1 g0, Y (o)
= f[t, @ (t; 9o, ¥ (@0)) » 3'(25 %0, 9 (@0)) , @(t— A () 5 00, ¥ (@0)) , (t—A(t),%,y (o))
<ty p®), @' (), p(t—A(1)), ' (t— A®)) <p"(t) powr 0<t<S

d’ol il vient que les inégalitées (3.3) sont satisfaites dams tout intérvalle
[0, T et par suite
= (0) = ¢(T) > o(T; @0, ¥ (p0))

qu’est incompatible avec la définition de y(@). Nous avons ainsi dé-
montré que
(3.4) Y (o) > @0 = ¢*(0),
d’ou nous obtenons dans un intervalle suffisamment petit les inégalitées

9'(t) <a'(t; ¢o, ¥()) Dpour 0<t<4,

(3.5) |
p(t) <a(t; @0, y(@)) pour 0<i<4.

Il est évident que dans le prémier point ?,, to e(0, I dans lcque
m(tm Por Y ‘Po)) = p(l) on a

(3.6) w'(toi Po) ?/(%)) < @'(t) .
Démontrons que

(3.7) Y(po) < M+ pyq.
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Envisageons'une solution de 1’équation (1.1) z(i; @y, ) telle que
(3.8) n= M+

et par suite en vertu de (3.7) et (3.4) on a 5 > ¢ d’olt l'on obtient pour
des t suffisamment petits

2 (00, m) >@'(f) pour 0<Li<9,
@ (t; pa, 1) > @(2) 1]6111‘ te[0, 4]
et par suite dans ’intervalle [0, 8] on &
&7 (85 @oy 1) = 1{ts (%5 90, 1), (& 90, M), 0 {t— A(X); g0, ), 0" (t— A (2); 96, 7))
> f(t, @, (1), @(t— A(2), @ (t— 4 (1)) ,

(3.9)

I
2'(4; 90, 1) >+ | 8, 9(8), 9'(8), @(s— A(s)), p'(s— 4(s)) ) ds
[
= M+u+ [ f(s, 00), ¢°(5), pls— A(s)), ¢ (s— A(s)))ds
(1]
i
> M+ py—max| [ flg)ds| > M> (1) dans [0, 4]

et par suite les inégalitées (3.9) sont valables dans un intervalle plus
large. Ainsi nous obtenons les inégalitées (3.9) dans tout intervalle [0, 7],
incompatiblés pour % = y(g,) avec la définition de y(p,). L'inégalité (3.7)
se trouve ainsi démontré.

En vertu de (3.6) et (3.7) nous obtenons pour le point %,

@ (to; @0y ¥ (o))
= f(to; @ (%), @' (to; Por (@) s @(te— A(to); oy ¥ (o)), @ (fe— A (t0)}; o, ¥ (‘Po))
< f(toa @(to), ' (t0) m(to—‘ A(t0); oy ?/'(%)); m'(to" A(%); @o, '.'/(‘Po))) < ¢"'(t)
¢t par suite
@'(t5 @0y Y (@0)) — @' (to; @0y ¥(@0)) <@ ()—9'(t) DpOUr 8 <t <t+dy,
d’ou
@(t; @0, Y(@o)) <@'(2)  pour 1t <i<ty+d,

@t @o, ¥ (@) < @(t) pour 1t <t<t+4
et par gsuite

(3.10) @™ (t; @0, ¥ ()
= f(t’ ‘v(ti Por Y (‘Po)) ’ w-(ti Pos y(?’o)) ' w(t_ 4(1); 9o, ?/(%)) y & (t— A(); @5 ?/(%)))
éf(t, @(t), ¢(1), m(t"‘d(t)i o> y(%))v w.(t“‘A (t); %o, y(%))) < (1t
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dans tout intervalle dans lequele z(t) < ¢(), () < ¢'(t) et par suite (3.10)
est valable dans tout intervalle #, <t?< T, ce qui et impossible pour
ty < T, car nous avons

o (T @0y Y (po)) = (L) = @o = #(0; g0, ¥ (o)) -
Ainsi nous avons démontré que f,= T c’est-a-dire que
z(t; @0y ¥(po)) > @(t) pour O<t<T,-
et par suite vu (3.4)
& (T; 90,4 (o)) < 9'(T) = @'(0) = oo < y(90)

c’egt-a-dire 1’inégalité (3.1). D'une fagon analogue on démontre (3.2)
que termine la, démonstration du théoréme 1.

§ 4. Comme un exemple de I'application du théoréme 1 envisageon,
le théoréme suivantes:
HyrorHSES H. Il extste un r > 0 telle que

(4.1) fby7,0,u,9) >0 pour u,v quelcongues,
(4.2) fi@,—r,0,u,v) <0 pour chaque (u, v).

THEOREME 2. Les hypothéses A, B, H étant supposées il existe une
solution périodique de Uéquation (1.1) avec la période T et on a

—r<a(t)<r.
Démonstration. Il suffit de prouver que les hypotheses H im-

pliquent les hypothéses K.
Posons
p(t)=—r, y({)=r pour O0<I<T
on a
(4.3) —r<r.

En vertu de (4.1) et (4.2) on a
) =0>f(,—r,0,u,v) =f(t7 o), ¢'(2), u, 'D) ’
¥ () =0 <f(t, 7, 0,u,0) =F(t, p(t),¥'(), u,0) .

Le théoréme 2 est donc un cas particulier du théoréeme 1.

Begu par la Rédaction le 4. 1. 1965



