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§1. Einleitung. Es ser ein affin-zusammenhingender Raum L,
filr » > 3 gegeben, d.h. ein - dimensionaler Raum, der mit einem Objekt,
Iy (A, g, == 1,2, ..,n) der linearen Ubertragung ausgestattet ist.

Der Krimmungstensor R wird bekanntlich in Abhingigkeit von
dem Objekt 7 folgendermassen definiert:

. af h) K]

) Ragl’ == 2¢1al’sfy+ 21 (g} a1 -

Wir filhren folgende Bezeichnung ein:

. daf
{2) Rpl == Kol
P Aa,p)ya<pg; P=1,2,.., (0); Avp o 1,2, 000

Zwischen P und (e, ) kann man eine eindeutige Zuordnung fest-

stellen. Stellen wir eine solche Korrespondenz ein fiir allemal fest. Das

Objekt Rp ist bekanntlich ein geometrisches Objekt mit der Trans-
tormationsregel [4]:

, I I
(3) RP’A’IL = /]P ’ A J.l"/z HPA'(‘l ’
w0
’ Y
4% dat 05 41 _‘?_f C'E
Rt P ax - A )
@ & 3

af a .
Ab = 2A%, A% (a< B, d < B).

Es sei VeR.," die kovariante Ableitung des Kriimmungstensors K.
Wir fithren folgende Bezeichnung ein:

(:)) Ve_Rplﬂ g Vé Raﬁlﬂ .
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Das Objekt VeRp* ist ein geometrisches Objekt mit der Transfor-
wationsregel:
: ‘ Pogiax,
(6) Ve Rpi = Ap Abyl Ve Rpj .
Es kann vorkommen, dass folgende zwei Beziehungen erfiillt sind:
(7) l{l’).“ = /LPRQIJA# ’
Qo

(8) Veltp = kip Bool"
Qo

(@ = const; in (7) und (8) soll also in bezug auf ¢, nicht summiert
werden).

Falls (7) und (8) erfiillt sind, nennen wir den Raum von verunstal-
teter rekurrenter Kriimmung [5).

Das Objekt hp ist ein geometrisches Objekt mit der Transformations-

Qo
regel [5]:
Aphp
9 h, » = QII ’ - N
9 h Aﬁ;gﬂ (Qo = Qo)

wihrend die Transformationsformel fiir k.p folgendermassen lautet:

(]

dgﬂé’(’fer
10 hgp = —pf—" Jo = .
( ) Ooe P Agz hR (Qo QO)
Qo

Der Sammelbegriff {ip, kp} ist ein geometrisches Objekt (das so ge-
o Qo

nannte halbzusammengesetztes Objekt [2]), wihrend kgp fiir sich kein
Qo

geometrisches Objekt darstellt. Die Beziehungen (7) besitzen einen in-
varianten Charakter ([6], S. 32). Die Beziehungen (8) zusammen mit (7)
besitzen auch einen invarianten Charakter ([6], S. 40).

§ 2. Die kovariante Ableitung des Objektes hp. Auf Grund

der Beziehungen (7) kann man die kovariante Ableitung des Objektes hp
Qo
definieren. Nehmen wir namlich (7) in Betracht und setzen voraus, dass

die Leibnizsche Regel fiir (7) gilt. Setzen wir noch [1]:
(11) IS = args,”

(Q=(l;ﬂ),ﬁ<ﬂ;s=(ayﬁ),a<ﬁ)=
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Vorausgesetzt, dass V:hp existiert und dass die Leibnizsche Regel
Qo :

fiir Produkte gilt, konnen wir formell schreiben (*):

VeRpl = RV gp+ Z:'P VeRoo
0 [

% Rpi —I'p” Ryl — P Rp +-T'et Rp;

= Rou'Vehp+ hpds Ro,' — hpleg,” Reyi"
Qo Qo Qo
h hPFE;ROoa#"" hPFEﬁROMa y
Qo Qo
R, 0¢ Z:P“i" gpae Ry — R Tep” gﬂr —I'gRpd + T4 Rp;
0 0 0

— RoVehp+ hpde Rout — R hp o, hr— e Rp 4T Ry |
Qo Qo Qo On
also

. = T T
C’Ehp—-.[ P hT == Vehp-—-hpl"éo'o hT .
do Qo Qo Qo Qo

Jetzt mogen wir die kovariante Ableitung V.hp in folgender Weise
Qo

definieren (wir lassen weiter iiberall die Indizes @, unter h und % weg):

at .
(12) Vehp = thp— Aep” hr
wo

dt
(13) /lepT = FePT— hprgooT .

Auf Grund der Definition (12) und des Satzes 1 in der Arbeit [3]

sehen wir, dass {hp, V:hp} ein geometrisches Objekt (halbzusammen-
gesetztes) ist.

Wenn der Raum von verunstalteter rekurrenter Kriitmmung ist, dann
haben wir auf Grund (7) und (8):

VeRpi' = Rod Vehp-+ hpVeRoy' = R (Vehp+ hpkso,) ,
kep = Vehp+ hpkeg, ,
also fiir die kovariante Ableitung V¢ hp haben wir folgende Formel:
(14) Vehp = kep— hpkeg, ,

woraus ersichtlich ist, dass die kovariante Ableitung des Pensovschen
Objektes kp hier durch hp und k;r ausgedriickt werden kann. Die ko-
variante Ableitung V:hp ist ein Objekt mit der Transformationsformel [7]:

2A(p Ay hr
S 2
(4g;hs)

V

chp o AGVihy .

() Vgl. das nachkommende PParagraph.
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§ 3. Die Objekte Ry, V:Eqg,i'. Das objekt Rg,/ ist bei fixiertem ¢,
kein geometrisches Objekt (wie z.B. die erste Komponente cines Vektors).
Man kann jedoch zeigen, dass die Zusammensetzung

(15) {hpy Rou}
schon ein geometrisches Objekt darstellt. Da auf Grund von (7)
(16) hoi = ho,

ein Skalar ist, so haben wir fir Ky} die Transtormationsformel

(17) Ropt = Ang;':f hpRo i (@6 = Qo) -

Es kann leicht bewiesen werden, dass diese Transformationsformel die
Gruppeneigenschaft besitzt, woraus folgt, das (15) tatséichlich ein geo-
metrisches Objekt (ein halbzusammengesetztes, da hp tiir sich ein Pen-
sovsches Objekt darstellt). In dhnlicher Weise stellt man fest, dass zwar

(18) VeRg,
fir sich kein geometrisches Objekt ist, jedoch die Zusammensetzung
(19) {hP, ka[-', [;ERQQIH}

schon ein geometrisches Objekt darstellt. In der Tat wir erhalten fir
VeRo,* die Transformationsformel
" 1 4 ’
(20) Ve Ko = 7= Agil dobksoVa llo (05~ Q)
A‘ODQO

(nicht sumiieren iiber p,, Qo; o, beliebig aber fixiert).

Eine Rechnung (di¢ wir dem Leser iiberlassen) zeigi, dass die For-
mel (20) die Gruppeneigenschaft hesitzt und dass folglich (19) tatsichlich
ein geometrisches Objekt darstellt.

§ 4. Beispiele. Mun kann leicht bewceisen, dass ¢in drei dimensio-
naler Riemannscher Raum ¥V, nieht von verunstalteter rekurrenter Krim-
mung sein kann. Denn fiir ¥, sind die Beziehungen (7) nur dann erfillt,
wenn 7, == 4, ¥, 1y o= 2 [6], wo die Invarianten »,, r,, r; in der Arbeit [6)]
definicert. sind. Aber in diesem Fall muss der Raum V,; mit rekurrenter
Krimmung secin, was in der Formel (9.16) der Arbeit [3] gezeigt wurde.
Darum ist das Beispiel (3.21) in [6] nicht richtig. Zum Schluss wollen
wir ein Beispiel eines affin-zusammenhidngenden Raumes von verunstal-
teter rekurrénter Krimmung angeben, der aber nicht von rekwrrenter
Krimmung ist. Nehmen wir nimlich einen affin-zusammenhingenden
Raum 4,4, der mit folgendem Objekt 77, der linearen Ubertragung aus-
gestattet ist:

*
(21) 1'22 + U, ').,ur * 0 (A = 2, uo=- 23 v = 3).
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Aut Grund (21) haben wir fiir die Komponenten des Kriimmungs-
tensovs:
3 3 A 3 3 8
(22) By = — Ry = — 031, Ry = —Ryy = 01 Ly

(die Ubrigen Komponenten sind identisch gleich Null).
Auf Grund (22) haben wir fiir die Komponenten der kovarianten
Ableitung des Kriimmungstensors:

(23) Vstszs = VeRaaza = - 0531 '223 . VERx-_--_ra T L'/s»b"zm3 = aEIF 228
(£=1,2,3)

(die tibrigen Komponenten sind identisch gleich Null).
Wenn wir weiter voraussetzen:

63]1223 -'«'f: 0 ’ 61111223 # 0 , 82311223 -1".: 0 , 83311223 ‘—‘b 0 :
811'228 = 0 ) alapzzs == O ) 312F223 = 0 y

(24)

so ist der Raum (24) von verunstalteter rekurrenter Kriimmung. Ins-
besondere kann man setzen:

(25) F223 . e(51)24.52+52 .
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