ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
XXIV (1970)

Kovariante Ableitung der Tensordichten

von M. KUCHARZEWSKI (Katowice)

Einleitung. In der Arbeit [3] wurde die kovariante Ableitung der
Skalare und Dichten definiert und bestimmt. Hier werden die in [3]
dargestellten Betrachtungen auf beliebige Tensordichten verallgemeinert.
Der erste Paragraph enthilt einige Bezeichnungen, die im weiteren nétig
sind. In dem zweiten gebe ich die Definition der kovarianten Ableitungen
beliebiger Tensordichten an. Dann wird ein Satz iiber die Existenz und
Eindeutigkeit der kovarianten Ableitung bewiesen (§3). Der vierte
Paragraph enthilt einige Beziehungen zwischen den kovarianten Ablei-
tungen der Tensordichten verschiedener Valenzen und verschiedener Gewi-
chte. Unter zusitzlichen Voraussetzungen wird die allgemeine Gestalt der
kovarianten Ableitung im §5 erhalten. Endlich wird gezeigt, wie man
die kovariante Ableitung fiir beliebige Tensordichte erhalten kann,
wenn diejenige fiir Vektoren gegeben ist.

Das kovariante Differential beliebiger Grossen wurde zum ersten
Mal von Hlavaty und Schouten [2] axiomatisch definiert (vgl. auch
{5] und [6]). Aus den Axiomen fiir das kovariante Differential kann
man die entsprechende Axiome fiir die kovariante Ableitung erhalten.
Hier modchte ich diese Axiome etwas verbessern, insbesondere verein-
fachen und genau prizisieren, vor allem aber zeigen, was fir Folgen
diese nach sich ziehen. Genauere geschichtliche Bemerkungen und Lite-
raturangaben sind in [3] enthalten.

§ 1. Zuerst erinnere ich an die Definition der Tensordichte. Die
Tensordichte der Valenz (p, q) ist ein geometrisches Objekt. mit n?+? Kom-
ponenten im n-dimensionalen Raume

(1.1) Gy oy Guy s Gpy Kay ey kg = 1,2, m,
die sich bei der Koordinantentransformation

E =Y, a=1,2,...,n,
folgendermassen

’ !

a;...ap_ a ﬂz’, ky kg .a...
(1.2) G = DA, AT A AL G

! oo
ky

&8
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transformieren ;
. 0
.A. a = -F y

Fiir die W-(Weylsche) Dichte mit dem Gewicht (—a) ist ¢ = |J|”
und fiir die G-(gewohnliche) Dichte mit demselben Gewicht ist ¢ =
(sgnd)|J|* (val. [3]).

Die Komponenten der Tensordichte (1.1) und ihre Transformations-
formel (1.2) werde ich im weiteren in einer kiirzeren Form schreiben.
Nimlich werde ich mit den ersten grossen lateinischen Buchstaben
4, B, 0, D die ganzen Folgen von p Indizes A(ay,...,a,), B(by, ..., b,),
C(eyy.ery€y), D(dy, ..., d,), und mit den grossen lateinischen Buch-
staben K, L, M, N aus der Mitte des Alphabets die ganzen Folgen von
g Indizes K(k,,..., k), L(l1y..., 1), M(my, ..., my), N(ny,...,m,), be-
zeichnen. Die 4, B, C, D, K, L, M, N sind also die sogenannten Sammel-
indizes. Mit Hilfe dieser kann die Transformationsformel (1.2) in der
Form

(1.3) Gx = p(y) A4 A% G,

geschrieben werden, wo A% und AF. durch die Ausdriicke

J = |A%).

ap
ap

’ 01 K
AY =4} A), AR = Al A AL

zu ersetzen sind.

§ 2. Die Definition der kovarianten Ableitung der Tensordichte
(1.1) hat die folgende Gestalt (vgl. [3]):

DEFINITION 2.1. Als kovariante Ableitung der Tensordichte wird
jedes Funktionensystem

(2.1) Firx =F$nll'.'.'.b£q;n! *x=1,2,...,n,

genannt, welches die nachstehenden Bedingungen erfiillt:
1° F%,., sind nur von Gx und Gz , (!) abhingig:

(2°2) Fﬂ;:«:f’ﬁ;u((ﬁﬁ, ﬁ’,ﬂ.)! A=1,2,...,m;

2° F%,., ist hinsichtlich Gx additiv, d.h. fiir jede zwei Tensordichten
.65, ;62 derselben Art, Valenz und desselben Gewichtes gilt die Relation

2.3) FE. . (GE+.6%, (161 +.6%),)
= F%. (.6, 16% )+ Frp. . (:6%, .67 ).

(1) Mit einem Komma wird die partielle und mit einem Semikolon die kovariante
Ableitung hezeichnet (vgl. [3]).
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3° Fiir Produkt von beliebigem Skalar ¢ und der Tensordichte (1.1)
gilt die Leibnizsche Regel, d.h.

(2.4) P[00k, (66k) ) = oFy.. (O%,6%,:)+650, .

Ich nehme hier an, dal die kovariante Ableitung eines Skalarieldes.
o mit seinem Gradient identisch ist (vgl. [3]): o,, =0 ,.
4° F%., ist eine Tensordichte derselben Art und desselben Gewichtes

wie Gz, aber der Valenz (p,q+1), d.h. F3%;.. hat die Transformations-
formel

(2.5) Ffl"; x = ?(J) Ag’Aﬁ’A:'Fﬁ, %

Um Missverstindnisse zu vermeiden, gebe ich noch einige Erliu-
terungen der Definition 2.1, insbesondere der Bedingung 1°, an. Alle
in dieser Definition auftretenden Objekte sind abstrakte geometrische.
Objekte (vgl. [4], S. 24, Definition 8). Die Tensordichte G4 ist also das
abstrakte geometrische Objekt mit der Transformationsformel (1.3)
und mit der Faser (Fiber, vgl. [4], 8. 24, the fibre) M, = R"°, N, = nP*9,
Mit Hilfe dieses Objektes kann ein neues abstraktes geometrisches Objekt.
(6%,®% ,) mit der Transformationsformel

Ox = ¢(J) AL A% G,
Gn v = ¢ AvAq AL Gi+pAS AR AL Gx+
+ A4 A% . Gi+ AL A% A} Gk .,
und mit der Faser M = RY, N = (n+1)nP*9, gebildet werden.

Mit %, = w,’,’,}l';j_”,ﬂ,’,ql wird ein abstraktes geometrisches Objekt mit:
der Transformationsformel

Wiy = @(J) Ag Ajf Ay wip,

und mit der Faser IMM; = RV, N, = n?*?¢*!, (Tensordichte der Valenz
(p, ¢+1) mit demselben Gewicht und derselben Art wie ®i) bezeichnet.
Das in der Definition 2.1 auftretende Funktionensystem F3; bildet
die Faser MM in M, ab.
Es ist zu bemerken, dass die kovariante Ableitung keine Diffe-
‘rentialkomitante der Tensordichte (1.1) ist. Wir haben nimlich nichts

iiber die Form dieser Ableitung in einem anderen Koordinatensystem
vorausgesetzt.

§ 3. Die Existenz und Eindeutigkeit der kovarianten Ableitung
im Sinne der Definition 2.1 wird durch den folgenden Satz bestimmt.

Satz 3.1. Jede kovariante Ableitung der Tensordichten (1.1) hat die
Form

(3.1) F}?{;x =®ﬁ,u+0§§426é’
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wo C5%, konstant sind, d.h. sie hingen von Gf wnd Gf , nicht ab. C5%,
bilden ein geomelrisches Objekt, das durch die Transformationsformel
(3.2) O = AZ AL AZ AN AL OO0+
+ AT 4B 6K — AK AK. 05— adB. 6% A%0,In|T|,

bestimmt ist (vgl. Gheorghiu [1]).

Beweis. Wird in (2.4) fiir ¢ eine konstante Funktion, eingesetzt,
so ist o,, gleich Null und nimmt (2.4) die Form
{3.3) Fﬁ;u(6®§’ O(Bé. A = O’Ff{:,‘(ﬁ‘ix, Gé, )

an, aus deren folgt, dass F., erster Ordnung homogen ist.
Aus (2.3) und (3.3) ergibt sich weiter, dass F%., linear ist. Sie muss
also die Form

'(3'4) FIB;I;R = (54 x+ Allln(5

haben.

Die linke bzw. rechte Seite von (2.4) kann mit Hilfe von (3.4) in
der Form

{3.5) o ‘I'BB o O+ C553.00%,
bzw. in der Form
(3.6) Bi% 6%, + 00451 6% +6x 0,

geachrieben werden. Durch Vergleichen von (3.5) und (3.6) ergibt sich
die Relation

'(3'7) i Bﬁ%,a,,,(ﬁ (BMG xy
die in der Form
(3.8) (Bix— 0505 0,.6% =0,

dargestellt werden kann. Da aber G4 und o, beliebig sind, aus (3.8)
erhilt man
{3.9) BEE — 85 oK.

Wird (3.9) in (3.4) eingesetzt, so nimmt diese die im Satz 3.1 erforderte
Form (3.1) an.

Jetzt wird die Transformationsformel (3.2) von CZ%X,. abgeleitet.
Zu diesem Zwecke schreibe ich (3.1) in einem anderen Koordinatensystem

(3.10) P, . =65 .+CBE, Gi.

Mit Hilfe der Transformationsformel (1.3) von G%, kann man die
Ableitungen G ., der Tensordichte im neuen Koordinatensystem bere-
chnen:

81) 6%, =948 AN.65+eAL  AL.GE+
+ (PAg AM‘, x 65 + Q’Agl Aﬁ' A:’ 6131, *
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Durch Einsetzten von (3.11), (1.3), (2.5) in (3.10) ergibt sich
(3.12) ‘PAB‘AM Ay AMxGK
—‘PxA-B AM(B +‘PAB,;'AM(5 +‘PABA + AMuq’Ai'AE’(Bé'
Die Funktion ¢ erfiillt die in [3] bewiesene Gleichung

(3.13) v (o) = 222

Die Ableitung ¢ ,. ist also gleich

(3.14) P =0 ()T = %‘I) J . = apd I |J].

Jetzt setzen wir (3.14) in (3.12) ein und vernachlissigen die ¢ und
®#, weil diese beliebige Werte annehmen kénnen. Dann erhilt man die
Relation

(3.15) AZ AM A%CEE — ad In|J|-AE AM 5805 + AZ A 68 6K 1
+ AR AN, 65 85+ Ch 5w AL AR

die mit (3.2) dquivalent ist. Auf diese Weise ist der Satz 3.1 vollstindig
bewiesen.

§ 4. Diei m der Formel fiir die kovariante Ableitung (3.1) auftretenden
Konstanten 055, kénnen im allgemeinen von den Gewichten, Valenzen
und Arten der betrachteten Tensordichten abhingen. Man kann also
CEX . als Funktionen von a und e,

(4.1) %5 = C55(a, ©)

darstellen, wo (—a) das Gewicht der Tensordichte bedeutet und e fiir
W-Dichten gleich 1 und fiir G-Dichten gleich (—1) ist (vgl. [3]). Die
Abhiéngigkeit von der Valenz wird durch die Anzahl und Art der Indizes
ausgedriickt.

Jetzt mochte ich eine Beziehnng fiir die Funktionen (4.1) ableiten.
Zu diesem Zwecke muss man die Leibnizsche Regel fiir Produkte zweier
beliebiger Tensordichten voraussetzen.

Es seien also

(4.2) 16%, 164

zwel Tensordichten. Die Indizes A, K sind schon im §1 definiert und

I, 4,4, Q2 sind durch die Bezeichnungen: I'(yiy...,%,), 4(01y...,8,),
A(}'I’ ceey ld), Q(wl, coey a)a)’ 71 coe 797 61--. 60, ;»1.-. ld’ wl vee w, = 1,2’ see
..y N, erklirt.

4 -- Annales Polonici Mathematici XXIV
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Der Transformationsformel (1.2) gemiss ist das Gewicht von ,6%
gleich (— a). Es sei (—g) das Gewicht von ,&%. Das allgemeine Produks
von ,64 und ,6 ist auch eine Tensordichte von der Valenz (p+ o, ¢4+ o)
mit dem Gewicht — (a+ f) und entsprechender Art, die von den Arten
.61 und ,65 abhiingig ist. Aus Satz 3.1 folgt, dass die kovariante Ableitun-
gen der Tensordichten ,®% , ,&% und ihres Produktes ,Gx-,6; die folgenden
Formen

(4.3) FI.At;x = 1“6‘1 +0§%¢(a7 €) 1(5§I7

(4.4) Fliix = 2071 C2ax(B, £2) .63,

(4'5) KA x — (1(5 2(511) «t ggfclfx a+ﬂy €2€1) 16§42(537
haben.

Die in diesem Paragraphen vorausgesetzte Leibnizsche Produktregel
kann mit Hilfe der kovarianten Ableitungen (4.3),(4.4), (4.5) folgen-
dermassen ausgedriickt werden:

(4'6) Féﬁ;x = l(ﬁﬁFﬁ;n'f‘ z(ﬁﬂFé;n'

Durch Einsetzen der rechten Seiten von (4.3), (4.4) und (4.5) in
(4.6), ergibt sich die Gleichung

(4.7) Cﬁé’,ﬁ(a-i-ﬁ, €961) = ‘5B 6MOAAn(ﬂ152)+ 54 8% CBKx(a &) (M.

Dieses Ergebnis wird im nachstehenden Satz zusammengefasst.

SATz. 4.1. Die kovarianten Ableitungen der Tensordichten erfiillen
dann und nur dann die Leibnizsche Produktregel, wenn die Relation (4.7)
erfillt ist.

Wie das aus (3.1) folgt, ist die kovariante Ableitung der Tensordichte
G2 durch das Objekt CEX. vollstindig bestimmt. Darum wird es der
Parameter der kovarianten Ableitung bzw. der linearen Ubertragung
genannt,.

§ 5. Jetzt werden einige Aussagen iiber die Form der Parameter
CEE.. (a, ¢) abgeleitet. Sie sind Verallgemeinerungen der in [3] bewiesenen
Sitze iiber die Parameter der kovarianten Ableitung der Dichten.

Wir betrachten zuerst den Spezialfall der Relation (4.7), der entsteht,
wenn man als ,65 = ,6 eine Dichte, d.h. Tensordichte der Valenz (0, 0),

(*) Die Formel (4.7) wurde nur fiir die Parameter dieser Tensordichten (Béf;
abgeleitet, die als Produkt von 1(5‘1% und z(ﬁﬂ dargestellt werden kénnen. Da aber

0551%’,{’, von ﬁf:i»nicht abhingen (Satz 8.1) ist diese Formel fiir jede Tensordichte der
Valenz (g+ ¢,g+o0) mit dem Gewicht — (a4 f) giiltig. Auf diese Weise sind alle
anderen Formel dergleichen Art in dieser Arbeit zu verstehen.
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annimmt. Dann treten die griechischen Indizes in (4.7) nicht auf. Die
Formel (4.7) hat also die Form

(5.1) BKu(a+lB’ £981) = ‘5A ‘5}%0 (ﬂ’ £9) + ﬁgc a, ).

Aus [3] (Satz 5.1) folgt, dass C, von der Art der Dichte unabhingig
ist, wenn die Leibnizsche Produktregel fiir die Dichten gilt. Mann kann
also in (5.1),

(6.2) C.(8, &) = C.(B),
einsetzen. Dann erhalten wir die Relation
(5.3) an(a‘l' By e261) = 54 aﬁxlo (ﬂ)‘I'GBKx(a’ £1)-

Wird ¢, =1 und § = 0 in (5.3) eingesetzt, sor ergibt sich, dass die
C4%, von & nicht abhiingen (die rechte SBeite enthilt ¢, und die linke hiingt
von &, nicht ab). Auf diese Weise erhalten wir den

HrssATz 5.1. Die Parameter der kovarianten Ableitung hingen von
der Art der Tensordichte nicht ab, wenn die Leibnizsche Regel fiir Produkte
der Dichten und Tensordichten gilt.

Die Relation (5.1) kann jetzt in der Form

(5'4) BKx(.a+ ﬂ) = 6A 6%0 (ﬁ)+CBKn(a)1
geschrieben werden, aus der als Spezialfall erhalten wir
(5.5) BKu(B) = aA Cn(ﬂ) an (0)

Daraus folgt

SATZ 5.1. Geniigt die kovariante Ableitung der Leibnizschen Produkiregel,
so sind ihre Parameter eindeutig durch diejenigen fiir Dichten C,(B) und
Tansoren C4M (0), durch die Formel (5.5), eindeutig bestimmt. Die C,(8)
bew. Ca¥. erfiillen die Gleichung

(5.6) C.(a+B) = C,(a)+ C,(B),
bzw.
(5.7) Coiin(0) = 85 0% C45.(0)+ 85 64 CE%.(0).

§6. Um also die Parameter der kovarianten Ableitung Cak, fiir
beliebige Temsord.ichten zu bilden, geniigt es nur diejenigen fiir Dichten
C.(8) und Tensoren C£(0) anzugeben. Diese konnen mnicht beliebig
sein, sondern miissen die Gleichungen (5.6) und (5.7) erfilllen. Jetzt
zeige ich, wie die Parameter der kovarianten Ableitung beliebiger Ten-
sordichten C# (a) eindeutig gebildet werden kénnen, wenn diejenigen
fir kontravariante Vektoren I'Z angegeben sind.
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Es seien
(6.1) I', = I3.(0),
bzw.
(6.2) oL, = Dk (0),

die Parameter der kovarianten Ableitung fiir kontravariante bzw. ko-
variante Vektoren. Unter der Voraussetzung, dass die Leibnizsche Pro-
duktregel erfiillt ist, haben die Parameter der kovarianten Ableitung
tiir Tensoren der Valenz (p, 0), (0, ¢) und fiir die Dichten mit dem Gewicht
(—1) die folgenden Formen:

(6.3) 04 (0) = 2&«1 031 I, ogi+1: 6P
jm1
q
(6.4) 05 (0) = g] O S DL O bl
(6.5) o, =C.() =TI5,

wo I'S, bzw. &%, die angegebenen Parameter (6.1) bzw. (6.2) bedeuten.
Die Formel (6.3) wird mit Hilfe der vollstindigen Induktion hin-
sichtlich- p bewiesen.
Fiir p = 2 geht (6.2) in die Formel

(6.6) O%n, = ST+ 83T,

1
iiber. Diese ergibt sich, wenn wir in (5.7) 4 = (a;), B = (b)), ' = (as),
4 = (b,) einsetzen (die Indizes M, K, 4, 2, treten in (6.3) nicht auf).
Fiir p = 2 ist also die Formel (6.3) erfiillt. Wir nehmen jetzt an, dass
(6.3) gilt und wir werden zeigen, dass diese, wenn wir p durch p+1
ersetzen, richtig bleibt. Zu diesem Zwecke sefzen wir die folgenden
Werte fiir Indizes

A = (a1y...y ), B =(bl”"7bp)7 I' = (a,44), A = (b))
in (5.7) ein. Dann nimmt (5.7) die Form

(6.7) Chm = 05§11+ 6021105,,

bp+a# T Tbp+
an. Wegen der Induktionsvoraussetzung haben (4, die Form (6.3). Wenn
wir also fiir diese die rechte Seite von (6.3) in (6.7) einsetzen, so erhilt
man die Formel (6.3) fiir p+1.

Ganz analog kann die Formel (6.4) bewiesen werden.

Um (6.5) zu beweisen, berechnen wir die kovariante Ableitung der
Dichte B, die aus » kontravarianten Vektoren »,...,v mittels der
Gleichung ! "

(6.8) W=Vy:,, 7™ =7Vrye,  V°

1 2 n L 2 nl
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gebildet ist. Da MW eine gewdhnliche Dichte mit dem Gewicht (—1) ist
muss ihre kovariante Ableitung (Satz 4.1, [3]) die Form

(6.9) ., =B -+,

haben. Anderseits kann man die kovariante Ableitung von 2B mit Hilfe
von (6.8) und. der Leibnizschen Produktregel folgendermassen bestimmen:

W, = (V7. V) = NV VYY), T LY
’ i -1 §n

o2 n “iu n]

— (V1V2... V?),,“'ZP%"VI U Chil A0 AL N

1 2 j=1 n -1  § i+l nl
(6.10) m., =W, + 7.

Durch Vergleichen der rechten Seiten von (6.9) und von (6.10),
da 9B beliebige Werten annehmen kann, erhalten wir (6.5).

Jetzt bestimmen wir den Zusammenhang zwischen den Parametern
I'g und o*,,.

HiILrssATZ 6.1. Erfillt die kovariante Ableitung die Leibnizsche Regel
fir die Uberschiebungen der ko- und koniravarianien Vekioren, d.h. gilt
die Relation

(6.11) (VeTUa)w = Vi Ug+V(U,),s

fiir beliebige ko- und kontravariante Vektoren V%, U,, so konnen D%, durch
Iy, mittels der Formel

(6.12) ok, = —TIk,,

ausgedrickt werden.

Beweis. Da die Uberschiebung V*U, ein Skalar darstellt, ist ihre
kovariante Ableitung mit dem Gradient identisch ([3], Satz 2.1),

(6.13) (VeU,); = (VEU,),

Die Beziehung (6.12) wird erhalten, wenn man die linke Seite von
(6.13) durch die rechte von (6.11) ersetzt und die dort auftretenden
kovarianten Ableitungen durch entsprechendene Formel (3.1) eliminiert.

Mit Hilfe von (6.12) kénnen die Parameter (6.4) in der Form

a
K j— ; ke
(6.14) O = — 'EI' e SN Y b IO O
1=

geschrieben werden.

Die soeben erhaltenen Resultate fassen wir im nachstehenden Satz
zusammen, der die allgemeine Gestalt der Parameter der kovarianten
Ableitung fiir beliebige Tensordichte gibt.
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Satz 6.1. Sind die Leibnizsche Regel fiir Produkte beliebiger Ten-
sordichien und fiir die Uberschiebungen der ko- und kontravarianten Vekioren
erfiillt, so sind die Parameter der kovarianten Ableitung beliebiger Ten-
sordichten Can.(a) durch diejenigen fiir kontravariante Vektoren I'Z(0)
und diéjmigen fiir Dichten . C,(a) eindeutig bestimmit. Sie haben die Form

(6.15) Cnl(a) = 640%,(0)+ 65 C4,(0)4C,(a) 64 6%,

wo C3,, 0%, und C,(a) die Parameter der kovarianten Ableitung fiir ko-
variante (6.14) bezw. kontravariante Tensoren (6.3) und C,(a) diejenigen
fiir Dichten bedeuten.

Die Formel (6.15) folgt ohne weiteres aus (5.5) und (5.7), wenn wir
die Indizes I', 4, K, M, in (5.7) weglassen und £, 4, durch K, M,
ersetzen.

Sind die Parameter C,(a) der kovarianten Ableitung der Dichten
messbar, so haben sie die Form ([3], Satz 5.2)

{6.16) C.(a) = aC,(1) = ad,.

Wegen (6.5) erhalten wir daraus
(6.17) C.(a) = alg,.

Dann nimmt die Formel (6.15) die folgende Gestalf
(6.18) O#%(a) = 8405, (0)+ 65 C4,(0)+ ol 2, 04 8%,

an. In diesem Falle kann der Satz 6.1 so dargestellt werden:

SArz 6.2. Sind die Voraussetzungen des Satzes 6.1 erfillt und sind
die Parameter C,(a) messbar, so konnen die Parameter Cix. (a) der ko-
varianien Ableitung belicbiger Tensordichien durch diejenigen fiir konira-
variante Vektoren I'y, mit Hilfe der Formel (6.18) eindeutig bestimmt werden.
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