ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
APPLICATIONES MATHEMATICAE
IX, 1 (1966)

R. ZUBER (Wroclaw)

0 SZYBKO ZBIEZNYCH CIAGACH KOLEJNYCH PRZYBLIZEN

W procesach iteracyjnych, umozliwiajacych budowanie ciggu kolej-
nych przyblizen

Uy (@) 5 1y (), Us (@), ...

zbieznego do rozwigzania okreslonego zadania, interesuje nas przede
wszystkim szybko§é zbiezno$ci tego procesu.
W tym celu nalezy zbadaé zachowanie sie ciagu liczbowego

(1) p(ty )y oty )y pu(Ugy U)y ooy

gdzie wu(u,,w) jest miara odleglo§ci miedzy dokladnym rozwigzaniem
w(x) a jego przyblizeniem w,(x), otrzymanym w n-tym kroku iteracyj-
nym.

Badanie ciggu (i) jest w wielu przypadkach zadaniem bardzo trud-
nym. Dlatego czesto bada si¢ zachowanie si¢ innego ciggu liczbowego

(ii) p(ttgy Uy)y p(Uyy Us)y p(thyy Ug)y ooy
co pozwala rowniez wyciagnaé wnioski o zachowaniu sie ciagu (i).
Jezeli w szczegdlnosci przyjmiemy

p(Upy Unyp1) = SUP |Up i1 (@) —u, ()],
x

to wowezas z oszacowania szybkosci zbiezno$ci ciggu (ii) wynika latwo
podobne oszacowanie dla ciggu (i).

W pracy [1] podana jest konstrukcja pewnego uniwersalnego algo-
rytmu, zwanego algorytmem Z, ktory umozliwia budowanie ciggu kolej-
nych przyblizen {y,(x)}, zbieznego do rozwiazania zadania poczatkowego

(1) v =fx,9), Y(x) = y,.

W sformulowanym tam twierdzeniu dowodzi si¢, ze ciag kolejnych
przyblizenn {y,(x)}, okreslony z pomoca algorytmu Z, spelnia warunek

2hL \"
(2) On = (—l—hL) Qoy
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gdzie

On = SUD [Yny1(X) —Yu(X),
|ac—a:0|<h

natomiast L oraz h sg stalymi dodatnimi niezaleznymi od n. Z (2) wynika
od razu, ze dla h << 1/3L ciag liczbowy {p,} monotonicznie dazy do zera.

W niniejszej pracy zajmujemy sie analizg pewnego ciggu kolejnych
przyblizenn szybko zbieznego do rozwigzania zadania (1). Zbiezno$é tego
ciagu wynika bezposrednio z twierdzenia 1 (patrz [1]), ktorego zaloze-
nia sg szczegolnym przypadkiem zalozen twierdzenia sformulowanego
w niniejszej pracy.

1. Twierdzenie. Nicch funkeje f(x, y) oraz F,(x, y),dlan = 0,1, 2, ..
beda okre$lone i ciagle w domknietym prostokgcie R, danym nieréwnos-
clami

(3) |z —x,| < @, |y —1ol < b,

oraz maja w tym prostokacie ciagle pochodne czastkowe wzgledem ¥
do rzedu m+1 wlgeznie. Zakladamy ponadto, Ze pochodne czastkowe
wzgledem y rzedu m-+1 wszystkich funkeji F,(x, y) sa wspdlnie ogra-
niczone w prostokacie I.

Rozpatrzmy teraz ciag funkcji

Yo(@), Yo (@), Ya(®),y ...y

ktorych wykresy nalezg do prostokata R. s+41 pierwszych funkeji
Yo(2), ¥1(x), ..., ys(x) wybieramy dowolnie, zadajac jedynie, aby kazda
z nich spelniata warunek poczatkowy v, (z,) =y, (¢ =0,1,2,...,8).

Dla ustalonego n wezmy pod uwage odcinek powyzszego ciggu, za-
wierajacy s-+1 kolejnych wyrazéw

Yn(®)y Ynp1(X)y oo vy Ynps(@).
Ustalmy ponadto s-+1 liczb catkowitych nieujemnych kg, k4, ..., ks, tak
aby speklialy one warunek

kot+k,4 ... +ks = m—+1.
Zalézmy, ze dla rozpatrywanego n funkcja F,(x,y) spelnia warunki
(4)
DOFn(w) ?/n-(—i) = Dof(w’ ?/n+i), ey Dsi Fn(wy 3/1L+i) = Dsif(xa yn-;-i)

dla ¢t =0,1,2,...,s, przy czym s; = ko+k,+ ... +k;, gdzie oznaczy-
lismy

" fx, y)
Dfte, ) = S50
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Zal6zmy na koniec, ze dla kazdego n funkeja ¥,,s.,() spelnia réwnanie
~ ’

(3) Ynist1 = Fnl®y Ynispr) dla  |z2—x| << a

oraz warunek poczagtkowy

(6) yﬂ+s+1(w0) = Yo-
Przy tych zalozeniach udowodnimy, ze isinieje takie h > 0, ze wy-
razy ciqgu liczbowego {o,}, okreslone wzorem
On = SUup l?/?t-*-l(‘v)*?/n(m)l’
[z—2xy|<h
spetniajq warunks

1—hL

(m=20,1,2,...),

2hL Pp+s+1
(7) Onystl ( )

gdzie {p,} jest ciggiem liczbowym spetniajgcym réwnanie réénicowe
Prts+1 = kopn+k1pn+1+ +kspn+s

z warunkiem poczqtkowym

Po = Doy P1 = P1y SRR Ps = Ds;
przy czym A jest stalq niezaleing od n.
Aby to udowodnié, rozpatrzmy dla ustalonego = z przedzialu
lx —ax,] < a nastepujacy zbior liczb:
(i) ?/n(m)? ?/n+1(m), cers Ynys ('/D) .

Zbudujmy wielomian interpolacyjny Hermite’a H,(x,y), w ktérym x
bedziemy traktowali jako parametr, natomiast ¥ jako zmienng. Zazadaj-
my, aby wielomian H, (r, y) spelnial nastepujace warunki:

Don.('T? 7/1('77)) = Dof(.T, 2 i(“f’))?
() e

dla ¢ =»n,n+41,...,n4s.

Wielomian interpolacyjny Hermite’a otrzymamy najlatwiej, budu-
jac wielomian interpolacyjny Newtona z powtarzajacymi si¢ argumen-
tami (patrz [2]). W przypadku naszego zadania nalezy zbudowaé wie-
lomian interpolacyjny Newtona dla nastepujacych wezléw:

(i) Y (@) .ovy Yu(®)y Ynia (@), ...y Yn1(X)y oney Ynis(®)y - -0y Ynys(T).

ko l;azy ky razy kg razy

Zauwazmy, ze je§li dla danego x wszystkie liczby (i) sa rézne, to
ilos¢é 16znych wezldw we wzorze (iii) jest rOwna s+1, przy czym wezel
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Ynyi(2) ma krotno§é k; (¢ =0,1,2,...,8). Moze si¢ jednak zdarzy¢ dla
pewnych wartodel x (takich x jest skonczona ilo§é), ze niektore z liczb (i)
s réwne. Wowezas w (iii) pojawi si¢ mniejsza ilo§¢ réznych wezléw, ale
za to zwiekszy si¢ ich krotnos$é. Jesliby np. dla pewnego x wszystkie
liczby (i) byly réwne, to w (iii) wystapilby tylko jeden wezel y, ()
o krotno$ci m-+1.

Z warunkow (4) wynika, ze wielomian interpolacyjny H,(x, y)
spelnia réwniez warunki

(iv) D°H,(z, y:(x)) = D°F,(z, y;(x)),
= D" 'F,(x, yi(2))

oy DNTH (e, ile) =

dla ¢ =n,n+1,...,n+s. Dla funkeji f(x, y) oraz F,(x,y) prawdziwe
sa zatem wzory aproksymacyjne

_Dm'*‘lf(m, nn)

(v) f(z,y) = Hu(, y)+2u(2, y) (m4-1)! !

. ] D™'F,,(x, n,)
(vi) Fo(@,y) = Hp(2, y) 42 (z, ) mL1)!
gdzie

Qu(@y Y) = (Y —Yn(@) LY Yy (@)1 o [Y —Ymys (@) T8

oraz 9, (), 7, (x), dla kazdej wartosei parametru x z przedziatu |x —z,| < a,
sa zawarte miedzy liczbami (i),
Podstawiajae (v) oraz (vi) do rownania (5), otrzymamy

D™ F, (2, 5,) — D™ ' f(x, 1)
(m+1)!

(vii) ?/7’1+s+1 = Qu(®y Ynisi1) + (@) Ynysia).

Z zalozen ciaglosci m+1 pochodnej czastkowej wzgledem y funkeji
f(x,y) oraz wspdlnej ograniczono$ci pochodnych rzedu m-4-1 funkeji
F,(z,y) w domknietym prostokacie R wynika istnienie takich stalych
M, i1 M,, ze

(viii) D™ f (@, y)| < My,
(ix) | D™ (@, w)l < M,

dla wszystkich punktéw (x, y)eR.
Natomiast z zatozenia -cigglo§ci pierwszej pochodnej czastkowe]
wzgledem y funkeji f(x, y) w prostokacie B wynika warunek Lipschitza

(x) If (2, ) —f(z, y)| < Llg—yl,

gdzie (x,y) oraz (z,y) s3 dowolnymi punktami prostokata R, a L
pewng stalg dodatnig.
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Odejmujac stronami (dla dwéeh kolejnych wartosci n) réownoSei
(vil) oraz calkujac w przedziale [z,, ], otrzymamy, przy uwzglednieniu
warunkéw poczatkowych (6), réwnosci

(xi)

Ynrsrr—Ynsorr = [ (W) =Wa®)18+ [[f(t, Ynyssa) —F(ts Ynysp) 1,
xq To

gdzie

D™ [Fy(x, ms) —f (2, 7
(m+1)!
W dalszych rozwazaniach ograniczymy zmienno§é = do wystarcza-

jaco malego przedzialn |r—ux,| < h, takiego aby AL < 1. Wprowadzmy
oznaczenie

Wz("‘v) == 'Qi(w7 yi+s+l)

p(m, k) = sup |yn(®)—yi(z)].

[—Zg|<h
Z réwno$ei (xi), uwzgledniajac (viii), (ix) oraz (X), otrzymamy osza-
cowanie

hM
(m-+1)'(1—hL)

un4s+2,n+s+1) < n[,u n+s+2, n+i4+1)F 4

n hM
(m-+1)!(1—hL)

n [u(n+s41, n—{—e)] i
gdzie M = M.+ M,.
Nier6wno§é te mozemy zastapié nier6wnoscig

hM
<.
Ontstl S (m+1)!(1—hL) 1

] [Qn-[-s+1 +Qn+:‘;+- .o +Qn+i+l]ki+

'*" (m+1 —-IL n[9n+s+ n+s 1+ +(’n+i]ki7
gdzie g = p(k+1, k).

Korzystajac z faktu, o ktérym wspominaliSmy na poczatku pracy,
ze ciag liczbowy {p,} monotonicznie dazy do zera, mozemy powyzsza
nier6wno$é zapisaé takzie w postaci rownowaznej

oM -
Ontstl S l 1 [Qn+s+0n+s—1+- . ‘l’Qn.yi]ki‘
(m—+1)!(1—hL) s

Jesli natomiast uwzglednimy nierdwnosei (2), to wéwezas nierdwnogé
ta bedzie miala postaé

oo ky k k
(Xll) On_l...e.l_l < Cnno .O'n.l_l_l LI [)nﬁ_nu
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przy czym stala C wyraza si¢ wzorem

A 2h M (1—hL )m“ I] N
(8) ~ (m4-1)!'(1—hL)\1—3hL ] [ _(1—hL) ] '

Na podstawie zalozenia funkcje y,(x), v,(x), ..., ys(x) s3 dowolne.
Przez ich ustalenie ustala sie réwniez liczby o9, 01y ...5 0s_1-
Niech liczby g, Pyy ...y Ps—1 spelniaja réwnosei

2hL
1—hL

B
g,izc”/m( ) da =0,1,2,...,8s—1.

Ze wzoru (2) otrzymamy

2hL )58_1“ _ goim ( 2hL )7‘

< C—l/m o
Os (1—hL

1—hL

Majac zdefiniowane liczby Py, Pyy..., Ps, Mmozemy wyprowadzi¢ wzor
okreflajacy dowolny wyraz ciagu {p,}. Stosujac n+1 krotnie wzér (xii),
otrzymamy

OhL \*oPntkiPpt1+.+ksPp s _ym OhL \Pnts+1
1——hL) - (1——h-L)

W ten sposéb wykazali§émy prawdziwo§é tezy rozpatrywanego twier-
dzenia.

2. Wniosek. Jezeli w zalozeniach twierdzenia przyjmiemy s = 0,
tzn. ograniczymy si¢ w kazdym kroku iteracyjnym do jednej tylko krzy-
wej, i oprécz tego przyjmiemy k, = m+1, to woéwezas

1° warunki (4) przyjma postaé

(4') D' Fy(w, yal@) = Dflz, yul@) (G =10,1,2, ..., m);
2° wzory aproksymacyjne Hermite’a (v) oraz (vi) przejda w odpo-

wiednie wzory Taylora;
3° nieréwnogei (7), co latwo wykazaé, przyjmag postaé

(7") Onp1 < C_”m(m

przy czym p, = (m-+1)"p,, gdzie p, jest staly zalezna od postaci funkeji
Yo(x) — zerowego przyblizenia w ciggu kolejnych przyblizen.
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P. 3Y B )P (Bpounas)

O BBICTPO CXOAMUMBLIX MOCIHEAOBATEJIBHbLIX INPUBJIUXEHUNAX

PE3IOME

OnHMM M3 METOXOB MPUOIMMKEHHOTO pelleHMSA HavyaJdbHOM 3aJauu
(1) y, = f(z, y), Y(zo) = Yo
ABJIAETCA 3aMeHa 3amadm (i) Hexofopoﬁ NMOCJIEeA0BATENIbHOCTHIO HAYANBHHX 3ajay
(i1) y — Fu(z,y), y(zo) =y (n=0,1,2,..).

PemeHnA HTUX HOBHX 3axad

(iif) Yo (2), y1(2), y: (), .

o06pa3yioT HEKOTOpYI0 MOCJIe/J0BATeJIbHOCTL NPUOIMMKEHUBX pewenuit saxaum (i).
B aToif cTaThbM POCCMATPUBAKTCA YCIOBUA o0ecrneyMBaIOLIHE:
1° CXOXMMOCTb TOCJHe0BATeIbHHX mnpubaumenuit (iii) k peweHuno samauum (i).
2° BO3MOMHO GOJBIIYI0 CKOPOCTh CXOAUMOCTH NOCIER0BaATeAbHOCTH (iii).
B crateu moKa3mBaeTcA CleAyolad TeopeMma.

Teopema. [lyctb f(z,y) 1 Fp(z,y) (n =0,1,2,...) HempepeBHHEe (GyHKIML
NaHHHEe Ha TPAMOYrodbHuKe R,

(1) R: |z—axl<a, Jy—yl <b,

uMMeluue HenmpepHBHHE 4YAaCTHHE NPOM3BOAHHE m--1 NOPAJKA OTHOCMTEIBHO Y.
[IpexmonouM, 4YTO 4YacCTHHeE IPOM3BONHbIE MOpAAKA m-+1 OTHOCHMTENBHO Yy BCeX
¢yakuuit Fp(x, y) ABIAIOTCA DPABHOMEPHO OrpaHUYEHHLIMM.

Mycts kg, k1, ..., ks HeoTpHULaTeJIbHHE YNCIA, UCHOJHAIOLINE YCJIOBUE

k0+k1+ +k3= m+l

Jdanbuie Mpexmoyo:kum, 4yro (ili) ABAAETCA NOCIEeXOBATENbHOCTHI0 HeNpEPHB-
HHX QyHKUUi Ha MHTepBaJe |x—,| < @, KOTOPDHX Tpa@s NPOXOAAT 4Yepes TOYKY
(o, yo) M J€KAT B NpAMOyroiabHuke R,

(2) D"Fyp(z, ynti) = D" (z,ynyi) (r=20,1,...,8;1=0,1,...,8),
ree 8 = ko+ki1+ ... +ki n

®) yrlz+s+1 = Fn(z, Ynyst1)-
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TOI"JlLl cywyecmeyem noaIoHcCUMeNbHaR KoHcmaltiina h maranr, Mmoo Ge.lUUUHDBL

on = sup |yn1(x)—yn ()l
|&--xgl-=h

MANCOPUPY 10N R CaedYouum 06 paszomn

20 L
1—hL

Py
(4) Q.ngl-l( ) , n>st1,

ede wucaa pp noayuarwomces ui pexypemioli Hopmy.abl

Pn = kopn-s_1 +kipu—s+... 1 kspn—_1

a korncmanma  He zasucum om n.

R. ZUBER (Wroclaw)

ON FAST CONVERGENT SEQUENCES OF SUCCESSIVE APPROXIMATIONS

-

SUMMARY

One of the methods of finding an approximate solution of an initial-value
problem

(i) Yy o= fle,y),  ylry) = Yo

consists in replacing the problem (i) by a scquence of initial-value problems

(i1) Y = Fp(z,y), y@) =y, @®=0,1,2,...).

The solutions of these new problems

(lll) Yo (J') » Y (ﬂ)), Y2 (il)), te

form a seqence of approximate solutions of (i).
The purpose of this paper is to present some conditions, which guarantee that:
1° the sequence of successive approximations (iii) is convergent to a solution
of problem (i),
2° the speed of convergence of the sequence (iii) is as good as possible.
[n the paper is proved the following theorem.

Theorem. Let f(z, y) and Fup(x,y) (n = 0, 1, 2, ...), be continuous functions
defined on the rectangle R,

(l) R: ii"_‘mol < a, ]f‘/—‘?/ol < b.

and having continuous partial derivatives of (m- 1)-th order with respect to .
Moreover, suppose that the partial derivatives of (m+ 1)-th order with respect
to y of all functions F,(xr,y) are bounded in common.
Let kg, k,,..., ks be non-negative integers satisfying the condition

k0+kl+ ven +’tfs = m+l.
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Further, suppose that (iii) is a sequence of continuous functions defined on
the interval |x —x,| < @ and such that the graph of each of them passes trough a given
point (x,, y,) and lies within the rectangle E,

(2) D'Fp(®, Ynti) = D'f(x, ynyi) (@ =0,1,...,8;1=0,1,...,8),
where s; = ky+k,+ ... +k; and
(3) 1/,'1+3+1 = Fn(®, Yntst1).

Then there exists a positive constant h such that the quantities

on = SUp (Yni1(2)—yn ()|

|[z—xg|<h
can be majorized as follows
1 - A( 2LL )”n )
(4) on S tZL— , n>s+1,

where the numbers ppn are delermined by the reccurence formula
Pn ='k017n—s—1+k1pn—s+ oo +ksPn—1

and the constant A does mot depend on n.



