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Considérons la méthode classique de Newton

/(%)

(1) Tpyr = af'n—m'"—)

qui sert & la résolution de ’équation f(x) = 0, f(x) étant une fonection
de variable réelle ou complexe. Cette méthode a été généralisée par
L. V. Kantorovitch [1] pour la résolution des équations opérationnelles
non-linéaires P(z) = 0, définies dans 1’espace de Banach X, de 1a maniére
uivante

(1) Tpt1 = Tn— TP (xn)

ol x,eX (n =0,1,...) et I'y =[P'(x,)]”" représente l'inverse de la pre-
miére dérivée au sens Fréchet de ’opération P, P'(x) étant une opération
linéaire pour ’élément x, fixé.

Nous devons remarquer qu’il y a des difficultés dans 1’application
effective de la méthode (1'). Il est difficile de vérifier ’existence des in-
verses I, (n =0,1,...) et de délimiter convenablement leur norme. Le
calcul effectif des inverses présente aussi des difficultés, parce qu'il est
équivalent a la résolution de 1’équation opérationnelle linéaire

P'(xp)én = —Plxy) (0 =0,1,2,..)

“pour chaque 7, ol & = Zp4;—Z,. Souvent les inverses I, ne peuvent
pas étre calculés exactement.

Une autre généralisation de la méthode (1) a été donnée par M. Alt-
man [2, 3], sous la forme

F (zn)

1’ — oy — P
(1) Tn+1 'n ,(wn)y"?/n

(n=0,1,...)

18*



280 B. Janko

qui s’applique dans la résolution itérative des équations fonctionnelles
non-linéaires F(z) = 0, définies dans 1'espace X. Ici F'(z,) désigne la
dérivée au sens Fréchet de la fonctionnelle F(x) et la suite des ele-
ments {yn}, yn ¢ X est choisie de telle maniére qu’ils satisfont 4 la con-
dition [2]

(A) VE (Zn)yn| = |[F ()l , liwsll =1 (n=0,1,..).

Cette méthode est avantageuse parce qu’elle permet de résoudre les équa-
tions fonctionnelles dans les conditions moins réstrictives, sans supposer
lexistence de l'inverse de la premiere derivée de Fréchet, en facilitant
ainsi le calcul des approximations z,.

1. Dans ce travail nous donnons une nouvelle méthode d’itération
pour la résolution des équations fonctionnelles F(x) = 0. Considérons
pour cette raison la méthode clasique des hyperboles tangentes {4, 5]

2f'(@n)f (%)
21"*(@n) —""(@n) f (@n)

ou f(x) est une fonction de variable réelle. Cette méthode a été généralisée
par M. A. Mertvetzova [6] pour la résolution des équations opération-
nelles P(z) = 0, sous la forme

(21) Tpy1 = mn_QnFnP(wn)
ol

(2) Zpt1 = Tn—

Tp = [P(@a)]7'y  Qn=[I—1/2I3P"(n) [nP(xn)]”"

et P’'(xp), P"(xs) sont les dérivées de Fréchet de ’opération P(x) calculées
pour 1'élément z, ¢ X. Nous pouvons mettre en evidence que la rapidité
de convergence de la méthode (2°) est plus grande que celle de la mé-
thode (1’). Au point de vue de ’existence des inverses I, et @,, se pose
le méme probléme que dans le cas de la méthode (1').

Nous cherchons & éviter l’utilisation des inverses par conséquent
nous allons donner une nouvelle extension de la méthode des hyperboles
tangentes, qui sert & la résolution des équations F(x) = 0. Cette méthode
peut étre donné par la formule
(2") air = 20— ———— o (n=0,1,2,..).

Faulyn~d et p(z,)
F'(xy), F''(2s) représentent les dérivées de Fréchet de 1’ordre I et II pour
I’élément z, ¢ X; en outre les éléments y, ¢ X sont choisis de telle fagon
qu’ils remplissent la condition (A).

Avant d’énoncer le premier théoréme nous allons donner quelques
propriétés.
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La fonctionelle F(x) satisfait & la relation

F'" (@) (11—
F'(zn)yn

qui se vérifie immédiatement en remplacant «,.;— 2, par sa relation
correspondante de la formule (2”).

On peut constater aussi par une vérification directe qu’il existe la
relation de ,,commulativité’”’ suivante, en appliquant la formule (2"},

D) F () (@nrr— ) — 3 Y0 B () = — F (1)

(IX)  F'(@n) Yol (%) (Fn+1— Za)* = F'(n) (Xp 41— Tn) F''(@n) (T 1— Tn) Yn -
Grace aux propriétés (I) et (II) il résulte que

(3) Pul(tn)(Tpt1—Tn) =0,  Dyu(@n)(Tpi1—Xn)? = (n=0,1,2,..)

ol nous avons noté

(4) Pp(@) =Lpz—F(2)yn+ 3
et

(47) Ly = F'(zn)yn—1%

P (2p) (. — xp)
F'(0n) yn

I Plaw)yn (0 =0,1,...)

F"(mn)yn
F'(xp) yn

== F (n) (n=0,1,..).

En ce qui suit nous donnons des conditions de ’existence et de conver-
gence, qui constitute ’object du présent mémoire.

THEOREME 1. Supposons que, pour Vapproximation initiale xz,, les
conditions suivanies soient remplies:
1° Pour la dérivée de Fréchet F'(x,) il existe la délimitation

1
(@) S

el en outre la condition (A) est aussi satisfaite ou les approximations sont
calculées suocesivement par la formule (2'').
2° Nous avons Dinégalité
' & yo
F'(z,) 070 P(a,
( 0 % F wo) Yo 0)
3° Nous supposons que les dérivées de Fréchet F''(x), F'''(x) existent et
sont bornées

B, < + oo

[F@)| < K< + o0, [F"(@)]| <N <+ o0

pour toutes les x € 8(xy, r), o 8(x,y, r) est une sphére définie dans Vespace X,
ayant le centre x, et le rayon r = 29,, qui est définie par Vinégalité ||z — x|
< 2.
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4° Nous supposons enfin que
hy = BynoK < }

N
R, = [m(2+ho)+3](1+ho) <9.

Alors, si les conditions 1°-4° sant remplies, Véquation fonctionnelle
F(xz) = 0 admet une solution x* € S(x,, 7) et les approximations x, calculées
par la formule (2'’) tendent vers xz* et la rapidité de convergence est caracte-
risée par Uinégalité

1% — zall < 27"(2he)" 15 .

Démonstration. Nous montrons que les conditions 1°-4° restent
remplies si on remplace ’approximation initiale x, par z,.

a) L’inégalité
1P (@)l > [ F (@)l (1—

1" (@) — F' (@)l )
I (o)l

et la formule de Lagrange généralisée entrainent [2]

P (@) = 1F @o)[(1— BoErg) = [ (z)(1— ho)
ou
1 B,
) F @) S 1—h

=B1<2B0.

Ainsi la condition 1° a lieu pour P’approximation z,.
b) Nous avons besoin de quelques délimitations convenables:: Con--
sidérons la formule de Taylor généralisée pour P'opération D (x) définie

par (4),
(6) |\ Do(ay) — Po(Zo) — ol @) (@) — Ty) — DG (Zo) (@1 — 7l < HIDPK (Lo) Il — Tl

oll {p = Ty~ Oy(x,— ;) et 0 < 6 < 1. En tenant compte des formules (6),
(4), (3), (2"), (4') et des conditions 1°-4° il résulte que

B () (21— @) Yo

[ e F
c’est-a-dire

(7) | F(zy) | <

[ ]
Les formules (5) et (7) entrainent

- F(ay)| _ [N (2+hy)+3B,K
F @)l S 12(1— ko) (1= hy/2)

< 75 [N (2 + ho) + 3B, K75

N(2+hy) +3B,K® 4
12(1 - hy2) T

Boﬂg =9, .



Equations fonctionnelles non-linéaires 283

En utilisant cette inégalité et la condition 3° nous obtenons

F(x,)
P I

— 0,
"71\1 B0K57

(8)

ét puis en vertu de la relation (7°) et de la condition 5° nous pouvons
établir facilement les inégalites

< 2ho"]o "70/2

Par conséquent la condition 2° est remplie pour ;.

¢) La condition 3° est aussi satisfaite parce que nous verrons a la
fin de cette démonstration que x,, {, € S(zy, 27,).

d) Nous obtenons par les inégalites (8) et (5)
(9) hy < 4ho < ho < }

ainsi la condition 4° est aussi remplie.

e) Enfin par les relations B, > B, et h; < h, nous pouvons établir
Pinégalité R, < R,.

Ainsi les conditions 1°-5° restent valables pour l'approximation z,
ou les quantités B,, 7., ke, Ry ont été remplacées par B,, n,, k,, R,. Cette
situation nous permet de continuer la détermination successive des approxi-
mations z, et nous pouvons donner pour les quantités By, 7s, hn, Ry,
les délimitations

(10) Ba = 33# > Buoy,

(11) N < 2he—17n—1

(12) hn < 4hn_1 ,

(13) R,,_[ y (2+h,.)+3] (1 4Pn).
K2B,

11 résulte par les relations (11) et (12) que
(14) < 27(2he)”

En vertu de l'inégalité |z, — #»|| < 2 et de la relation (14) nous
avons

(15) [0 +p— @l < 2'7"(2he)" T (1 —27P) g, .
Alors, X étant un espace complet, it résulte par (15) qu’il existe la
limite #* = lim #,. Si p - oo nous obtenons par (15) par la délimitation
n—>00

(16) ll* — 2al| < 2'7"(2hy)
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On doit démontrer encore la propriété z,, (,-, € 8(x,,27,) utilisée
déja dans le point ¢) pour » =1, en notant {,-) =Zp—1 + Op—y(Tpn—Zp—).
En effet

llzo— @nl| < [|Zo— @l +|@1— ol + ... + | @1 — Zn|

<no+%+...+§,"; < 27,.

L’inégalité ||wy— {n-1]| < 27, peut étre démontrée similairement.
Enfin, pour terminer la démonstration, nous montrons encore que
F(z*) = 0. Si nous considérons la relation (7) pour le cas n, c’est-a-dire

N(2+hos)+ 3B K2 4
A —h,y2) ™

alors, griace & l’inégalité R,_; < 9, nous obtenons

| F (@n) | <

hs_1 n
F(za)| < & — < —
| (@)l *B,._,(l-h,._,/z)(u h,._l)" ' g2t

par conséquent si n— oo, alors |F(z,)|—>0; puis en tenant compte de
xn —>2* et de la continuité de la fonetionnelle F(x) il résulte que F(z*) = 0.

Observations. Ce théoreme représente une extension du théoréme
de M. A. Mertvetzova [6] pour le cas quand il n’existe pas les inverses
I'n, Qs qui interviennent dans le calcul des approximations. Nous pouvons
mettre en évidence qu’il résulte de la formule (16) que la rapidité de
convergence reste 1a méme que dans le cas quand ils existent les inverses
mentionnées ci-dessus.

Nous avons supposé dans le théoréeme 1 que la condition

1
T < P
est satisfaite (seulement pour l’approximation inivale x,). Il est aussi
intéressant d’étudier le cas quand cette condition est| satisfaite pour
tous les éléments # qui appartiennent 4 un domaine donné. Le théoréme
suivant est établi sous cette condition. Introduisons pour cela les mno-

tations
H =D (gh)"™"
-
ou ’
_ N@+h)EB+3
(17) ¥ =—1sa-mpy

Il est évident que H satisfait les inégalités

1

pour gh < 1.
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THEOREME 2. §i les conditions suivantes sont remplies

a) a Ueu Dinégalité 1/|F'(z)|| < B pour chaque w8, 8 étant donnée
par Vinégalité
(18) |l — ol < Hno

et encore la condition (A) est satisfaite,

B) supposons remplies les conditions 2°-3° du théoréme 1 ol S est
définie par (18),

Y) mous avons encore

h<2, hg<1l o% h=BnK,

alors Véquation fonctionnelle F(x) = 0 admet une solution x* e S(z,y, ),
r = Hy, ot les approximations x, déterminées par (2'') tendent vers z* et
la rapidité de convergence est caractérisée par la délimitation

|l&* — @al| < Hno(gh)" " .

Démonstration. Nous nous servons de la formule de Taylor géné-
ralisée pour l'opération @Dy(z), c’est-a-dire de la formule (6). En tenant
compte des relations (4), (3), (2”), (4’) et des conditions 1°-3° nous obte-
nons l’inégalité

[F(z) ___ B
IF @)l S 12(1—H2)

{N(2+h)+3EK2B}7n; = 6;

et & ’aide de cette relation nous trouvons que

F(z,)
L,

R S
= ™S 1_1BEks,

Si on utilise l’inégalité d; < 7, nous pouvons facilement déduire la dé-
limitation

B
12— @] < W{N(z + k) + 3K2B}|j@;, — a|*
ol
N(2+h)
”wﬂ—wln 12(1 h/2)2 KzB +3}”ml—w0” .

On obtient de la méme maniére

B
||:vn+1—a:,,|| QW{NW—Ph)+3K2B}|]a:,.—a7,,_1]|s .

Par cette formule on peut établir la délimitation

%41 — 2all < (gh)" 0,
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Les inégalités

n-1 s
@ — Zall < l[@o— @l + [l — @l + ... + [T -1 — all < 70 2 (gh)" ~ < Hn,

i=1

nous montrent que les approximations z, (» = 0,1,2,...) appartiennent

a la sphére S. On voit facilement que les elements ,_, appartiennent

aussi & S.

I1 résulte de la relation

nt+p—1

|Tnsp—2all < D) (g0 1o < Hupglgh)"™ ™

imn
que 7, tend vers une limite 2* ¢ S C X, parce que X est un espace complet.
Ainsi pour p > oo nous avons
l2* — @all < Hrolgh)™ " .

Enfin nous devons montrer que z* satisfait 1’équation F(z) = 0,
qui résulte immédiatement de la délimitation

N(2-+h)+3K*B

— 3
IF(mﬂ)\ < 12 (1—h/2) H‘,Dﬂ w"l“lh .

Observations. a) Ce théoréme représente une extension du théoréme
de V. E. Mirakov [7], ou la rapidité de convergence reste la méme.

b) Il résulte de la démonstration faite qu’on peut remplacer la con-
dition 1° par la condition suivante [3]

1
1+ SUp —,—— =4 < B
) ek T @
et encore a lieu la propriété
(A') | F'(@n)Ya| = |1F (@a)ll—&, llyall =1

ou ¢ est un nombre positif petit qui satisfait 1’inégalité

e<mn(:,1_1
4’A B}’
Dans ces conditions on obtient facilement la délimitation

1
o SB.
| B (2n) Y

Ainsi, en utilisant au lieu de 1° la condition 1*), la démonstration
reste analogue.
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2. Nous allons donner une application dans l’espace hilbertien
réel H. Considérons 1’équation opérationnelle

P(z) =0

P(x) étant une opération non-linéaire définie sur le domaine S C H prenant
ses valeurs en H. Introduisons les notations

= (P(@), P(x)) =I1P@)I*; Q(xn) =P'(an) P (2n)

ou P’(z,) désigne l’opérateur adjoint de P'(z;), et P’(x,) est la dérivée
au sens de Fréchet de P(x) pour 1’édlément z,. Dans ce cas nous avons

F'(wp) Az = 2(Q(2a), Aw) ,  F''(n) A2? = 2(Q'(2n) A, Aa)
et si nous choisissons encore [3]

_ Q(wn)
Y = 19 (za)|

alors nous avons rempli la condition (A). En effet,

’ __ Q(wﬂ _ TS U
P (2n) Y = 2 (Q(wn) o ﬂ)”) — 2(Q (@) = 1F'(za)],

et la formule d’itération (2'’) se présente sous la forme

1P (@n) |2

211Q () — “',QP((—j:)’I‘['; (@'(20)Q(2) , @ (20)

(2/1’) m-n.-i-l — :vn._

Q (xn).

Dans ces conditions les théorémes 1 et 2 peuvent étre formulés de la
maniére suivante:

THEOREME 1. 8i nous avons rempli les conditions suivantes, pour
Vapproximation initiale x,,
1) d existe Vopération Q(x,) pour lagquelle nous avons

1
1@ (o) !

< 2By,

2') a lieu Vinégalité

[P ()|

< Moy
L) (@) @(w0), Q)

3’) ils exristent les dérivées au sens Fréchet Q'(x), Q"'(x) et elles sont
bornées

2@ (@)l —

Q@< K, lQ@I<N pour zef,
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4’') 2B Kn <1 et R, <9, alors Véquation P(x) = 0 admet une solution
x* ¢ 8 vers laquelle tendent les approximations x,, déterminées par la for-
mule d'itération (2'') et il existe la délimitation

lo* — @alt < 2'7"(2he)" o
THEOREME 2'. 8¢ nous avons satisfait les conditions
1"") 4l existe Vopération Q(x), et
1/1Q ()l < 2B

pour tous les elements ze SC X, S btant définie par Vinégalité |x— z,|| < Hy,
2'") pour Vapproximation x, est satisfaite la relation

1P (o) I®

<7,
:}g(“’“)l'iﬁ, (@ (20)Q (), Q(0)

3'') pour les dérivées de Fréchet Q'(x) et Q"'(x) ils existent les délimita-
tions

211Q (o)l —

Q@I <K, [Q@I<N powr =zel,

4") h <2, hg <1 ou h = BnK et g est donné par la relation (17),
alors Véquation opérationnelle P(x) =0 admet une solution z*e S wvers
laquelle tendent les approximations x, données par la formule (2') et la
rapidité de convergence est caracterisée par la délimitation

llo* — all < Hn(gh)" " .
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