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ANGENAHERTE SCHWINGUNGSFREQUENZFORMELN
FUR KONSERVATIVE SYSTEME (3)

1. In dieser Arbeit untersuchen wir eine gewisse angeniherte Methode,
die zur Berechnung der Schwingungsperiode fiir die Gleichung konserva-
tiver Systeme

(1.1) §+9(y) =0, y=ylt),
dient. Diese Gleichung ersetzen wir durch eine andere
(1.2) ¥+9ap(y) =0,

fiir welche die entsprechende Schwingungsperiode sich exakt berechnen
lésst. Dabei soll aber die neue Funktion g,,(z) in entsprechendem Sinne
die vorige g(x) moglicherweise gut approximieren. Die folgenden Metriken
legen wir hier als Qualititskriterium fiir die erwigte Approximation
zugrunde: die L% Metrik

(1.3) lg—gapll = { [ (1 =272 [g(@) — gop (0) " da}
J

(der Index C bezieht sich hier auf die Tschebyschewsche Gewichtsfunk-
tion (1—a%)~'?) und die gewohnliche I* Metrik

(1.4) lg—gapll = {[ [9(2) —gap(@) P} ™.
J

1/2

Dabei haben wir als Schwingungsintervall das Intervall J = (—1, +1)
angenommen, was keine Begrenzung der Allgemeinheit bedeutet. Die
Metrik (1.3) wurde schon etliche Male in einer Reihe von Arbeiten zu
angendherten Losung von Gleichungen der Gestalt (1.1) angewendet ([2],
{31, [6]). Jene Metrik stellt eine Grundlage fiir die bekannte Methode
von harmonischer Linearisation nichtlinearer Quasielastizitdtscharakteri-
stiken dar ([4], [5]). Die Metrik (1.4) ist in der Theorie von nichtlinearen
Schwingungen bisher sehr gering angewendet worden. Sie wurde in der
Arbeit [1] angewendet, zwecks angendherter Losung der Gleichung

ij +consty +¢g(y) = gegebene Funktion von ¢,
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in der die gegebene nichtlineare Funktion g(y) durch eine einfachere
ersetzt wurde.

Es seien jetzt durch 7' und T,, die Schwingungsperioden bezeichnet,
welche den Gleichungen (1.1) und (1.2) entsprechen. Das Schwingungs-
intervall J = (—1, +1) wird vorausgesetzt.

In Punkt 3 der vorliegenden Arbeit beweisen wir, daf die Differenz
T—1T,, unter gewissen Voraussetzungen, beliebig klein wird, wenn nur die
LAbstinde” (1.3) bzw. (1.4) geniigend kleine Werte annehmen.

Daraus folgt, daBl man mit Hilfe der beiden Metriken sicher feststel-
len kann, ob die Ersetzung von (1.1) durch (1.2) nur kleine Verinderung
der Schwingungsperiode zufolge hat. In den Punkten 4 und 5 werden
manche Charakteristiken der Gestalt g(x) = x+¢&f(x) untersucht, indem
die Funktion g,,(x) als lineare bzw. intervallweise-lineare angesetzt ist.
Beide Metriken (1.3) und (1.4) sind dann angewendet; man erweist im
allgemeinen, dafl (1.3) bessere numerische Ergebnisse liefert.

Es seien nun durch y () und y,,(t) die den Gleichungen (1.1) und (1.2)
entsprechenden Losungen bezeichnet, die die Schwingungen im Intervall
J = (—1, +1) beschreiben.

Unter gewissen Voraussetzungen wurde in den Arbeiten [3] bewiesen,
daB die Gréfe

max |y () —Yap (¢)1 ’

<0,T
beliebig klein wird, wenn nur der ,Abstand” (1.3) hinreichend kleine Werte
annimmi.

Fiir die Metrik (1.4) ist ein entsprechender Satz bisher nicht bewiesen
worden.

2. Wir setzen voraus, dafl eine meflbare Funktion »(x) im Intervall
J = (—1, +1) fast iiberall positiv und endlich ist. Wir nehmen an, daf3
die Bedingung
2 (x) 1
=

=

(2.1) inf es
TeJ 1_372

‘m?
erfiillt ist, wo m eine gewisse positive Konstante bedeutet. Durch ¥V (m)

sei im weiteren die Klasse von Funktionen bezeichnet, welche obigen
Voraussetzungen geniigen. Wir sehen, da8 die Ungleichung

(2.2) 0 < v Yz) <m(1l—a®)y"" < +

fir jede beliebige Funktion ve V(m) fast iiberall stattfindet. Es sei nun
das Funktional

(2.3) t(v) = ffo"’(m)dm
J

fiir veV(m) eingefithrt. Dann gilt das
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LrMMA 1. Das Funktional t(v) ist in der Klasse V (m) positiv und
begrenzt, ndmlich

(2.4) 0 < t(v) < mm.

In der Tat, durch Integrieren der Ungleichung (2.2) gewinnen wir
direkt die gewiinschte Ungleichung (2.4).
Fiir beliebige Funktionen v,, v,¢ V(m) bezeichnen wir im weiteren

(2.5) 8(v,, v,) = sup es|vi(x)—v3(x)].
TeJ

Damit ist die GroBe 6(v,, v,) sinngemif definiert worden, da doch Funk-
tionen der Klasse ¥V (m) fast iiberall endlich sind. Jetzt beweisen wir das

LEMMA 2. Fiir eine beliebige Konstante n, welche der Ungleichung
0 <5 <1 geniigt, gilt die Abschitzung

(2.6) t(v1) —t(ve)| < ¢y mn1/2+02m377-1/26(,v” V3),

wo vy, VeV (m) und c¢,, ¢, gewisse positive Konstanten sind.

Tatsdchlich, auf Grund von Lemma 1 stellt die Differenz 4,, =
= t(v,)—t(v,) eine endliche Grofle dar. Nun, der Kiirze halber, fithren
wir die Bezeichnungen

ein. Wegen (2.2) haben wir dann fast iberall

(1) m~* < a,(x), ay(x) < + oo.

Also gemifB (2.3) konnen wir schreiben
(ii) Ay = { j
J-J

wo o, das Intervall (—1+7,1—n) bedeutet. Andererseits hat man fiir
red —dJ, eine Abschitzung

+ [} =220 (2) —a; (@) 1da,
J'l

7

jar 2 (z) —ay 2 (@) < ar (@) a5 () < 2m,
woraus die Ungleichung

(iii) | [ de|<2m [ (1—p)Pde < 8wV

J--Jy J-J,

folgt, wobei die drei Punkte die Integralfunktion in (iii) symbolisch dar-
stellen. '
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Gemil der algebraischen Ungleichung

-1z __

—1/2 -3 -3
|ay Ay / | < 3la; —a,/max {a; /2, Qg 12}7

fir a,, a, > 0, und nach (i) erhilt man jetzt die Abschitzung

a7 () —a; P (@)] < " lay (@) —aq(z)| < _m d(vy, v,)
1 2 ~ 2 1 2 ~ 2(1_$2) 19 Y2/
Es gilt also
| . m
)| [ de| < ™ 600y, 00 ,f (1—a?) e < —= 8(0,, vy).
7 2 g 2V 2y

Aus der Formel (ii) und den Ungleichungen (iii), (iv) folgt die Unglei-
chung (2.6) mit den Werten ¢, = 8, ¢, = 87 '*, womit Lemma 2 bewiesen
ist. Mit Hilfe des obigen Lemmas formulieren wir den

SATZ 1. Fiir beliebige Funktionen v,,v, der Klasse V(m) gilt die
Ungleichung
(2.7) |t(v,) —1(v,)] < em? 8 (vy, v,),

wobei ¢ = ¢,-+c¢, = 88712,

Es sei bemerkt, daf unsere Ungleichung im Falle §(v,, v,) = 0 sicher
stattfindet. Sei jetzt der Fall 0 < 8(v,, v,) < m~% so braucht man nur
in der Ungleichung (2.6) fir » = m246(v,, v,) anzusetzen. Gilt aber é(v,,
v,) = m™%, 80 niitzen wir die Ungleichung (2.4) aus, womit sich folgendes
ergibt

t(vy) —t(v)] < 2nm < 2mm? 8% (vy, v,).

Damit ist der Beweis beendet.
Wir bemerken, dafl die Grofe

(2.8) 0 (vy, v5) = 8(vy, ’02)/(1'{“6("71, ’02))

in der Klasse V(m) eine gewisse Metrik bildet. Es gilt

SATZ 2. Das Funktional t(v) gewiigt im Funktionalraum V(m) der
Holderschen Ungleichung

(2.9) lt(v;) —t(v5)] < em(L+mP) o' (vy, v,),

mit dem Exponent gleich }.

Um das zu beweisen, betrachten wir erst den Fall o (v,, v,) < (1-+m2)~".
Dann hat man (v, v,) < (1+m?)p(v,, v,), und zieht man die Unglei-
chung (2.7) heran, so ergibt sich (2.9). Andererseits, wenn g(v,,v,) >
> (14-m?)~! ist, so aus (2.4) erhilt man die Abschitzung

[8(v,) —8(v,)] < 2rm < 2mm (14-m*) 0" (v,, v,)
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und die Ungleichung (2.9) gilt stets. Auf diese Weise haben wir Satz 2
bewiesen. Natiirlich folgt daraus, dal das Funktional f(v) in der Klasse
V (m), in Bezug auf die GrofBen 6 (v,, v,) bzw. ¢(v,, v,) gleichmiBig stetig ist.

3. Es sei vorausgesetzt, dafl die Gleichung 4 +g(y) = 0 eine perio-
dische Losung besitzt, welche die Schwingungen im Intervalld = (—1, +1)
beschreibt. Unter den bekannten Bedingungen ist dann die Schwingungs-
periode 7T'(g) durch die folgende Formel dargestellt:

Z
"m o —1/2
(3.1) r(g) =v2 [ax][g(&)agl",
J 1
wo die im Intervall J summierbare Funktion g(x) die Beziehungen

1
(3.2) [g(orde >0 tix xed, [g(&)ds =0
] J

erfiillt. Im weiteren werden wir aulerdem noch die Ungleichung in der
Gestalt

1
. 2 1
(3.3) inf—— [ g(£)dE > —

xed 1—x?
x

fordern, wo m eine gewisse positive Konstante bedeutet. Durch (3.2)
und (3.3) ist eine gewisse Klasse I'(m) vollstindig definiert worden. Nun
gilt der

SATz 3. Fiir beliebige Funktionen g, und g,, welche der Klasse I'(m)
angehdren, gelten die Ungleichungen

(3.4) 1T (g:) —T(g2)| < 2em*d"*(g,—g,)
und
(3.5) IT(9,)—T(g2)| < 2em(L+m?)"2r'P(g,—g,),

wo folgende Bezeichnungen angenommen $ind:

d(h)

(3.6) d(h) = 2sup fh(w)dw m)-,

xeJ '

h = g,—4g,.

y r(h) =

Zum Beweis geniigt es zu bemerken, daBl, wenn die Funktion ¢(x)
die Voraussetzungen (3.2) und (3.3) erfiillt, die positive Funktion »(x) > 0,
wo

(3.7) v2(2) = 2fg(§)d5,
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der Klasse V(m) angehort. Ein Vergleichen der Formeln (3.1), (3.7)
mit (2.3) ergibt, dafl in unserem Falle die Gleichheit

(3.8) ‘ T(g) = 2t(v)

besteht. Der Satz 3 stellt also einen speziellen Fall der Sitze 1 und 2 dar.
Die Groflen d(g,—g,) und r(g,—g,) bilden gewisse Metriken in der

Klasse I'(m). Der Satz 3 stellt fest, daB das Funktional T(g) im Raume

I'(m) der Hélderschen Ungleichung geniigt, mit 1/2 als Exponent, im Bezug

auf jene Metriken. Destomehr ist das Funktional 7'(g) gleichmiBig stetig.
Jetzt sind die Grofen

(3.9)  |n] = {|h|dr, Iy = {2 j'hz(m)dm}”“,

J
[h] = & { f(1~w2)"”2h2(m)dm}”2
J

zu betrachten. Man beweist leicht, daB die Bedingung f hdr = 0 die
Ungleichung

(3.10) d(h) < [h[
ergibt. Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung folgt weiter
(3.11) || < Il < [A].

Daraus haben wir weiter den

ScHLUSS 1. Das Funktional T (g) geniigt der Holderschen Ungleichung,
mit fester Konstante und dem Fzxponenten 1/2, in Bezug auf die Normen
L(J), L*(J) und L&(J).

Bemerkung. Die Ungleichungen |g,—¢,| < + oo bzw. [g,—g.] <
< -+ oo muB man natiirlich zusdtzlich voraussetzen, womit die Klasse
I'(m) in eine Klasseneinteilung splittert.

Unserer Schluf folgt natiirlich aus (3.4), mit Hilfe der Abschitzungen
(3.10) und (3.11). Diesen Schlul kann man sichtbar stirken, jedoch gehen
wir hier nicht darauf ein.

ScHLUB 2. Im Raum ['(m) geniigt das Funktional T(g) der Holder-
schen Ungleichung, im Bezug auf die folgenden Metriken

(3.12) O S O P2 B (7 7Y I

1“'“‘91‘"92‘ © 14—l ’ 1+[[91—92]]
mit gemeinsamer Konstante und dem Exponenten 1/[2.
Mit Hilfe von (3.5), (3.10) und (3.11), indem man den monotonischen
Verlauf der Funktion 1/(1-+s) fiir s > 0 beriicksichtigt, kann der Schluf} 2

leicht bewiesen werden. Das Funktional 7'(g) ist also in I'(m) gleichméiBig
stetig in Hinsicht auf alle Metriken (3.12).
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4. Die bewiesenen Sitze wollen wir jetzt anwenden. Dazu setzen
wir an, daB die Funktion g(x) die folgende Gestalt annimmt:

(41)  g(@) = atef(2), f(—a) = —f(@) fir —1<o<+1,

wobei ¢ das kleine Parameter bedeutet. Derartige Funktionen werden
auch quasi-lineare ungerade Charakteristiken genannt.

Es ist leich zu sehen, dall wenn die Funktion f(x) im Intervall (—1, +1)
summaierbar und fir v = +1 stetig ist, so gehort die Funktion g(xz), fir
geniigend kleine Werte von &, der Klasse I'(y2) an. In der Tat, mit Hilfe
von (4.1) berechnet man

1 1
2(1—m2)—1fgdm =1—2:(1—a")"" [ fda.

Hinsichtlich der Voraussetzungen, die von der Funktion f(x) gemacht
wurden, ist der Ausdruck

2(1—m2)‘1f1fdw

im Intervall (—1, +1) eine stetige Funktion, die endliche Grenzwerte
fir # - 41 annimmt. Dieser Ausdruck ist also im Intervall (—1, 1)
hinsichtlich seines absoluten Betrages durch eine gewisse positive Kon-
stante A; > 0 begrenzt. Wir gelangen also zu folgender Ungleichung:

1

1
fgdm>1—|alA,>~2— fir —1<a< +1,

T

2
1—2

9
-

fiir beliebige Werte |e| < 34;', womit unsere Bemerkung erklirt ist.
Der spezielle Fall von (4.1) stellt eine lineare Charakteristik dar:

(4-2) gap(m) = (1+8l)m7

wo ! ein neues Parameter bedeutet, as von ¢ unabhingig ist. Ersetzt man
in (1.1) die Funktion (4.1) durch (4.2), so spricht man iiber Linearisierung
der Gleichung (1.1). Fiir geniigend kleine Werte von ¢ gehoren beide
Funktionen g(x) und g,,(#) der Klasse I'(y/2) an. Aus den vorigen Sitzen
folgen nun zwei Ungleichungen:

(4.3) 1T (9) —T (gap)| < const.X [|g—gqp|"

und .
(4.4) 1T (9) —T (gap)| < const X[g—gap]",

wobei wir mit Hilfe von (4.1) und (4.2)

(4.5) ”g_gap“ = le| X||f—=l=|], ":g_gap]] = g X[[f—la’]

Zastosowania Matematyki. Tom IX, z. 2 ]
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berechnen. Die obigen Formeln erkliren, da der Fehler der Anniherung
T(g9) ~ T(gyp) tir ¢ — 0 verschwindet. Das ist aber augenscheinlich, weil
T(g) - 2= und 7'(g,p) — 27 direkt gilt, was unmittelbar aus den exakten
Formeln (4.3) und (4.4) folgt. Unsere Ungleichungen kann man jedoch
nicht nur zur Abschitzung des Fehlers der Anndherung T (g9)~ T (gap)
anwenden. Sie suggerieren gewisse ,optimale” Auswahlregeln fiir die
Konstante !, wenn die Funktion f gegeben ist. Man sieht aus (4.3), (4.4)
und (4.5), daB ein ,optimaler” Wert fiir [ entweder aus der Bedingung

(4.6) |f —lx|| = minimum,

oder aus der Bedingung

(4.7) [f—1x] = minimum,

zu suchen ist. Die Forderﬁng (4.6) ergibt nach Berechnung die Formel

+1
UL fwf(aa)dm.

(4.8) (@, x) 2 -

Auf dieselbe Weise erhdlt man aus (4.7) eine andere Formel:

. [f, =]

(4.9) 1= o2l

b2
1
— f f(sin a)sin ada.
T
0

Der Kiirze halber haben wir in den obigen Formeln gesetzt:
(f1, f2) = ff1f2d-'”7 [f1, f21 = f(l_xz)—llzflfzdm-
J J

Nun erhalten wir mit Hilfe der Formeln (4.8) und (4.9) im allgemeinen
verschiedene Werte fiir . Man fragt, welche Formel bessere numerische
Ergebnisse liefert. Wir werden zeigen, daB fir ¢ — 0 die Formel (4.9)
stch als besser erkldrt.

Es ist die Schwingungskreisfrequenz o = 277! einzufiihren. Dann
aus (4.2) hat man i, = 1+e¢l, und die Formeln (4.8) und (4.9) liefern
uns die folgenden Anniherungen:

+1

3
(4.10) W = 5 f g (x)dz,

-1

2n

1
(4.11) wly = — f g(sina)sin ada,
T

0
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fir die GroBe o* = (27)*1*(g). Sogleich erkennt man in (4.11) die gut
bekannte erste asymptotische Anndherung, welche man auch mit Hilfe
von harmonischer Linearisierung erhilt. Darum werden wir im weiteren
die Anniherung (4.11) als w>¢ bezeichnen. Andererseits wird fiir die Anné-
herung (4.10) die alte Bezeichnung wip gelassen. Es wurde in der Arbeit [5 |
die folgende Beziehung bewiesen:

(4.12) wip(g) —owis = 0(e?) fir & —0.

In dieser Arbeit wurde die Funktion g(x) intervallweise stetig angenom-
men. Die dortigen Erwigungen iibertragen sich jedoch direkt auf unseren
Fall. Vergleicht man die Formeln (4.10) und (4.11), so hat man, (4.1)
wegen, die weitere Beziehung

(4.13) wap— s, = const X e,

wo der Proportionalititsfaktor im allgemeinen nicht verschwindet.

Jetzt sei vorausgesetzt, dafl fiir irgendeine Charakteristik ¢(x) der
Gestalt (4.1) und fiir eine gewisse Reihe ¢,, n =1,2,..., & — 0, die
Anniherung (4.10) der Anndherung (4.11) nicht nachsteht. Streng gesagt
heilt das, daB die folgende Ungleichung gilt:

0™ —o(?| < o™ -] fir n=1,2,...

Dann hat man aus (4.12): 0™ —o{})* = 0(c}), und die Triangelungleichung
liefert die Beziehung
(4.14) i —olP = 0(ed).

Der Ausdruck wj, —w}, ist aber linear in Bezug auf e. In Hinsicht auf (4.14)
folgt daraus wl; = w}, identisch, fiir kleine Werte von e. Damit haben
wir bewiesen, daB wenn wj, # wi, gilt, so steht die Anniherung (4.10)
der Anniherung (4.11) nach, wenn ¢ geniigend kleine Werte annimmt.

Fiir groflere Werte von ¢ betrachten wir das Beispiel mit g(x) = -+ ex?.
Wir wenden die exakten Formeln an:

T — 4(1+e) PE(k), Kk =—— fir &>0
( +3) ( )7 2(1—|—8) ur £

oder
—¢

— 4./ ~1237 2 — .
T = 4y3(2+e) 2K (k), k P

fir. £ <0.

Durch K haben wir hier das elliptische Integral erster Art bezeichnet.
Die angendherten Formeln (4.10) und (4.11) nehmen in unserem Beispiel

die Gestalt
2 2Tr 2 .3 2 2'4-: 2 3
Wap 7= —| = 1+:e, Wpe =—-—] = 1+3¢,

—7 m
Tap Tas
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an, unabhingig von den Vorzeichen des e. In Tafel 1 geben wir etliche
numerische Ergebnisse an.

TAFEL 1
2 T Tas L (1 as) Tap ¢(Tap)
-0,5 8,0086 7,948 40,008 7,510 +0,066
+1,0 | 4,7680 4,750 40,004 4,967 —0,040
+2,0 | 4,0043 3,974 40,008 4,236 —0,055
+ o0 7,4163 x e~ 12 | 7,255 x 12 +0,023 8,111 x ¢~ 1/2 —0,986

In dieser Tafel sind die Spalten 7', T,s und T, angegeben, mit deren
Hilfe der Prozentualfehler der Anniherung e(7”) = (T —T1")/T’ berechnet
ist. AuBlerdem ist eine Zeile mit ¢ — oo angegeben, welche sich auf asymp-
totische Verhiltnisse bezieht. Die oben gegebenen Formeln liefern nim-
lich die Beziehungen

-1/ " in - m 5 —1/2
fiir ¢ — oo. Nun sehen wir, dal die Linearisierung mit Hilfe der Metrik (1.3)

bessere numerische Ergebnisse liefert, als die Linearisierung mit Hilfe
der Metrik (1.4). ‘

resi ()

5. In diesem Punkte wenden wir die bewiesenen Sitze im Falle,
wenn die ungerade Funktion g,,(x) intervallweise linear ist, an, nimlich
wenn

v fiir

(5.1) (2) ° esh
. XT) =
7 Jor k(w—&)+& fir ¢ 1

//\ //\
//\ //\

Dieser Ansatz ist aus der Arbeit [6] direkt angenommen; die Grolen k
und ¢ stellen ,freie” Parameter dar. Fiir & = 0 erhilt man natiirlich
den friher erwigten Ansatz (4.2).

Wie frither, betrachten wir ungerade quasilineare Charakteristiken
g(x) = x+¢f(x). Wir setzen k = 1+&l an und bezeichnen

x—¢& fuir x =€,

5.2 he (@) =
(5.2) ¢ (@) 0 fir 0<uz<é,

wobei h(—x) = —h(z) filt. Dann kann man schreiben

(5.3) Jap (X) = +1lhe(x).
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Man sieht leicht, dall wenn nur fiir die Funktion f(z) die Vorausset-
zung des Punktes 4 gelten und wenn das Parameter I von ¢ unabhingig

ist, dann gehoren beide Funktionen g(x) und g,,(z) zu der Klasse .F(]/Z).
fiir geniigend kleine Werte von e.

Fiir solche Werte von ¢ kann man also die Anndherung 7'(¢g) ~ T (g,p)
betrachten. Wie frither sollen wir hier die Normen ||f—g¢,,| und [g—ga,l
untersuchen und fir I und £ die ,optimalen” Werte finden. Man hat
also die folgenden zwei Aufgaben zu losen:

(5.4) g —gapll = lel If —Ih¢|| = minimum,
und analog
(5.5) [9—9apl = le| [f—1heg] = minimum.

Dann sind die Ergebnisse zu priifen, um festzustellen, welche Norm eine
bessere Anndherung T'(g) ~ T'(g,p) liefert. Nun stellen wir die Berechnun-
gen Vor.

Nach elementaren Erwigungen erhialt man aus (5.4) die Gleichung

(fy he) _ (f, Pe)
(hey he) — (hey 1)

(5.6) 1=

woraus man ! und & finden soll. Ahnlicherweise bekommen wir aus (5.6)
die Gleichung

h h,
(5.7) ] — U7 E] — [f7 E] .
[hh he] [hu 1]
Wenn jetzt die Werte fiir I und £ aus (5.6) oder aus (5.7) gefunden sind,

dann ist die Funktion g,,(x) festgesetzt. Aus (3.1) und (5.3) berechnet
man im weiteren:

(58) T(ga,p) = 4"/]6 {n/Z—l—l/k a,rcsiné —&TOSinm}
mit ¢ = (L—§&)[k+(2—k) £]1+ &2

Nun tritt die erste Schwierigkeit hervor. In Hinsicht auf £ stellen
namlich (5.6) und (5.7) transzendente Gleichungen dar, welche man im
allgemeinen nur numerisch losen kann. Um das zu zeigen, setzen wir
im weiteren beispielsweise f(x) = z%. Nach einigen Bechnungen geht
dann (5.6) in

(5.9) E42 ="

iiber. Fiir 0 < £ <1 kann man daraus

(5.10) £ = 0,461339...
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finden. (In [6] ist & = 0, 4 angenommen worden). Fiir / bekommen wir
aus (b.6) und (5.10) den Wert

(5.11) . 1+HAA+E)
1-¢&

= 3,286 629...

In ahnlicher Weise betrachten wir die Gleichung (5.7). Die Berech-
nungen sind aber etwas umstdndlich. Fiir die Unbekannte & bekommt
man die Gleichung

(5.12) En+25(a){n—(=[2—a) &} = n/2—a,

wobei die Bezeichnungen & = sina, 7 = cosa und

s(a) = (j}lzsin"'ada)_l }lzsin4ada

cingefithrt sind. Daraus kann man fir 0 <& <1 den Wert

(5.13) £ =0,495...

ermitteln. Dann bekommt man fiir das Parameter [ wegen (5.7) die
Iformel

(18" — 3 (1 — g2
(1= _E[24aresin £

(5.14) = 1,870...

Hier haben wir kurz die Untersuchung der Gleichungen (5.6) und (5.7)
vorgefithrt. In Tafel 2 sind etliche Ergebnisse angegeben.

TATEL 2
€ T T B 4 Te) B €,
~0,5 | '8,0086 8,054 —0,006 7,815 +0,017
+1,0 | 4,7680 4,747 +0,004 4,813 —0,009
+2,0 | 4,0043 3,980 40,006 3,977 +0,007
+ o0 7,4163 x e~ 12 | 10,463 x ¢—1/2 -0.290 | 10,688x¢ 2! —0,310

Hier ist die Spalte 7' direkt aus Tafel 1 genommen. Die Spalte T{,}g
ist nach den Formeln (5.8), (5.13) und (5.14) berechnet worden. Der
Fehler e, ist e, = (T —T{)/TY. Ferner ist die Spalte T@) mit Hilfe der
Formeln (5.8), (5.10) und (5.11) errechnet, worauf die entsprechenden
Fehler e, kommen.

Wir konnen jetzt die Spalten fiir ¢, und e, vergleichen; man bemerkt,
daB die Fehler e, kleiner sind. Die Anwendung der Lg-Norm liefert also
auch hier bessere numerische Ergebnisse im Vergleich mit der L*-Norm.
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Man soll noch Tafeln 1 und 2 vergleichen. Dabei erhdlt man hochst
zweideutige Resultate. Es scheint, dal der Ansatz (5.1) fiir quasilineare
Charakteristiken der Gestalt ¢(z) = r+4e¢f(x) nicht am gliicklichsten
angepallt ist. Zu diesem Problem hoffen wir noch in Zukunft zuriickzu-
kommen.
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J. MIKUS and A. RYBARSKI (Wroctaw)

APPROXIMATE DETERMINATION OF VIBRATION FREQUENCY
IN CONSERVATIVE SYSTEMS (3)

SUMMARY

Let T'(g) denote the vibration period in the interval (—1, +1) of a conservative
system given by the equation ¥ +g(y) = 0 (see 3.1). In the paper the continuity of
the functional 7'(g) in certain funectional spaces is investigated. It is shown, by appro-
priate assumptions, that the functional obeys the Holder condition with respect to
the metrics L, L? and L}, (see § 3).



186 J. Mikus§ und A. Rybarski

As application, a method of approximate determination of 7'(g) is given con-
sisting in replacing the function g by a function gy, which is linear or piecewise linear.
The “free parameters” in the function g,p are chosen so that g, approximates the
function g optimally with respect to L? or L?,. The norm L} shows in the considered

examples better results. It is proved that this holds true for any function g = x4-¢f
whenever the parameter ¢ is sufficiently small.

J. MIKUS i A. RYBARSKI (Wroctaw)

PRZYBLIZONE WYZNACZANIE CZESTOSCI DRGAN UKLADOW
ZACHOWAWCZYCH (3)

STRESZCZENIE

Niech 7'(g) oznacza okres drgan w przedziale (—1, --1) ukladu zachowawczego,
opisanego réwnaniem y+g(y) = 0 (zob. 3.1). W niniejszej pracy bada sie ciaglosé
funkcjonalu T(g9) w pewnych przestrzeniach funkeyjnych. Przy odpowiednich zalo-
zeniach pokazano, Ze funkcjonal ten spelnia warunek Holdera wzgledem metryk
L, I? i L} (zob. § 3).

Jako zastosowanie, analizowano w pracy metode przyblizonego obliczania
okresu 7' (g), polegajaca na zastapieniu funkeji g funkeja liniowa lub funkecja prze-
dzialami liniowa gzp. ,,Wolne parametry” w funkeji gap dobiera sie tak, by przybli-
#ala ona optymalnie funkcje ¢ w sensie normy L2 lub Lf,. W rozwazanych przykla-
dach stosowanie normy Lé daje lepsze rezultaty. Pokazano, ze tak jest zawsze dla

funkeji ¢ = z+¢f, jeSli parametr ¢ jest wystarczajaco maly.

H. MEKYVCDb = A. PH B APCKH (Bponaas)

IIPUBJVDKEHHOE OITPEJAEJIEHUE YACTOTHI KOJIEEBAHMII KOHCEPBATHBHBIX
CHUCTEM (3)

PESIOME

O6o3naunm uvepea T'(g) mepuop koaeGamuit B mHTepBajie (—1, +1) xKoHcepsa-
TUBHON CHCTEMH 3aJaHHOUK ypaBHeHHMeM y +¢(y) = O(cm. 3.1). B paGore paccmarpu-
BaeTcd HeNpepHBHOCTh (PyHrnMonana 7T (g) B HeKOTOPHX (PYHKIMOHANBHHX HNPOCT-
paHcrBax. MIcXomsa U8 €00TBETCTBEHHHIX NpeAJIOKeHMit, AOKA3aHO, YTO 3TOT PYHKIIMOHAI
" ymonaerBopseT ycnoBuio I'exbpepa oTHocUTedbHO MeTpuk L, L% n L‘ZJ (cm. §3). Hak

npuJoKeHne uaydaerca B pabore Meron mpubanmenHoro onpeneieHusa nepuona 7T'(g),
B KOTOpOM QYyHKIUA 0 3aMensiercA JNHeAHON NIN KyCOYHO — NuHeNHO! PyHKIuMeH gap -
»CBOGOHKE napaMeTpH” QYHKIUM gop ONpPENENATCA TakuM obpasoM, uToOH QyH-
KOUA gap B CMBiCAe HOPpMH L2 muan L%, Hanay4ymuMm o6pasoM anmpoKCHMHUPOBAJA.
¢yHKuMIO g. B npuBefeHHHX NpUMepax HOpMa L}’, Jaer ayvyuine pes3yiabTarH. [loka-

3aHO, YTO 9TO CNpaBefJMBO AJAA HoGok ¢yHKIMM ¢ = x+-¢f, ecam mapamerp & mo-
CTAaTOYHO MaJl.



