L. LUKASZEWICZ i P. SZEPTYCKI (Warszawa)

ELEKTRONOWY INTEGRATOR
ROWNAN ROZNICZKOWYCH ELI

1. Wstep. Rownania Poissona i biharmoniezne wystepuja w bardzo
wielu zagadnieniach techniki. Réwnanie Poissona ma podstawowe zna-
czenie w teorii skrecania pretéw, ugiecia membrany, przewodnictwa
cieplnego, potencjalu elektrycznego, w hydrodynamice i aerodynamice
itd. R6wnanie biharmoniczne jest podstawowym réwnaniem teorii ugie-
cia plyt cienkich. Rozwigzanie tych réwnan, jak réwniez wielu zagadnien
pokrewnych, nastrecza na ogél wiele trudnosei; juz w przypadkach nieco
bardziej skomplikowanych traktowanie ich metodami rachunkowymi
zabiera duzo czasu. Aby omingé te trudnodci, buduje si¢ elektronowy
integrator rownan ezgstkowych (w skrécie ELI), kt6éry pozwoli na sto-
sunkowo latwe i szybkie znajdowanie rozwigzan wspomnianych réwnan
z dokladnodcia wystarczajgca do wiekszodei zagadniens techniki.

Aby ulatwié czytelnikowi zrozumienie zasady integratora, przypo-
minamy w rozdzialach 2 i 3 niektére wiadomokei o réwnaniu Poissona
i o jego przyblizonym rozwigzywaniu metods réznic skoriczonych.

2. Rownanie Poissona. Dla wigkszej przejrzystosci ograniczymy sie
w tym artykule do zagadnieri plaskich. Wszystkie podane rozwazania
przenoszy si¢ bez istotnych zmian na przestrzen o trzech i wiecej wymia-
rach.

Dla r6wnania Poissona

az 3
(2.1) Viu=— Fr + =f(z,y)

i obszaru @ o brzegu I" formuluje sie na.stgpujqce zagadnienie: ZnaleZé
funkecje » spelniajgea we wnetrzu G réwnanie (2.1), ciggly na G+I'1i spel-
niajgeg na brzegu I' warunek

Ou(z,y)
o

(2.2) a(z,y)u(z,y) |r+ b(z,y) =0($7?/)7

gdzie a,b,c 83 funkejami danymi, & 0u/dn oznacza pochodng funkeji «
w kierunku normalnym do I.
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Réwnanie (2.2) nazywa si¢ warunkiem brzegowym nalozonym na wu.
Gdy b=10, méwimy o warunku brzegowym pierwszego rodzajuludb zagadnieniv
Dirichleta, gdy a=0 — o warunku brzegowym drugiego rodzaju lub zagad-
nienia Neumanna, wreszcie, gdy a 0, b£0, o warunku brzegowym trzeciego
rodzaju. A

Wiadomo, ze tylko niektdre obszary i warunki brzegowe prowadzg do
rozwigzan w postaci .analitycznej. Zwykle jest mozliwe tylko rozwigzanie
numeryczne, ktore nastrgcza powazne trudnodei, jesli wymaga sie duzej
dokladnoéei lub jesli trzeba obliczyé wartosci » w wieln punktach. Jedng
Z najprostszych metod numeryeznych i najczedciej chyba stosowang jest
metoda rosmic skonczonych zwana niekiedy metodq siatek.

3. Metoda réznic skonczonych. Metoda réznic skonezonyeh dla
funkeji dwu lub wigeej zmiennych stanowinaturalne uogélnienie tej metody
dla funkeji jednej zmiennej, przypomnimy wiee najpierw jej zasade ogra-
niczajac sie dla prostoty do podzialéw na odeinki o jednakowej diu-
gosei.

Niech f(x) bedzie funkejg zmiennej rzeczywistej ¢ okreslong w prze-
dziale {(a,b)>. Podzielmy przedzial (a,b> na N réwnych odecinkéw o diu-
godei h. Punkbty podzialu maja wige wspélrzedne
b—a

_N ?
Oznaezmy f;=f(x;). Iloraz réznicowy pierwszego rzedu funkeji f w punkcie

x; okredlamy wzorem

gy=a-+th, h=

i=0,1,...,N.

1
A= (e =19

Podobnie definiujemy ilorazy réznicowe wyzszych rzedow; np. ilo-
raz Téznicowy rzedu drugiego okreslamy wzorem

1 1
Ay = 7 (4f; — Af;i_y) = W (firr +ficai—2f0).

Jedli funkeja f jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie x, to

lim A" f; = /) (a).

h=0
Widaé stgd, ze dla dostatecznie malych & ilorazy roznicowe z dowolng
dokladnogecig aproksymuja odpowiednie pochodne. Oszacowanie deklad-
nosci tego przyblizenia mozna znalezé w pracy Kantorowicza i Kry-
lowa [3]

Tdea zastosowania metody réznie skoficzonych do réwnan rézniczko-

wych z warunkami brzegowymi polega na zastgpieniu pochodnych wy-
stepujgeych w tych réwnaniach przez odpowiednie ilorazy réinicowe,
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dzieki czemu réwnanie rézniczkowe (lub uklad réwnan rézniczkowych)
sprowadza sie do ukladu réwnan algebraicznych. W ten sposéb otrzymu-
jemy uklad réwnan algebraicznyeh, w ktéryeh jako niewiadome wyste-
puja wartosei nieznanej funkeji y w punktach podziatu. Otrzymujemy przy
tym, z uwagi na warunek brzegowy, ilo§é réwnan réwng ilodci niewiado-
mych. Wartodei otrzymane z rozwigzania tych réwnan interpolujemy np.
za pomocy wielomianu. Przy dostatecznie malym b otrzymana w ten spo-
86b funkeja aproksymuje z dowolng dokladnoscia rozwigzanie Sciste. Osza-
cowanie dokladnodci mozna znaleZé w pracy [3].

Jak juz wspomnieli§my, metoda réznic skonczonych dla funkeji dwu
lub wigeej zmiennych jest prostym uogélnieniem tej metody dla funkcji
jednej zmienne;j.

Dla uproszezenia ograniczymy si¢ na razie do siatek kwadratowych
plaskich. Analogiczne rozwazania sg stuszne dla siatek przestrzennych
oraz dla siatek regularnych plaskich, tzn. siatek tréjkgtnyeh, rombowych
i szedciokgtnych.

Przypudémy, ze w obszarze plaskim G jest okreflona funkcja f(z,y).
Obszar @ pokrywamy siatkg kwadratowy o boku h, ktérg dobieramy dla
prostoty tak, by wspélrzedne jej weztéw byly postaci (ih,jh), gdzie ¢ i §
89 lezbami calkowitymi.

Oznaczmy f;=f(hi,hj). Podobnie jak w przypadku funkeji jednej
zmiennej okreflamy ilorazy réinicowe pierwszego, drugiego i wyzszych
rzedéw:

1 1
Asfy= N (fiyrg —Tu)y  Aify= W (Fiyrg + ficrg — 2fy),

1 1
Aify = 7 (foger— T ity = g (foger +Figoa —2fy) ... itd.

Tak samo jak w przypadku jednej zmiennej ilorazy te aproksymujg
odpowiednie pochodne.

Kombinujge ze sobg podane ilorazy réznicowe mozna budowaé
odpowiedniki réznych operatoréw rézniczkowych, zwane czesto preybli-
Zensami réémicowyms tych operatoré6w. Tak np. przyblizenie réznicowe
operatora Laplace’a funkeji f ma postaé

1
Vafy = Aifg + Ajfy = e (fiyrgt+Ficag+Figp+figo1— 4fy).

Jest rzeczy jasng, ze przy funkejach dostatecznie regularnych, przy-
blizenia réznicowe operatoréw rézniczkowych aproksymujg te operatory;
tak np.

lim 73 f;;=V*f (6h, h) .
h~>0

Zastosowania Matematyki 11 26
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Metoda réznic skonezonych pozwala na przyblizone rozwigzywanie
np. réwnania Poissona z réznymi warunkami brzegowymi. Podobnie
bowiem jak w przypadku réwnania zwyczajnego, zastepujac pochodne
przez odpowiednie ilorazy réznicowe mozemy réwnanie Poissona przy-
blizyé przez uklad réwnan algebraicznyeh liniowych

(3.1) Viuig=fi.

Pozostaje wyrazi¢c warunek brzegowy w réznicach skonczonych.
Zakladamy, ze punkty brzegowe siatki pokrywajacej obszar lezg na brzegu
obszaru.

Warunek (2.2) mozna napisaé¢ w réznicach skonczonych zastepujae

a(r,y) przez ay, czyli przez a(ih,jh),

b(z,y) » by, ” w  b(ih,jh),
c(w7y) ” Gif y 9 ” c(ihﬂ.h)’
u(,y) n U ” »  u(ih,jh)
oraz
%_:Z—Zeom(w,y)—l—%cosﬁ(w,y) przez lel_t:i’
ezyli przez

Ai Uy COS ayy + Aj Ui COS ,81:7- y

gdzie przez a(x,y), f(x,y) oznaczono katy, ktére tworzy wektor normé.lny
do I w punkecie (z,y) z osiami z i y, & przez ay, f; katy, ktére tworzy
wektor normalny do I' w punkcie (¢h,jh) z osiami z i ¥.

Warunek (2.2) przybiera zatem postaé

(3.2) @y Uy + b,-,(A,-ui,- CO8 oy + A,ui, GOSﬂﬂ) =0y .

A wige dla kazdego punktu lezgecego we wnetrzu ¢ mamy réwnanie (3.1),
dla kazdego za§ punktu brzegowego — réwnanie (3.2), ezyli lgeznie tyle
réwnal, ile niewiadomych. Z réwnan tych znajdujemy przyblizone war-
tosci rozwigzan w wezlach siatki pokrywajacej obszar G. Interpolujgc te
wartosci, np. za pomocyg wielomianéw, otrzymujemy rozwigzanie w calym
obszarze (. Mozna wykazaé (por. [3], gdzie podane s3 réwniez odpowied-
nie oszacowania), ze przy h zmierzajagcym do zera otrzymane w ten spo-
86b rozwigzanie jest jednostajnie zbiezne do rozwigzania dokladnego.

4. Realizacja elektryczna réwnania Poissona. Réwnanie Poissona
ma prosty interpretacje elektryezng, ktéra stanowi punkt wyjscia dla
wielu jego realizacji.

Przypusdémy, ze dany jest obszar plaski G z przewodnika jednorod-
nego o przewodnosci wilaéciwej réwnej 1. Niech u(z,y) oznacza potencjal
elektrostatyczny w punkeie (z,y) tego przewodnika. Wektor gestosei
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pragdu w punkecie (z,y) jest, jak wiadomo, okreflony przez wzér wyraza-
jacy prawo Ohmas:

jou  ou
I= —gradu = — {—, —].
gracu (am’ ay)
Rozpatrzmy dowolny element powierzehniowy s obszaru . Catkowity
prad doplywajacy z zewngtrz do elementu s wynosi

I(s) = [[divIdedy = [[V*u(z,y)dudy.
s 8
Oznaczmy przez f(x,y) gestodé pradu doplywajacego do punktu (z,y);

fo ) im 28

s,y |8 l

Na mocy twierdzenia o wartodei sredniej ealki otrzymujemy z tych
zaleznodei réwnosé

Viu(z,y) =f(2,9).

Roéwnanie Poissona wyraza zatem zaleznosé miedzy potencjalem u a ge-
stodcig pragdu doplywajacego do obszaru, a mianowicie: laplasjan poten-
cjalu w kazdym punkecie jest réwny gestosei pragdu doplywajacego z zew-
netrza do tego punktu.

Pochodng normalng du/dn w punkeie brzegowym interpretuje sie
jako gestosé pradu doplywajacego z zewnetrza do tego-punktu. Warunek
brzegowy

‘ ou
a(@,9)ul, +b(2,9) 5| =o(,9)

oznacza zachodzenie odpowiedniej zaleznosci miedzy potencjalem w punk-
cie brzegowym a gestoscip pragdu doplywajacego do tego punktu. Np.
warunek brzegowy pierwszego rodzaju okresla rozklad potencjatu na brzegu,

warunek drugiego rodzaju — rozklad gestosci pradu doplywajacego.
Zupelnie podobnie mozna interpretowaé réwnanie Poissona jako
réwnanie ustalonego rozkladu temperatury w jednorodnym obszarze G
przewodzacym ecieplo. Jesli np. na brzegu obszaru @ dany jest rozklad tem-
peratury ¢(x,y) oraz wiadomo, Ze gestosé ciepla doplywajacego z zewngtrz
do punktu (x,y) wnetrza G jest réwna f(x,y), to ustalona temperatura
we wnetrzu G spelnia réwnanie V:u=f(z,y) z warunkiem brzegowym
u|p=¢(r,y). A wiec zjawiska fizyczne rozkladu napieé i rozkiadu tempe-
ratur na obszarze przewodzacym wyrazajgy si¢ (s opisane) tym samym
réwnaniem. O takich zjawiskach méwimy, ze sa podobne albo tez, ze np.
zjawisko rozkladu napieé jest elekirycenq analogiq rozkladu temperatur.
26*
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Analogia polega na tym, Ze oba te zjawiska sg realizacjami tego samego
réwnania, a mianowicie roéwnania Poissona.

Podang realizacje elektryezng rownania Poissona niejednokrot-
nie wykorzystywano do jego numerycznego rozwigzania. Przy za-
gadnieniach plaskich postepowano np. w ten sposéb, ze dla obszaru G,
dla ktérego nalezalo rozwigzaé réwnanie, wycinano jego model, np. z cyn-
folii, a nastepnie przgjmujac w odpowiedni sposéb wartosci napieé i pradow
na brzegu mierzono rozklad potencjalu we wnetrzu. Do zagadnien prze-
strzennych uzywano wanien elektrolitycznyeh lub rteciowych o odpowied-
nim ksztalcie, w ktéryeh rozklad napieé¢ mierzono za pomocs odpowiednio
zbudowanej sondy.

Metoda ta okazala sie niedogodna przede wszystkim ze wzgledu na
trudnodci pomiarowe, tak Ze wkrétce zastgpiono ja przez metode polega-
jaca na przejéciu od eigglego przewodnika plaskiego do siatek przewodni-
kéw skupionyeh, zwanyeh w literaturze siatkami Gierszgorina.

Z matematycznego punktn widzenia przejsciu temu, jak to bedzie

dalej pokazane, odpowiada przejécie od dokladnego réwnania Poissona
do jego przyblizenia réznicowego.

5. -Realizacja elektryczna przyblizea rézniczkowych réwnania
Poissona. Interpretacje elektryczng réwnania Poissona o réznicach skofi-
czonych dla siatek kwadratowych mozna uzyskaé rozpatrujge rozklad

T = potencjaléw na siatee oporowej kwa-
[\ 3 i ::} dratowej. Schemat wycinka takiej
WA "W siatki podano na rysunku 1.

3 Zalézmy, ze w siatce na rysun-
4,y | ku 1 wszystkie opory sa jednakowe

AAAAAA AAAAAA
YYVVVYV YVVVY b\AAd

AAAAAA
AAAAAA
\AAAA A
AAAAAA

-y U
NWWA——WWW——MY | réwne r. Wezly siatki numerujemy
s . 3 . .
EE f;-] EE EE (obierajac 0dpow1e.dm(.) ukiad Wspé?-
3 P 3 rzednych) parami liezb catkowi-
< < U j—~1 o .
WWW\ 'A'A'A'A'A' —_A'A'p%) ty ch 7/.77 . . . I
s . — Niech u; bedzie potencjatem

w wezle o wspélrzegnyeh 4,j, a f
pradem doplywajacym do tego wezla
z zewnetrza. Prad doptywajgey do
wezla (¢,7) z wezla (¢+41,j) jest réw-
ny (w,1;—u;)/r. Analogicznie, prady doplywajgee z pozostalych sagie-
-dnich wezléw sg odpowiednio réwne

‘Rys. 1. Wyecinek siatki oporowej. Prad
doprowadzony z zewngtrz do punktu
(4,7) wynosi f,

Wi, 51— Yoy Uq,j—1— U5 Wim1,j— %y
r ’ r ’ r
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Na mocy prawa Kirchhoffa suma wszystkich prgdéw doplywajacych
do jednego punktu jest réwna zeru. Stad mamy

(5.1) p (Wi oy b Wi g %y jo— dtly) = gy

Z poréwnania wzoru (3.1) ze wzorem (3.1) jest widoczne, ze rozkiad
napieé w wezlach siatki oporowej kwadratowej spelnia przybliZenie réz-
nicowe réwnania Poissona. Méwimy takze, ze rozklad napie¢ w wezlach
siatki oporowej jest realizacjq elektrycenq rozwigzania réznicowego przy-
blizenia réwnania Poissona.

Na tym wlasnie opieraja sie analizatory réwnania Poissona. Ide¢
takiego analizatora podat w roku 1926 Gierszgorin [1].

Tak samo jak dla przykladu plaskiego, mozna budowaé siatki opo-
rowe przestrzenne (rys. 2).

[ZM154)

Rys. 2. Elementarny prostopadlo- Rys. 3. Realizacja v:va.runkéw

$cian siatki oporowej przestrzennej brzegowych

Podobnie jak dla modeli cigglych (rozdz. 4), mozna dla siatek oporo-
wych podaé elektryczng interpretacje (realizacje) warunkéw brzegowych.
Schemat takiej realizacji w przypadku, gdy brzeg obszaru jest prostopadty
do linii siatki, podano na rysunku 3.

Na mocy prawa Kirchhoffa speinione jest réwnanie (potencjal ziemi
przyjmujemy za zero)

Uyp—Ug_a,5 | Uy

(5'2) “f"F’L = Qy;-

Yij
Por6wnujge réwnanie (5.2) z warunkiem (3.2) oraz przyjmujge ay;= 1/R;
i by;=1/ry; widzimy, Ze spelniony jest warunek (3.2). W przypadku E;=oc
otrzymuje sie warunek brzegowy drugiego rodzaju.
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Podamy tu jeszcze, pozyteczng w niektérych zastosowaniach, elek-
tryczny interpretacje przejécia od cigglego przewodnika plaskiego do
siatki oporowej.

Zastgpieniu plaskiego przewodnika przez siatke oporows odpowiada
podziat tego przewodnika na prostokgty i nastepnie zastapienie wartosei
charakteryzujacych wlasnosei elektryczne poszezegélnych prostokatéw
przez ich wartosci §rednie, ,sku-

pione” w odpowiednich wezlach : | ""i"" L :
siatki (rys. 4). $ 13
Tak np. w przypadku przed- ﬁ—_—i_——f— | §§ —{—

stawionym na rysunku 4 poten- I T | 1 |
Cjal w W@ile (’i,j ) ¥ pl‘{@d dOp}ywa,- AAVAvAvA-i VWW AW """ﬁ_. }(‘v‘v‘v‘vr‘v‘v‘v‘v_ﬂ
Jjacy do tego wezla odpowiadaja | s | s L l
pragdom i potenejalom drednim - — ——- Eg———] —_—— s;:r ———-
dla calego prostokgta. Mamy wiec [ 3 | 2 |

1 1 {_AVA'AVAVALA'A'A'A'J ! m
(5.3) ui,-z—S—ffu(w,y)dw_dy,

|81 S Rys. 4. Zastapienie przewednika plaskiego

1 X przez elementy skupione siatki oporowej
(5.4) Iy:Iglfj I(z,y)dzdy, prostokatnej

s

gdzie |8| oznacza powierzchnie prostokata.
Opér miedzy wezlami charakteryzuje sredni opér miedzy prostoky-
tami. Mamy wiee dla oporu miedzy wezlami (¢,j) a (¢+1,7) wzér

h
(5.5) r=20,

gdzie ¢ oznaecza opér miedzy przeeiw- _
leglymi bokami kwadratu.

Podana tutaj interpretacja pozwa-
la stosunkowo latwo ustalié wielkodei
oporéw w siatce powstalej przez po-
dzial przewodnika plaskiego za pomocay
dowolnego ukladu krzywych ortogona-
Inych (rys.5). Potencjaly i prady od-
powiadajace wezlom, jak réwniez opory
wypadkowe miedzy elementami po- -
wierzchniowymi, okredlone 83 przez
te same co poprzednio wzory (5.3),
(5.4) i (6.5), gdzie przez 8 nalezy rozu- Rys. 5. Zastapienie przewodnika pla-
mieé powierzehnie odpowiedniego ele- gkjego przes elementy skupione siatki
mentu krzywoliniowego, & h i k¥ majy oporowej krzywoliniowej ortogonalnej

\ A4
}2

\
-
|
A'A'AvA'IAlA'A'A A

|
!

7\

!
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znaczenie wskazane na rysunku 5. Jak wynika z tych wzoréw, opory
i siatki maja na ogdl rézne wartosei.

Analize siatek krzywoliniowyeh mozna przeprowadzié, nie uciekajac
sie do interpretacji fizycznych, na drodze czysto matematyeznej, ktoéry
mozna znalezé w pracy [2]. Droga ta jest jednak bardziej skomplikowana
i mniej pogladowa od podanej poprzednio.

6. Pojemnosciowe zasilanie siatek. Jak wynika z poprzednich roz-
wazan, dla realizacji réwnania Poissona konieczne jest doprowadzenie pradu
o okre§lonej wielkosci do poszezegblnych wezléw siatki. Poniewaz tech-
nicznie jest o wiele latwiej uzyskaé napigcie o wielkosci danej z géry, niz
prad, postépujemy w sposéb nastepujgey:

Do kazdego wezla siatki dolagezamy kondensator o pojemnodei ¢
(rys. 6), ktéry zasilamy napieciem zmiennym F,;. Zalézmy na chwile,
ze Fy jest jedynym napigciem zasila-

. N 4 r\-q
jacym réznym od zera. Gdy opornosé 2 < / 3 ¢
pozorna kondensatora C jest dosta- 3 2
. . 3 <
tecznie duza, napigcie w weile wy wwww—
jest znacznie mniejsze od napiecia Fi
) . < < (]
zasilajacego Fy;. W tych warunkach g ¢ / 2 ¢
> >
prad plynacy przez kondensator C 2 35
. o . < <
wynosi w przyblizeniu - 2
) vA A'A'A'A'A' A'A'A'AVA'A'A'A'A' A'A'A'A'A'A'A'
Fy — ug ’ Uy
. =0 — jueFy < <
(6 1) f‘bf 1/jw0 7 i := S:
s 3 W57

a réwnanie napieé siatki ma postaé Rys. 6. Zasilanie siatki oporowej przez

(6.2) V?, sy ~ iy kondensatory O

Jest to wiec, jak poprzednio, przyblizenie réznicowe réwnania Poissona,
gdzie f; okreslone jest réwnoseig (6.1).
- Zasilanie siatek napieciem zmiennym przez kondensatory ma naste-
pujace powazne zalety w poréwnaniu z zasilaniem przez oporniki:
Po pierwsze, przy zasilaniu przez opornik, blad wzgledny przy za-
stapieniu we wzorze (6.1) napiecia Fy;—u; przez F;; wyniéstby
4
Fy:’
Przy zasilaniu pradem zmiennym przez pojemnosé, napiecie uy jest,
jak to wynika z wzoru (6.2), przesuniete w fazie o 90° wzgledem napie-
cia F, wobec czego mamy
2
)

(6.3) 6=

1 ’“ii

| Fyj— gl =/ Fig + uyy ~ | Fy| (1 t3l7,
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& wiec blad wzgledny modulu wynosi teraz

1
6.4 -

2
Uy

Fyl

Pozwala to na przyjecie stosunku u;/F,; znacznie wiekszego niz poprzed-
nio, a wige przy ustalonym F; mozemy pracowaé przy znacznie wigkszych
napieciach siatki, co jest du-
zym ulatwieniem technicz-
nym.

Po drugie, optymalne
dobranie opornofei zasilaja-
cej jest w duzej mierze za-
lezne od ksztaltu rozpatry-
- Wanego obszaru. Przy opor-
noscei rzeczywistej lub pojem-

Rys. 7. Realizacja réwnania biharmonicznego nogciowej i stalej czestotli-

wosei zasilania wymagatoby

to zmian opornikéw lub kondensatoréw w zaleznosci od obszaru. Kom-

plikacji tej mozna unikngé stosujac zasilanie pojemnodciowe ze zmien-
ny czestotliwodeia zasilania.

Zgodnie z zasadgy superpozycji, podane rozwazania nie tracg na waz-
nosei, jezeli wiecej niz jedno napiecie Fy; jest rézne od zera.

Realizacja warunkéw brzegowyech w przypadku siatek oporowo-
pojemnosciowych przebiega podobnie jak w przypadku siatek oporowych
(por. § 5).

7. Réownanie biharmoniczne. Podobnie jak to opisano w poprzed-
nim rozdziale, mozna zbudowaé prosta realizacje elektryczng przy-
blizenia réznicowego réwnania biharmonieznego z warunkiem brzego-
wym Naviera. Réwnanie to ma postad

4 4 4
(7.1) Vriu = % +2 5%& + Z;;; = f(z,y),
(1.17) ulp=o(@,y), Vulp=y(z,y).
Mozna je sprowadzié do nastepujacego ukladu dwoéch réwnan:
(7.2) Viw=f(z,y), wlr=y(zy),
(1.2") Vu=w(x,y), ulr=g¢@y).

Rozpatrzmy dwie siatki oporowe polaczone w sposéb wskazany na
rysunku 7. Na giatce I przyjmujemy warunek brzegowy oraz funkecje
zasilajaeg odpowiadajgce réwnaniu (7.2), a na siatee II warunek brzegowy
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odpowiadajgcy réwnaniu (7.2'). Jest widoezne, ze wtedy rozklad napieé
w wezlach siatki II spelnia réwnanie (7.1) z warunkami brzegowymi
(7.1°).

W ten sposob, za pomocg dwéch siatek oporowych, mozna zbudowaé
prosta i bezposrednig realizacje réwnania biharmonicznego z warunkiem
brzegowym Naviera.

8. Budowa ELIL ELI pracuje na poprzednio opisanej zasadzie rea-
lizacji elektrycznej przyblizen réznicowych réwnania Poissona. Zasto-
sowano oporniki regulowane (potencjometry) oraz zasilanie pejemnoscio-
we. W odréznieniu od aparatéw znanyeh z literatury, ELI pozwala na
zmiane czestotliwosei zasilania; zalety takiego rozwigzania podalismy
poprzednio.

Schemat blokowy ELI jest przedstawiony na rysunku 8.
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Rys. 8. Schemat blokowy polaczeni ELI. Dla przejrzystosci na tablicach 7 i 1’ zazna-
czono tylko kilka potencjometréw, a na pozostalych tablicach tylko po kilka gniazdek.
Zaznaczono réwniez polaczenia odpowiadajgee tylko dwom wezlom

ELI skilada si¢ z tablie,  mianowicie (ryé. 8) tablic potencjometrow
11i I'; dzielnikéw napieé 2, 2', 3, 3, 6, 6', 7, 7', tablic zasilania ¢, £,
5, &', tablicy zmiennych pojemnosei 8, tablicy laczeniowej 9 do réwnania
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biharmonicznego oraz tablicy do szyecial) 10. (Uzywa sie jej rowniez
do przeprowadzania pomiaréw).

Na tablicach 1 i I' rozmieszezono zmienne oporniki (potencjometry).
W skrajnych pozycjach galki potencjometru opor jest odpowiednio zero
1 nieskoneczono§é¢ (przerwanie polgczenia), co umeozliwia identyfikowanie
(zszywanie) punktéw oraz ,krajanie” siatki oporowej.

Wezly siatek polgezone 83 poprzez kondensatory z gniazdkami
tablic 41 £’ oraz bezposrednio z gniazdkami tablic 51 5. Kazdemu wezlowi
odpowiada para gniazdek polaczonych na krétko.

Tablice dzielnikéw napieé skladajg sie z gniazdek (okolo 120 gniazdek
na kazdej tablicy), do ktérych sa doprowadzone napiecia o odpowiednio
rozlozonych wartodciach. Chege np. zasilié danym napieciem pewien
okreglony wezel siatki przez kondensator, lgczymy gniazdko tablicy 4 (4')
odpowiadajace temu wezlowi z odpowiednim gniazdkiem tablicy 2 (2')
lub 6 (6’). Podobnie mozemy zasilaé wezly siatki bezposdrednio, laczge
odpowiednie gniazdka tablicy § (§') z gniazdkami dzielnika napieé 3 (3')
lub 7 (7).

Tablica 8 zawiera 60 kondensatorow o regulowanej pojemmnosei,
ktére mozna laczyé szeregowo lub réwnolegle z kondensatorami tablicy 9.

Tablicy 9 uzywa sie przy rozwigzywaniu réwnania biharmonicz-
nego. Przez zwarcie lewej pary gniazdek (por. rys. 8) uzyskuje sie poly-
czenie przez kondensator odpowiadajacych sobie wezléw tablic 1 i I'.

Tablica 10 sklada si¢ z pojedynezych gniazdek polaczonych bezpo-
srednio z wezlami na tablicach I i 1I'. Tablica ta sluzy do szycia ze sobg
poszezegdlnych czesei siatek oraz do pomiaréw napieé w wezlach siatek.

9. Spos6b uiycia. Na wstepie podamy pare uwag o modelowaniu
obszaréw za pomoec3 siatek oporowych. Czynnoéé ta odgrywa bodajze
najwazniejszg role przy rozwigzywaniu t3 metods réwnania Poissona.

Siatka taka powinna w miare moznosci spelnia¢ nastepujace wyma-
gania:

1° powinna mozliwie dobrze aproksymowaé¢ rozpatrywany obszar;

2° powinna dawaé optymalne wykorzystanie wszystkich elemen-
tow (opornikéw) stojaeych do dyspozycji.

Warunek pierwszy niejednokrotnie sklania do uzycia siatek krzywo-
liniowych.

Aby spelnié warunek drugi, stosuje si¢ czesto metode tzw. ,krajania
i szyecia”. Metoda ta polega na cigciu obszaru na czedei, ktére po dogod-
nym rozmieszezeniu ich na siatce lgczy sie ze soba (szyje).

1) Operacje szycia i krajania dokladniej wyjasniamy w rozdziale 9.
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Przyklad ilustrujagey metode krajania i szycia podano na rysunku 9.
Modelowany obszar ma ksztalt krzyza (rysunek 9a). Poniewaz tablice
ELI’ego 83 prostokatne, wiec przy modelowaniu geometryecznie podobnym
pozostaloby wiele oporéw niewykorzystanych. Dlatego rozbijamy krzyz
na ezedei I, II i 111, ktére modelujemy oddzielnie jak na rysunku 9b
i zszywamy, to znaczy zwieramy punkty oznaczone tymi samymi
numerami.,

a) b

7

.

/0““‘ "

I"‘AAIA

AN

L wwy
Rys. 9. Modelowanie krzyza

17030030

Szyecie umezliwia réwniez modelowanie powierzehni rozwijalnych
i zakrzywionych. Na rysunku 10 pokazano modelowanie sfery. Wszelkie
punkty oznaczone tym samym znakiem s odpowiednio zwarte. Punk-
ty N,N,... odpowiadajg biegunowi pélnocnemu, a punkty 8,8,... —
poludniowemu. Linie N 8 odpowiadajga poludnikom, a linie 11, 22,..,
— réwnoleznikom. Opory migdzy punktami na poludnikach sg jednakowe,
na réwnoleznikach za$ zalezag od numeru réwnoleinika.

ELI jest przeznaczony w zasadzie do bezposredniego rozwigzywania
réwnania Poissona w réznicach skonezonych z réznymi warunkami brze-
gowymi. Réwnanie to z odpowiednimi warunkami brzegowymi rozwig-
zujemy nastgpujgco: ’

Najpierw w podany sposéb modelujemy potrzebny obszar na siatce
oporowej. Funkeje prawej strony réwnania realizujemy przez doprowa-
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dzenie do gniazdek tablic 4 i 4 odpowiednich napi¢é z dzielnikéw 2, 2’
i 6, 6’. W podobny sposéb realizujemy warunki brzegowe drugiego i trze-
ciego rodzaju. Warunek pierwszego rodzaju realizujemy przez doprowa-
dzenie do gniazdek tablicy § i 5" odpowiednich napieé z dzielnikéw 3, 3,
7 i 7'. Rozwigzanie uzyskuje
N NN NN sie z pomiarn rozkladu na-
$ § 3 £ 3 £ £ 3§ £ 5§ 3 Dpieénatablicypomiarowej 10.
S S T St Réwnanie biharmoniez-
ne z warunkiem brzegowym
typu Naviera rozwigzuje sie
w ten sposéb, ze rozpatry-
wany obszar modeluje sie
jednoczesnie na tablicach 7
i I’ wuzywajae przy tym
wspoélrzednych prostokatnych
o jednakowych oczkach siat-
ki. Poszezegdlne wezly siatek
Iaczymy nastepnie za posred-
(zu®]  nictwem kondensatoréw po-
Rys. 10. Modelowanie sfery stugujge sie przy tym tablica
9 na rysunku 8. Funkeje po
prawej stronie réwnania (7.1) oraz warunki brzegowe realizuje si¢ w po-
dobny spos6b jak w przypadku réwnania. Poissona.

Mogace szybko i bezposrednio znajdowaé przyblizenia rozwigzan
réwnan Poissona i biharmonicznego z odpowiednimi warunkami brzego-
wymi, mozemy droga posrednia rozwigzywaé zagadnienia pokrewne. Jako
pierwszy przyklad mozna podaé znajdowanie wartosei i funkeji wlasnych
przyblizen réznicowych operatora Laplace’a. Wartosei i funkcje wlasne
operatora Laplace’a znajduje si¢ metoda kolejnych przyblizen.

Cigg przyblizajacy funkeje wlasng operatora Laplace’a w réznicach
skoniczonych okresla sie za pomoeg wzoru rekurencyjnego
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Von 3
ok

»

w

(9.5) Vathy=Up_1,  Unip=0,

gdzie u, jest dowolng funkcja rézng od zera. Dalsze funkeje wlasne znaj-
duje sie w podobny sposéb, przyjmujac za u, dowolng funkcje rézng od
zera, ortogonalng do poprzednio znalezionej funkeji wlasnej. Wartosei
wlasne mozna znalezé np. ze wzoru

0l
A= 2 V7 wi iz | ) U35 -
7 77

Zupelnie podobne rozumowanie jest prawdziwe dla operatora biharmonicz-
nego w réznicach skonczonych.



Elskironowy integrator réwnan rééniczkowych ELI 413

Metoda kolejnych przyblizen pozwala rozwigzywaé takze inne réw-
nania, niekiedy bardziej skomplikowane. Jako przyklad mozna podaé
réwnanie plyty cienkiej swobodnie podpartej na podiozu sprezystym.
Réwnanie to ma postaé

ViViu=ku+f, ulp=¢, Viulp=v.

Okazuje si¢, ze dla dostatecznie matych & ciag przyblizen, okreslony przez
réwnanie

(9.6) V2w, =kuy_1+f,  talr=9, Viulp=1y,

jest zbiezny do rozwi@za,nia,..

Jako przyklad réwnania nieliniowego, ktére mozna rozwigzaé metody
kolejnych przyblizenr, mozna podaé réwnanie Fermiego-Thomasa dla
obszaréw ograniczonych: '

Viu = f(u), wlp=@(,y).

Przy pewnyech ograniczeniach nalozonych na funkeje f ciag okreslony
przez wzér rekurencyjny

(97) Az“nzf(unml)’ unil’z(p(wﬂ/)

jest zbiezny do rozwigzania.

Podane poprzednio przyklady stosowania metody kolejnych przy-
blizert mozna z latwoscig przetlumaczyé na jezyk ELI’ego. Znajdowanie tu
ciggéw przyblizajgcych rozwigzanie okreslonych réwnaniami (9.5), (9.6)
i (9.7) sprowadza si¢ do kolejnego rozwigzywania tego samego réwnania
z tym samym warunkiem brzegowym przy réznych funkejach zasilaja-
eych.

10. Dyskusja bledu. W tym rozdziale podajemy Zrédla bledéw w roz-
wigzywaniu przyblizen réznicowych réwnania Poissona oraz pewne me-
tody poprawiania rozwigzan. Pomijamy dyskusje bledu spowodowanego
zastgpieniem réwnania Poissona przez jego przyblizenie réznicowe.
Pewne dane dotyczace tego bledu znaleZé mozna w pracy [3].

Blad w rozwigzaniu uzyskanym za pomocg ELI w poréwnaniu
z rozwigzaniem dokladnym przyblizenia réznicowego réwnania Poissona
wynika zasadniczo z czterech #rédel:

1° niedokladnodci siatki oporowej,

2° uzycia przyblizonego wzoru (6.2),

3° istnienia pojemnosci rozproszonych miedzy poszczegélnymi wez-
lami a ziemiy, ,

4° niedokladnodci urzgdzenia pomiarowego i zasilajacego.
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Blad wynikajacy z przyczyn podanych w 1° jest, jak wynika z ra-
chunku, mniejszy od 19,.

Blad spowodowany przez istnienie pojemnosei rozproszonych mozna
przez odpowiedni dobér ezestotliwosei zasilania uczynié mniejszym od
liczby danej z géry, w tym przypadku 0,29,.

Blagd spowodowany niedokladnofcia urzgdzenia pomiarowego i za-
silajagcego ELI jest nie wiekszy niz 0,5%.

Lgcznie dokladnosé miesci sie wiee w granicach od 19, do 29%,. Dla
zwigkszenia dokladnosci rozwigzania mozna stosowaé metode kolejnego
poprawiania rozwigzania.

Jesli na przykiad u; jest rozwigzaniem przyblizonym réwnania Pois-
sona uzyskanym za pomocg ELI, to w eelu znalezienia przyblizonej
roznicy &y miedzy rozwigzaniem dokladnym w; a rozwigzaniem u;
(tj. &;=muy—%uy) rozwigzujemy réwnanie

2 2
Vréis= fiy‘ - thij ’

przy czym V2i; jest wartodciag dokladng laplasjanu w réznicach skon-
czonych, uzyskany np. za pomocg arytmometru, z warunkiem brze-
gowym ¢&|,=0. Otrzymujemy wowezas rozwigzanie raz poprawione

U, =% + &.

Tak samo mozna znalezé dalsze poprawki, np. drugg poprawke znaj-
dujemy z réwnania
Vigs=1—Viw

z warunkiem brzegowym zerowym. ‘

Mozna wykazaé, ze przy podanym sposobie poprawiania bledy po-
szezegélnych rozwigzan w stosunku do rozwigzania dokladnego ma-
lejg tak, jak kolejne wyrazy postepu geometrycznego o ilorazie mniej-
szym od jednosei.
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A AYKAWEBUY u U, MENTHHKUH (Bapwasa)
SJAEKTPOHHBI HHTEIMPATOP JUOPOPEPEHILHAABHbIX YPABHEHHH

PESIOME

OnncaHa nocrpoennad B Maremaruveckom Mucruryre ITAH mammua, roropasn
padoTaer MO0 NPUHIUNY AHAJOTHH M HpeJgHAsHadeHa A OHICTPOro HAXOMACHMA pe-
ureHM# pa3HOCTHHX anpoxcuManuit ypapHenua IlyaccoHa ¢ rpaHMYHEIMM YCIOBHAMM
1epBOro, BTOPOTo M TPEThero Poja, a TaKiKe GHrapMOHMYCCKOro ypPaBHEHMA ¢ rpaHmd-
HHM ycaosueM Hapne. Ynorpefuasa cooTBeTCTBYMWINMEe MATEMATHIOCKHE METOAH, HAMP.
UTEPALlHIO, MOKHO PACNMPOCTPAHMTH NPHMeHeHWe 9TONM MANIMHLI Ha MHOTHE Jpyrue
poAcTBeHHHE mpolieMb. YCTPOMCTBO MAIMNHE MCXOAHT U3 NPUHIUNA 2IEKTPHYECKAX
CeTOK, pacmpefejeHHe IOTEHIMAJOB B KOTOPHX YAOBNETBOPAET MHTepecyioiee Hac
ypaBHeHHe.

HoamdecTso npegocTaBIfeMHX B pacnopfeHue yai0B — Okoxo 500; BuTe-
KaloHe W3 HETOYHOCTH 3JIEMEHTOB MAUIMHLI TOrPeIlHOCTH He npeBsimiaioT 19%-29.

L. LUKASZEWICZ and P. SZEPTYCKI (Warszawa)

ELECTRONIC INTEGRATOR OF DIFFERENTIAL EQUATIONS ELI

SUMMARY

The paper contains a description of a ¢omputer, now under construction at the
Mathematieal Institute of the Polish Academy of Sciences, working on the analegy
principle and serving for the swift selution of difference approximations of the Pois-
son equation with the boundary condition of the first, second and third kind, and of
the biharmonic equation with the boundary condition of Navier. By using suitable
mathematical methods, e.g. iteration, the applicability range of the machine can be
extended to numerous cognate problems. The construction of the computer is based
on the principle of resistor networks in which the node voltages satisfy the differential
equation in question.

The number of nodes at our disposal is about 500, errors resulting from inaccur-
racy in the elements of the machine do not exceed 19%-29.
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