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Une remarque sur les solutions bornées
d’'une équation différentielle avec pilotage

par Z. Mikorasska (Krakow)

A la mémoire de Franciszek Leja

Résumeé. Dans la note présente nous allons démontrer une condition suffisante pour
I'existence d’un pilotage borné {u, = @, (1), u, = @, (1)} tel que chaque solution y(t) de I'équation
v =f(t, y, ©,(1), 92(1)) avec la condition initiale |y(0)| < k reste bornée pour re [0, o).

Envisageons I’équation différentielle

(1) Y ©) =£(t, y(), uy, u3)

ol f(t, y, uy, uy) est de classe C' par rapport a (¢, y, u,, u;). Nous allons
donner une condition suffisante pour lexistence d’un pilotage borné

u; =@, (1), uy=0,(t) tel que chaque solution (y(r), ¢,(t), @.(t)) de
I'équation (1) avec la condition initiale

2 y(O)} <k

reste bornée pour te[0, o0).

Remarque. Il est évident qu’il suffit de donner des conditions sur
f(t, y, uy, uy) sous lesquelles il existe un pilotage (¢, (1), @, (1)) tel que

(3) f(t’ k, ?, (t)’ ‘Pz(t)) <0 pour 0<t<w,
f(t, =k, @1(0), 92(1) >0 pour 0<t.

1. HypoTHEses H. Supposons que

"‘;‘l (ta k: u)a f;z(ts k$ u)
j;‘l(t:» _k; U), Lz(t’ _ky u)
pour 0 <t < oo, |lul <R (R>0)

(1.2 f(©0,k0,00<0, f(0,~k,0,0)>0,

(1.1) >0
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(13) f;(t’ k, u) {j;q (t’ "'k’ u)uZ—fuz(t’ —ks u)ul}_
—ft(t’ _k’ u) {ful (t7 k, “)uz—ﬁ.z(t, k, u)u,} <0
pour R > ||u|| > 0.

TueéoreME T. Les hypothéses H étant admises:
(I) il existe une constante r >0, r < R, telle que chaque solution du
systéme
f(t’ kv Uy, uZ) =f(09 kv “?9 ug),

f(ta —k9 ug, “2) =f(09 —ka u?v ug),
avec |[u®| < r et avec la condition initiale ¢, (0) = u?, ¢,(0) = u3 existe pour
0<t <o et satisfait a linégalité

(1.9

(1.5) le@ll <r pour 0<t < c.

(IT) Pour le pilotage u, = @, (t), u, = @, (t) ainsi défini sont satisfaites les
inégalités (3), c’est-a-dire que chaque solution y(t) de Téquation (1) avec la
condition (2) et avec le pilotage ¢(t) satisfaisant a (1.4) reste bornée pour
0<t<oo et

ly(@) <k pour 0<t < oo.

Démonstration. De la continuité de f(¢, y, u) il résulte qu’il existe
une constante r > 0 telle que

f(O; k,u,,u) <0 pour |[ul| <r,

(16 £, —k, uy, up) >0 pour [ju] <r.

Envisageons (uf, u3) tel que |[u®l] <r et la solution @, (1), @,(f) du systéme
d’équations différentielles

_ Sk @) fu, 8 —k, @) +1 (1, —k, 9) Loy (8 k, )
Su (6 Kk @) fuy (8, —k, @) 1o, (8, k, @) £, (1, —k, @)’

_.’;(t’ _ka (O)ﬁ._L(t, ka (P)+f;(t, k7 (P)j;q (ta _ka (P)
j;al (t’ k’ (P)j;z(t, —ks (p)ﬁf;z(t’ k9 ‘p)f;al (t’ —ks (P),

avec la condition initiale

(1.8) 0, (0)=ul, (0 =ul.

Envisageons la fonction composée

¢1(
(1.7

@3 (1) =

Sk, 0, (0), 020) 6,0, f(t, =k, 0, (2), 92(8)) = 02(0).
Onaoe(00)<0, 06,(00>0
o () =fi(t, k, @)+1y, (1, k, 9) @+, (. K, @) 9%,
o2 () =£(t, =k, Q) +L, (&, —k, @)@y +1,,(t, —k, ¢) 95
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Posons par définition

u1 (t’ k’ qo)’ f;lz (t’ k’ (p)

D(t) = .
O=t, ~k, @), funtt, ~k, ¢)

On a donc

oy (1) = Ut k, 0) fu, (8, k, @) £, (8, —k, @)—

W)
=1t k, @) fu, (1, k, @) S, (1, —k, @)—
—fu (& k, @) £ (2, k, @) £, (6, —k, )+
+h (Wt k, @) fi(t, —k, @) £, (1, k, @)=
—Ju (6 k, @) £i(t, =k, @) fu, (t, k, @)+
+u, (8, k, @) (8, k, 0) £, (8, —k, @)} =0,
d’ou il vient
11O =1(t, k, . (8), @2(t)) = const = f(0, k, u®) <O.

D’une fagon analogue on obtient

o,(t) =1(t, —k, ¢, (t), ¢;(t)) = const =£(0, —k, u°) > 0.

Ainsi nous avons démontré que la solution (¢,, ¢,) du systéme (1.7) avec
la condition (1.8) satisfait a4 (1.4) et a (3). Il réste & prouver que le pilotage

= @y (t), u, = @,(t) est défini dans [0, o) et satisfait & (1.5). Supposons
que r<R. On a donc D(t) >0 pour ¢t > 0 tels que |l¢]| <r. On a

@1+ = 0101+ 0,0}

1
t, k, t, —k,
=D =£(t, k, @) £, (1, ¢) Py +

+j;(t’ _ka ¢)L2(ta k, (P)(Pl -
—f.(t —k, @) fu, (t, k, @) @2 +£i(t, k, @) fu, (t, —k, ) @2}

D( ) D Sk o) LS, (t, —k, @) @2—1fu,(t, —k, ®) 0] -
—fi(t—k, ¢)[ful (t, k, €°)¢z—f.,2(t, k, 0) 0,1}

En vertu de (1.3) on a donc

${@?+¢3} <0 pour t >0 tel que ||g|l <r, 0<t < oo,

et par suite {|¢|| <r pour 0 <t < 0.
Le théoréme T est ainsi démontré. Dans la suite allons donner un simple
exemple de l'application du théoréme T.
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2 ExempLe E. Envisageons le cas ou

(21) Sty w, u) S a@[(y—a)uy +(y—Pus1-y,
(2.2) a(r) est une fonction de classe C! pour 0 <t < o,
(2.3) a):d(®)>0 pour 01t < =%,
(24) les constantes x, B satisfont a linégalité f < .
Dans le cas envisagé on a
ul(t’ k, uy, uy), fuz(fo k, uy, uy)
uy (65 — Ky uy, us), fu, (6, =k, uy, uy)
k—a, k-§
~k—a, —k-§
= —a*()[kK2+(—0k—af—k*+(B—a) k+af]
=—a(t)-2(f—-x0)k>0

c'est-a-dire que (1.1) est satisfaite. Envisageons f (0, k, 0, 0) et (0, —k, 0, 0).
Onaf(0,k,0,00=—-k<0,f(0, —k, 0,0 =k > 0. Cest-a-dire que (1.2) est
satisfaite. Démontrons (1.3)

St kg uy, wo) LS, (1, — Kk, vy, uz)uy—
—Ju, (1, =k, Uy, w)(t, —k, uy, u)uy]—
—fi(t, =k, g, ) Loy (6 Ky gy )ty =iy (00 K, g, )0y
=2d'(t)-a(t)(B—a)(u?+ul) <0 pour ui+u3>0

=a?(1) = —a?(N[(k—2)(k+p)—(k—P)k+p)]

(cf. (2.2), (2.3), (2.4)). On peut donc appliquer le théoréme T. Dans le cas
envisagé on peut facilement évaluer r. On vérifie aisémant que r doit
satisfaire a l'inégalité suivante:

. k k
25 O<r< m‘“{|a(o)| [lk—a| +|k—B]1 |a(0) [tk +a +|k+ﬂ|]}'

Dans le cas ou la condition (2.5) est satisfaite, on a
SO, k, uy, uy) = a(O)[(k—a)u, +(k—P)u,]—k
< a0} [ik—al+|k—BlJr—k <0,
SO, —k, uy, u) = —a(Q)[(k+a)u, +(k+p)u,]+k
2 —|aO)[lk+al+|k+B)r+k >0.

Regu par la Rédaction le 28.12.1983



