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ROZWINIECIE W LANCUCH PIERWIASTKOWY
PEWNYCH MACIERZY EANCUCHOWYCH

W dziale teorii ukladéow elektrycznych, w ktorym stosowana jest
algebra macierzy ([1], [3], [4], [5]), macierzq tascuchowq nazywa sie
asymetryczng macierz kwadratowa A stopnia 2 o elementach zespolo-
nych i o wyznaczniku det A = 1. Macierze lancuchowe stuzg do jedno-
znacznego opisania pewnych wlasnofci czwoérnika. Przez czwornik nalezy
rozumieé¢ fragment dowolnego ukladu elektrycznego otwartego, ktéry ma
dostepne cztery réwnouprawnione punkty elektryczne, tworzgce dwie
uporzgdkowane pary koncéwek czwoérnika. Poéréd znanych w litera-
turze ([7], [8]) i praktycznie wykonywanych czwérnikéw ziarnistych,
szczegblng pozycje zajmuja oporowo-symetryczne czworniki linearne
bierne. Terminem tym okre§la si¢ [9] czworniki, ktére w warunkach
dopasowania falowego, przy takich samych wymuszeniach na jednej
parze koncowek, daja na drugiej parze koncoéwek identyczne odpowiedzi
dla dwu kierunkéw przenoszenia czwornika, poza tym wszelkie wyste-
pujace w czwoérniku, a zalezne od czasu, napiecia i prady spelniajg row-
nania liniowe o wspodlczynnikach. stalych oraz czwérniki te nie posiadaja
Zrédel energii elektrycznej.

W macierzowej syntezie czwornikéw linearnych biernych spotykamy
si¢ z zagadnieniem okre§lenia takich macierzy lancuchowych A;, gdzie
l=1,2,..., N, ktérych iloczyn przemienny, dla czwdérnikéw oporowo-
-symetrycznych o identycznym oporze falowym, lub iloczyn nieprze-
mienny, dla pozostalych typéw czwoérnikdéw, rowny jest danej macierzy

lancuchowej:
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Zagadnienie to bylo juz przedmiotem rozwazan Hoa [6], ktory
postugujac sie przeksztalceniami liniowymi oraz rozkladem macierzy
kwadratowej stopnia 2 na iloczyn macierzy trojkatnych, znajduje dla



188 J. Wtodek

danej macierzy laricuchowej réwnowazny iloczyn macierzy o wiasnos-
ciach prostszych niz wlasnosci danej macierzy lancuchowej. Natomiast
celem niniejszej pracy jest rozpatrzenie pewnych nowych mozliwosci
rozwiniecia w lancuch danej macierzy lancuchowej, ktéra opisuje opo-
rowo-symetryezny czwornik linearny bierny, realizowany w praktyce.
Za pomocy takiego rozwiniecia mozemy (po dokonaniu odpowiedniego
doboru warto$ci numerycznej wykladnika pierwiastkowego oraz ustale-
niu ilodci ogniw lancucha i ich miejsca polozenia w lancuch) utworzyé
taki czwornik drabinkowy, ktory speilnia z gory dane zalozenia, narzu-
cajace np. okreSlony rozklad napie¢ lub rozptyw pradéw w poszczegol-
nych galeziach wzdluznych 1 poprzecznych drabinki.

W dalszym ciggu beda brane pod uwage tylko takie oporowo-sy-
metryczne czworniki linearne, opisane macierzami lancuchowymi A4,
ktorych elementy spelmiaja nastepujace warunki:

1° A(l)u = A-(l)22§
2° Re(4gy) > 0 dla 4,j =1, 2;
3\0 det 4; = ?Z)II_A(I)12A(Z)21 = 1.

Opér falowy omawianych czwdérnikéw oporowo-symetrycznych defi-
niuje si¢ wzorem

(2) ’Jo = ]/*—A(l)lz' )
A(l‘,zl

gdzie Z, jest liczbg rzeczywistag dodatnia, a funkcje przenoszenia czwor-
nika oporowo-symetrycznego w przypadku stanu dopasowania oporami
falowymi par koncéwek pierwotnych i wtérnych okresla si¢ wzorem

(3) K'm(l) = A(l)ll_ZOA(l)2l'

Dla czwoérnikow linearnych biernych, realizowanych w praktyce,
clementy macierzy lancuchowej A; spelniaja nastepujaca nieréwnosé:

(4) Re(4Agn) > Z,Re(Agz).

Rozwazmy obecnie iloczyn dwu macierzy lancuchowyeh 4;1 4; ,,
z ktérych kazida opisuje inny oporowo-symetryczny czwoérnik linearny
bierny. Jak wiadomo [2], iloczyn dwu macierzy lancuchowych A4;i 4;,,
jest przemienny, jesli elementy tych macierzy spelniaja nastepujace
warunki:

(5) A~(Z)iy' 7 A_(l-|-1)ij dla ) =1,2,

A(Z)IZ . A(l+1)12

(6) = 7.

A(l)21 A(l+1)21
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Macierz powstala w wyniku mnozenia dwu macierzy lancuchowych
Ay 1 A4, jest macierzg lancuchows, ktora opisuje oporowo-symetryczny
czwornik linearny bierny o takim samyin oporze falowym jak opory
falowe czwornikow opisanych macierzami 4;1 4;,,.

Wprowadzmy teraz definicje pierwiastkéw macierzy lancuchowej A
opisujacej oporowo-symetryczny czwornik linearny bierny, fizyeznie reali-
Z0owany.

Definicja 1. Pierwiastkiem primogenalnym o wykladniku pierwiast-
kowym n macierzy lancuchowej A nazywamy taka macierz kwadratows
a,, dla ktérej 1° a; = A, 2° det @, = 1, przy czym miedzy elementami
macierzy A4 i a, zachodzi nastepujaca relacja:

.a'pl2 Ay,

p21 A,

Definicja 2. Pierwiastkiem apendyksalnym (') o wykladniku pier-
wiastkowym n macierzy lancuchowej A nazywamy taks asymetryczng
macierz kwadratows a,, dla ktérej 1° ap = A, 2° det @, = —1, przy
czym elementy macierzy A4 i a,, podobnie jak w poprzednie] definicji,
zwigzane 83 nastepujacg zaleznoscig:

LAY A,

Qazy Ay

Elementy pierwiastka apendyksalnego nie spelniaja nieréwnosei (4),
a wiec pierwiastek apendyksalny nie opisuje czwoérnika biernego, fizyez-
nie realizowanego.

Definicje 1 i 2 moga by¢ rowniez stosowane do takich macierzy kwa-
dratowych C stopnia 2, ktorych elementy lezace na gléownej przekatnej sg
sobie réwne (e¢;; = €,,), @ wyznacznik det C > 0. Zamiast warunku 2°
trzeba przyjaé¢, wéwezas w definicji 1 warunek det ¢, = 7|L/det C, a w de-
finicji 2 — warunek det ¢, = ~7ll/det C.

Przy wyznaczaniu wzoréw umozliwiajacych obliczanie pierwiast-
kow o dowolnym wykladniku pierwiastkowym macierzy lancuchowej
opisujacej oporowo-symetryczny czwoOrnik bierny, sugeruje sie postepo-
wanie wedlug nastepujacego schematu.

(1) Ze wzgledu na wprowadzenie dwu roéznych pierwiastkéw macierzowych,
. . . N n—a ,
autor proponuje stosowanie symboli '/Ap = a, oraz YA = aq, w ktérych odpo-
wiednia litera przy pierwiastniku wskazuje na odpowiednia grupe zalozen (pier-
wiastek primogenalny i apendyksalny).
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Punktem wyjscia jest rownanie macierzowe

A4, ZgA—zll fi11(ay1, az) ngzl(“uy ®g1)
Ay Ay, Fa1(@11y @21) f11(0115 @g1)

w ktéorym elementy ostatniej macierzy sa wielomianami dwu zmiennych
niezaleznych a,; 1 a,,. Jesli wykladnik pierwiastkowy n jest parzysty,
to funkcja fi;(a;;, a,,) jest wielomianem stopnia n zaréwno wzgledem
zmiennej a;, jak i zmiennej a,;, a funkcja f, (a1, @) — wielomianem
stopnia n—1 réwniez wzgledem kazdej z tych zmiennych. Gdy wykladnik
pierwiastkowy = jest nieparzysty, funkcja fi,(a;,, @5;) jest wielomianem
stopnia n wzgledem zmiennej zmiennej a,, oraz stopnia n—1 wzgledem
zmiennej a,,, a funkcja f,,(a,;, a,,) — wielomianem stopnia n — 1 wzgle-
dem zmiennej a,, oraz stopnia n wzgledem zmiennej a,,.
Przyrownujac elementy macierzy a" do odpowiednich elementéw
macierzy A, otrzymujemy uklad dwu réwnan algebraicznych:

2 n
Ayy Zig sy

9

Qg1 A1 l

f11(a1, agy) = Ay,

fa (@, agy) = Ay

(7)

Dla ukladu tego zmajdujemy tylko dwa rozwigzania szczegdlne,
Ap11s Opoy 1 Agi1y Gapy, takie ze spelnione sg réwnania (7) i warunki

Re(ap;) >0, Re(ap,) > 0,

8
(®) Re(ag,,) > 0, Re(agy;) >0

oraz

al,,—Z%at,, =1
(9) P11 0%p21 ,

2 2 2
Og113—2Z40g2 = —1.

Otrzymane rozwigzania dpy;,, psy 1 Gg11, g Wykorzystujemy do
wyznaczenia dwu macierzy bedacych pierwiastkami primogenalnym
i apendyksalnym o wykladniku pierwiastkowym n macierzy tancuchowej A.

Okazuje sie, ze przy obliczaniu pierwiastkOw o wykladniku pier-
wiastkowym n, gdzie n > 2, macierzy lancuchowych opisujacych opo-
rowo-symetryczny czwoérnik linearny bierny, otrzymuje sie¢ jeden i tylko
jeden pierwiastek primogenalny.

Przeprowadzmy wedlug podanego schematu obliczenia pierwiast-
kéw primogenalnego i apendyksalnego o wykladniku pierwiastkowym 2
macierzy lancuchowej A.

Obliczanie rozpoczynamy od napisania réwnania macierzowego:

Ail Z(2]A21
4, A,

2 2 2 2 2
ay,+Z503y 24204, Gy

2 2 2
2@y, ay, +Zgay

2
@y ZyGgy

23 @y
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Z wzajemnie jednoznacznego przyporzadkowania elementéw macie-
rzy a? elementom macierzy A otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan

algebraicznych:
2 2 2
a1 +Zoay; = Ay,

201109, = Ayy.

Rozwigzaniami szczegélnymi tego ukladu réwnan, ktére spemiaja

warunki (8) 1 (9), s3:

Ap11r = 57 '/ 1,-|—I/(_1~61-JZ-

(10) .
A 1 1 /=
(psy = - AT 2(Aqn —V detA)
Vo4, +Vdetd) 7o 2
oraz
—_— A()

(1)t = 5 V2( VD), oy - :

Vo(4,, —Vdetd)

7 elementéw macierzy a,; i a,;, wyrazonych wzorami (10)
latwo utworzymy macierze

|1 1 e
“ —2—1/2(A11 +VdetA) A(,?l/‘) . —VdetA) ‘l
(12) a, ——“ R L t
. V2(4, —Vdetd)  —V2(d,, +Vdetd) l
“ 1 2 2
oraz
11 ———— e e 1_'1. R
L Voia, Vaeta) 2
2 Va( An— /detd)
(13) a, —
, An  Yyou, Vaea)
VoA, —Vdetd) 2

i(11),

Obliczmy iloczyn pierwiastkéw primogenalnego i apendyksalnego
0o wykladniku pierwiastkowym 2 macierzy lancuchowej A, przy zaloze-

niu, ze 4A;, # 01 A, # 0:

o "
VAL4,, 4,1/ =2

A
Agv/A” VALAy,
12
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Macierz G(A), nazywamy geminitq o wykladniku 2 macierzy lan-
cuchowej A.

Zanotujmy dwa latwe do sprawdzenia wzory wyrazajace podstawo-
we wlasnogei geminity o wykladniku 2:

det G(A), = —det A, G(G(4y), = A.

Dwie rézne macierze kwadratowe A; i A;,, stopnia 2, spelniajace
warunki (5) 1 (6), sa wzgledem siebie geminalne, je§li

(15) G(Al)z = AZ+1
Iub
(16) G(A.,). = 4.

Jesli dwie macierze kwadratowe A; i A4;,, stopnia 2 s3 wzgledem
siebie geminalne, to jedna z nich jest pierwiastkiem primogenalnym,
druga za§ pierwiastkiem apendyksalnym pewnej macierzy lancucho-
wej A.

Shuszne jest twierdzenie odwrotne: je§li dwie macierze kwadratowe
A4;i A, stopnia 2 s3 odpowiednio pierwiastkami primogenalnym i apen-
dyksalnym macierzy lancuchowej 4, to sa one wzgledem siebie gemi-
nalne oraz

(17) Ai =4,

(18) i =4,

skad

(19) A} = Aj,,,

gdzie A; # Ay, Z réwnan (15), (16) i (19) otrzymujemy
(20) G*(4), = A}

oraz

(21) G*(A,,), = A§+1.

Poza tym 4;4;,, = G(A),, przy czym det 4;4;,, = —detA.

PrzejdZzmy teraz do okre§lenia interesujacej nas funkeji przenosze-
nia czwoérnika oporowo-symetrycznego w przypadku stanu dopasowania
falowego, dla jednego ogniwa z tancucha skladajacego si¢ z dwu takich
samych czwérnikéw, gdy dana jest macierz lancuchowa A, opisujaca
caty lancuch. Podstawiajae (10) do (3) otrzymujemy

(22) Ep = i V2(A,,+Vdetd) — —} V2(4,, —Vdet A).
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W analogiczny sposOb mozna wyznaczy¢ funkeje przenoszenia K,
dla ogniwa z lancucha skladajacego si¢ z trzech identycznych czwér-
nikéw,

e an A det A
(23) Ky = % i/2(‘”111 +3 i/detA) — -1— 1 l/ © ,
i I/2<A11+3 /det A)

lub dla ogniwa z lancucha skladajacego sie z czterech jednakowych czwoér-
nikéw oporowo-symetrycznych:

(24) K, = —;—]/]/2(Au+1/detA)+2‘i/detA _

1
- ]/]/2 (A, +Vdet A)—2}/det A.

Obliczmy pierwiastek primogenalny o wykladniku pierwiastkowym =
macierzy lancuchowej A4, 113j. A"—l, gdzie n > 2. Je§li z n—1 pierwiast-
kéw primogenalnych A™  utworzymy nowa macierz A® V"' to ma-
cierz pierwiastkowang A bedziemy mogli zastagpié réwnowaznym ilo-
czynem dwuargumentowym

(25) A=Al

Nastepnie weZmy macierz A~ obliczmy " jej plermastek primo-
genalny o wykladniku pierwiastkowym n, czyli A™ ~. W wyniku tego
dziatania i zgrupowama, n—1 pierwiastkébw w jedna macierz A"~Y*
mozemy macierz A" pr7edstaw1é w postaci iloczynu dwuargumento-
wego

(26) An_l _ Ah(n--lyn_zAh'n."2

Podstawiajac we wzorze (25) na miejsce macierzy 4~ prawg strone
wzoru (26) otrzymujemy

A — A(n_l)n—lA(n-l)n—zAn—'Z

Kontynuujae to postepowanie otrzymujemy w koncu szukany lancuch
=y 1 N
(27) A4 = A4
1 ’
zlozony z N +1 ogniw, gdzie N > 1. Lancuch tego rodzaju bedziemy
nazywali lasicuchem pierwiastkowym uporzgdkowanym o wykladniku n.
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Polozenie poszcezegldlnych ogniw w tancuchu uporzgdkowanym jest oczy-
widcie dowolne, gdyz iloczyn macierzy po prawej stronie réwnania (27)
spelnia prawo przemiennosci.

Przy nieco innym doborze pierwiastkéw primogenalnych mozemy
zbudowaé lancuch postaci

(28) A = ” A= gyl

=1

skladajacy si¢ z N +1 ogniw, gdzie N > 1. Jest to rowniez lancuch pier-
wiastkowy uporzgdkowany o wykladniku ».

Poniewaz wyznaczenie lanicucha polega na tworzeniu iloczynu ma-
clerzy z ciggu takiego typu réwnan macierzowych, w ktérych po lewej
stronie rownania jest dana macierz 4, po prawej zas pierwiastek pri-
mogenalny o wykladniku » podniesiony do n-tej potegi, wiec lancuchy
pierwiastkowe sg okre§lone jednoznacznie wzorami (27) i (28).

Autor pragnie wyrazié serdeczne podziekowanie Profesorowi Ta-
deuszowi Cholewickiemu za szczegblows recenzje i cenne uwagi kry-
tyczne dotyczace niniejszej pracy oraz Profesorowi Joézefowi Yukasze-
wiczowl za uwagi, ktére umozliwily usuniecie z pracy kilku usterek.
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. . BJIOJEK (Bapmasa)
PA3JIOXKEHHME B KOPHEBYIO LEIIh HEKOTOPBIX IIEITHBIX MATPUIL

PE3IOME

B paGore onpegenseTcA MHOHATHE NPUMOIEHAJNBHOT0 M ANNEeHAMKCAIBHOIO
KOpHe#t KBajgpaTHoii Marpulsl A BIODPON CTemend, B KOTOPOH 9JeMEHTH TIIIaBHOIL,
AnaroHajm paBHB MexAy coloif, ¥ MMcIolICHi ompejennTedab paBel ejauaune. Pac-
CMOTpeHa cXeMa, Jaoliad BO3MOMKHOCTh BBIYNCIEHNA TAKUM o0pasoM onpepmedeHHBIX
Kopueil. OmnpefensercA reMUHHTA C IIOKasarTedeM 2 U ONNCHIBAIOTCA €& OCHOBHEIE
cBoiictpa. llpuBegenn gBe (QOopMyIHl pa3jiokeHUA faHHON Marpuuu A B ymopApjo-
YEeHHYI0 KOPHEBYIO I[€Ilb.

J.J. WLODEK (Warszawa)
THE EVOLUTION OF CERTAIN ITERATIVE MATRICES INTO A ROOT CHAIN

SUMMARY

The paper gives the definitions of primogenale and appendixale roots of second
degree square matrices A which have equal diagonal elements (4,, = A4,,) and a unit
determinant value (det A = 1). A scheme is given allowing the calculation of these
roots. Also the definition of a geminita of order 2 is given and its fundamental pro-
perties are derived. Two formulas for the evolution of the given matrix 4 into an
ordered root chain are given.



