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PRAWDOPODOBIENSTWO, WIAROGODNOSC T MOZLIWOSE

Przedmiot niniejszej pracy jest zwigzany z nazwiskiem Tomasza
Bayesal). Zwigzek jest istotny, bo Bayes nie tylk§ odkryt sposéh
obliczania prawdopodobienstw przyczyn, ktéryeh skutki obserwuje-
my, lecz takie byl pierwszym, w ktérym to odkrycie wzbudzilo
watpliwogei.

1. Przypomnijmy klasyczny wzor Bayesa. Niech 4,B,C,...,N
bedzie kompletem wylaczajacych sie nawzajem ewentualnosei;
nazywamy je przyezynami zjawiska Z, ktoérego zajscie zaobserwo-
walismy. Chodzi o prawdopodobienistwo a posteriori P,(A) tego,
iz to wlasnie A (anie B,C,... lub N) poprzedzilo Z. Znane sg z za-
lozenia tak zwane prawdopodobietstwa aprioryczne P(A), P(B),...
..., P(N), czyli prawdopodobienstwa kaidej 2z ewentualnogeci
A,B,...,N zanim zaobserwowano ,,skutek’ Z, i znane s3 tak zwane
pmwdopodobieﬁstwa, warunkowe P (Z),Pg(Z),...,Pn(Z) — tun P4(Z)
oznacza prawdopodobienstwo faktu, ze po A nastapi Z, Pg(Z)
prawdopodobienistwo, ze po B nastapi Z, ete. Regula Bayesa wyra-
za P (A)przez znane prawdopodobienistwa aprioryczne i warunkowe:

P(A)P4(Z)

W Pl = P(A)P4(Z)+ P(B)Py(Z)+ ...+ P(N)Py(Z)

Regule (1) nie mozna nic zarzucié z formalnego punktu widzenia,
ale rzadko sie zdarza sytuacja, w ktorej mozna ja zastosowaé po-
prawnie do realnych zagadnien, bo zwykle nie sa znane prawdopo-
dobienistwa aprioryczne. Ciekawym wyjatkiem jest dochodzenie
ojcostwa przed sgdem: dzigki badaniom Hirszfelda obejmujacym
przeszlo dwa tysigce spraw o orzeczenie ojcostwa udalo sig obliczyé
weale ‘dokladnie prawdopodobiefistwo apriorvezne, ze pozwany

1} T. Bayes, An essay towards solving a problem in the doctrine of chanees,
Philosophical Transactions 53 (1763), p. 370.
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o alimenta jest ojcem — wynosi ono (w Polsce przedwojennej)
okolo 709,2). Tutaj prawdopodobienstwo aprioryczne odnosi sie
do momentu zarzgdzenia ekspertyzy serologicznej, ale przed pozna-
niem jej rezultatu Z; po ekspertyzie mozna obliczyé z wzoru (1)
prawdopodobienstwo a posteriori Pz(A), ze pozwany jest ojecem
dziecka, w ktdérego imieniu wniesiono pozew o alimenta — wlagnie
to prawdopodobienstwo a posteriori interesuje sedziego. Ale nie
o wyjatkach mamy tu méwié, lecz o tych codziennie powstajgcych
sytuacjach, w ktorych nie znamy prawdopodobienstw apriorycz-
nych. Dostareza takich sytuacyj niemal kazde badanie przyrodnicze
lub techniczne, bak, ze zagadnienie uratowania wzoru (1) lub zasta-
pienie go przez inny wzér jest fundamentalnym problematem in-
dukeji przyrodniczej i wnioskowania statystycznego. Takie typowe
pytanie, ile jest chorych na gruzlice w miedecie, w ktérym zbadano
10 osob wybranych na chybil-trafit i znalezione 2 chore, albo ile
jest w magazynie dobrych pretéw do zelbetu, jezeli zbadano wytrzy-
mato$é 10 z nich i 2 okazaly sie za slabe, réznig sie tylko pozornie —
ich tred§é matematyczna jest jednakowa i malezy do problematyki
niniejszej pracy. W zadnym z tych przykladéw nie znamy prawdo-
podobienstw apriorycznych. :

Bayes radzil sobie w takich sytuacjach postulatem, ktéry
nazwiemy jego nazwiskiem i oznaczymy literg 3. Przyjmuje on mia-
nowiele, ze rozklad prawdopodobienstw apriorycznych jest réwmno-
mierny, to znaczy, ze liczby P(4),P(B),...,P(N) s3 sobie réwne.
W przykladzie dochodzenia ojcostwa sa tylke dwie ewentualnodci,
A i B (pozwany jest ojecem, nie jest ojcem). Postulat Bayesa orze-
kalby zatem, ze P(A)==P(B)=10,b0. Rzeczywidcie, niektorzy antro-
pologowie postugiwali si¢ wzorem (1) zakladajge P(A4)=0,5, lecz
nie zdawali sobie sprawy z tego, ze uzywaja reguly Bayesa i jege
postulatu — tym mniej mozna ich podejrzewaé o $wiadomosé,
ze dotkneli zagadnienia zasadniczego. W tym przykladzie postulat
Bayesa jest wrecz falszywy, gdyz jest P(A4)=0,70, jak wyzej wspo-
muielismy. W przykladzie pretéow do zelbetu postulat Bayesa ozna-
czalby, ze wystepuja z rowng czestodcia partie pretow o jakosei
1%, 2%, 3%,...,100%,; taka hipoteza ani nie da si¢ uzasadnié teo-
retycznie, ani nie wskazuje na nig dodwiadczenie.

) H. Bteinhaus, O dochodzeniu ojcostwa, Zastosowania Matematyki
1 (1953), str. 67-82.
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Powiedzmy od razu, ze postulat Bayesa mnie budzilby sprzeci-
wow, gdyby stosowano go do przypadkéw, w ktérych réwnomier-
no$¢ ma uzasadnienie empiryczne lub teoretyczne, lub do takich,
w ktorych przyjmuje sie go za hipoteze roboczg az do czasu, gdy
doswiadczenie wykaze, jaki jest rzeczywisty rozklad aprioryeczny.
Tymezasem najezesciej przyjmuje sie ten postulat w roli dogmatu —
jest on najpotrzebniejszy wladnie wtedy, gdy nie ma wecale nadziei,
ze okaze sie zgodny lub sprzeczny z rzeczywistoscia. Weimy przy-
kiad nowego leku. Jaki sens ma tutaj przyjecie réwnomiernego
rozkladu sity leku? Znaczyloby to, Ze réwnie czesto pojawiaja sie
w laboratoriach nowe leki o sile od 109, do 15%, jak leki o sile od
55% do 609, ete. Ta hipoteza nie bedzie nigdy ani zbita, ani spraw-
dzons, bo lekéw przeciw danej chorobie jest mato, kazdy pochodzi
z innej epoki naukowej i wnioskowanie ze starych lekéw surowico-
wych na nowy lek syntetyczny, ktéry ma zupelnie inne oparcie
teoretyczne, jest sztuczne i niezgodne z rozsgdkiem.

2. Dogmat réwnomiernosei, czyli postulat Bayesa, obudzit
namigtny sprzeciw angielskiej szkoly statystycznej. Odnowiciel
statystyki R. A. Fisher stworzyl koncepeje ,,fiducial probability’’,
a polski uczony Jerzy Splawa-Neyman, ktéry rozpowszechnil
w Stanach Zjednoczonych nowsze metody statystyczne, wprowadzit
pojecie ,przedzialu ufnosci” (zauwaimy, ze nazwa ,confidence
interval” powstala z przetlumaczenia terminu polskiego na angiel-
ski). Juz przed druga wojna $wiatows przyjelo si¢ powszechnie
mniemanie, ze tylko te nowe koncepcje, wolne od postulatu Bayesa,
sg poprawne. Totez znakomity znaweca rachunku prawdopodobien-
stwa W. Feller przyrownuje zwolennikéw reguly i postulatu Bayesa
y»Ktorzy jej uzywaja z racji jej logicznej dopuszczalnodei i zgodnosei
% naszym sposobem mys$lenia’ do ,,Platona, ktéry uzywalt argu-
mentu tego samego typu, by udowodnié istnienie Atlantydy®...Kon-
kluduje: ,,...wspoélczesna teoria testow statystycznych i estymacji
jest muiej intuitywna, ale bardziej realistyczna. Mozna j3 nie tylko
bronié, ale i stosowad”.3) Jest charakterystyczne w podreczniku,
Fellera zepchnigcie reguly Bayesa do petitu.

Jak juz méwili$my, dylemat ,,pro czy contra Bayes?’ nie jest
blahy, bo obejmuje szerokie pole zastosowan od geodezji do medy-

®) W. Feller, An Introduction to Probability Theory and its Applica-
tions, New York 1950, str. 85.

1.
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cyny; nie zapominajmy o tym, ze zaréwno zatwierdzenie zdjecia
geodezyjnego obszaru, na ktérym ma stangé miasto, jak dopuszeze-
nie do uzytku krajowej penicyliny wymagaja wnidskowania o praw-
dziwych wielkosciach ze spostrzezen obarczonych bledami — w pier-
wszym przykladzie sg takimi wielkodeiami prawdziwe wspolrzedne
punktow orientacyjnych, w drugim sila penicyliny. Zamet na tym
polu jest tym wiekszy, ze zanim przyrodnicy, lekarze i inzynierowie
nauezyli si¢ reguly Bayesa, juz zakazano im nia sie postugiwadé;
wielu z nich sadzi, ze chodzi tu o spory terminologiczne matematy-
kow bez praktycznego znaczenia. W zakresie statystycznej kontroli
jakosci powstala Walda analiza sekwencyjna omijajaca regule
Bayesa; korzysci, jakie daje zasada sekwencyjna, przypisano
odrzucenin tej reguly i uznano za nowy argument przeciw mniej?).
Z obozu jej obroncow uszli niemal wszyscy powazni matematycy ®),
a pozostali w nim niemal sami tacy, co nie zrozumieli zarzutow
nowej szkoly. Dla krotkodei nazwiemy nowg doktryne teoriq wia-
rogodnosei. Jeden tylko Norbert Wiener®) ofmielil sie¢ nazwaé jg
ytrikiem terminologicznym”. Niezaleznie od niego J. Oderfeld
zwrocil uwage na podobienstwo przepiséw postepowania w  sta-
tystycznej kontroli jakosei wynikajgcych z reguly i postulatu Bayesa
do przepiséw wynikajacych z nowej teorii’). To zachgcilo mnie do
przestudiowania podstaw statystycznej kontroli jakodei: okazalo
sig, ze ze znanych sposobow zaden nie ma zasadniczego prymatu,
2 réznig sie od siebie tylko mniej lub wiecej skutecznym zamaskowa-
niem arbitralnyeh hipotez®). Obecnie chce zajaé sie wzajemnym sto-
sunkiem miedzy regula i postulatem Bayesa a odpowiednikiem
tych sposobow w nowej teorii.

Tu powstaje trudnosé¢ przez to, ze w podrecznikach spotykamy
rézne terminy, jak ,likelihood”, , verisimilitude”, ,fiducial pro-
bability”’, ,,confidence interval”, z ktérych zaden nie jest szukanym

Yy H. Steinbaus, Quality control by sampling, Colloquium Mathema.-
ticurn 2 (1951), str. 98-108. Por. § 7 na str. 105-7.

%) Pozostal znany astronom H. Jeffreys, antor ksigzki Theory of Pro-
bability, Oxford 1948,

%) Zdanie Wienera zacytowane w ¢) na str. 104 z jego ksiazki Cybernetics,
New York 1948, ze str. 109.110. '

) J. Oderfeld, On the dual aspect of sampling plans, Colloquinm Mathe-
maticum 2 (1951), str. 89-97.

‘} H. Steinhaus, Podstawy kontroli statystycznej, Zastosowaunia Mate-
matyki 1 (1953), str. 4-27.
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odpowiednikiem. Nie troszczge si¢ o wiernosé tlumaczenia ani
o zgodnosé z przyjeta terminologia, bedziemy musieli okreslié sami
koncepcje wiarogodnosei, ktora to wielkosé zastepuje w teorii Fishera
prawdopodobienstwo przyczyn i stanowi fundamentalne pojecie
nowej doktryny. Wyjasnimy je na przykladzie.

Niech pewna typowa reakecja zwierzecia do$wiadczalnego zalezy
od nieznanej zawartosci x pewnej substancji w 1 em? krwi pobranym
z badanego czlowieka 1 zastrzyknietym zwierzeciu i niech prawdo-
podobienstwo, ze reakcja zajdzie, rodnie wraz z x. Jezeli na n zwie-
rzat doswiadczalnych m wykazalo reakcje (a n—m nie), to ex defi-
nttione nazwiemy wiarogodnosciq hipotezy, iz u badanego pacjenta
jest x<a, prawdopodobienstwo tego, ze zawartosé a te] substancji
u pacjenta da w n probach wiecej niz m razy owg reakeje. Oto tresé
wylaskana z réinych tekstéw panujacej szkoly — nie latwo ja zna-
lezé.

3. Przedyskutujemy najpierw pojecie wiarogednosci na innym
przykladzie, w ktérym obserwacja moze dawaé¢ wszelkie wartosei
rzeczywiste (a nie tylko skonczenie wiele, jak w doswiadczeniu wyzej
opisanym). Takim przykladem jest polozenie punktu materialnego
na prostej materialnej zaopatrzonej w skale. Prawdziwe polozenie
punktu odpowiada cesze x skali, lecz x nie jest znane, obserwacja zas
daje rezultat £;& —ax jest bledem obserwacji. Znamy prawdopo-
dobienistwa bledéw, a mianowicie funkeje p(w,¢), ktéra pozwala
obliczyé prawdopodobienistwo, iz polozenie # da obserwacje & nale-
zgcg do przedzialu (&, &+ 4&> ; to prawdopodobietistwo jest

p(a, &)AE+o0(4E) 7).
Moglibysmy uwypuklié¢ przyklad przez specjalizacje funkeji p (s, &),
przyjmujge np.

(2) P (41)7 ‘E) = = ——(.1:—5)2/10?,

co odpowiada normalnemu rozkiadowi bledéow. Ta specjalizacja
jest zbedna; do naszych celéw wystarczy zalozenie, Ze gestosé p
jest nieujemng i ciggla funkejg bledu &—ux,

(3) plx, §)=f(&—x),

*) Symbol o(x) oznacza wielkosé, ktora podzielona przez x dazy wraz
%z x do zera.
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ize
(4) fmp(w,é)_d&zl

dla kazdego x. Zalozenie (4) jest matematycznym odpowiednikiem
pewnosci, ze dla kazdej wielkofei # otrzymamy jaka$ obserwacje &,
co jest oczywiste.

Zauwazimy, ze gestosé (2) odpowiadajgca normalnemu rozkla-
dowi bledéw (z bledem $rednim niezaleznym od mierzonego )
spelnia powyzsze zalozenia; spelnia je takze gestofé odpowiadajgca
obserwacji-& bedacej drednig z k& mniezaleznych obserwacyj &
(¢=1,2,...,k), jezeli kazdej z nich odpowiada jedno i to samo p spel-
niajace zalozenia.

Typowe zagadnienie brzmi teraz: Jezeli obserwacja iksa data
£=b, jakie jest prawdopodobienstwa, ze »<<a? To prawdopodobier-
stwo oznaczymy przez P(x<a;f=b). Aby tu zastosowaé regule
Bayesa (1), trzeba znaé aprioryezne prawdopodobienstwo F(a),
ze jest x<a, czyli prawdopodobienstwo tej nier6wnoseci sprzed ob-
serwacji. F(a) mozna nazwaé apriorycznym rozktadem zmiennej
losowej x.

Przeciwnicy reguly Bayesa moéwig, ze

1° nie znamy F(a), a nie wolno za F wzigé jakiej§ dowolnej
funkeji, np. rozkladu réwnomiernego, ktory zresztg mnie istnieje,
gdy zmienna losowa x nie jest ograniczona; .

2° postulat Bayesa rozkladu réownomiernego prowadzi do
sprzecznosci;

3° poniewaz x nie jest zmienng losows, wiec wzor (1) nie ma
odpowiednika w prawie wielkich liczb, ktory by nadawal mu sens
gtatystyczny;

49 reguly Bayesa mozna uzywaé tylko wtedy, gdy sie zna
prawdopodobienstwa warunkowe P, (Z),Pg(Z),..., cO wymaga —we-
dlug klasycznej definicji prawdopodobienstwa warunkowego — zna-
jomosci prawdopodobienstw P(AZ), P(BZ) itd., a wiec znajomosei
lacznego rozkiadu pary zmiennych losowych (X, Y), z ktérych X
przebiega wszystkie przyczyny, takio jak A,B,C... itd.,, Y zas$
wszystkie skutki (takie jak Z,Z’,Z" etc); wtedy jednak wzor (1)
jest zbedny, bo szukana lewa strona Pz(A4) jest po prostu ilorazem
P(AZ)| 3P(XZ);
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5° wzor Bayesa jest bledny, bo gdy zaszedl skutek Z, to albo
zaszla byla przyczyna A, albo nie, wiee jej prawdopodobienstwo
a posteriori P,(A) moze byé tylko albo 1, albo 0, wbhrew wzorowi (1);

6° regula Bayesa jest zbedna, bo sa inne metody uniwersalne
1 wolne od zarzutéw.

Inna metoda, o ktérej mowa w 6° polega na koncepeii wiaro-
godnosei. Nie daje ona wcale odpowiedzi na pytanie, ile wymnosi
P(x<a;&=Db), lecz okredla wiarogodnosé Wix<a;&=b) faktu, ze
jest z<a, gdy &=b, przez relacje

(5) W(r<a;E=b)=P(£>b;x=a).

. Obliczanie prawej strony (5) nie wymaga znajomosci funkeji #(a),
gdyz

(6) P($>b;w=a)=pr(a,t)dt,
S

co wynika bezpodrednio z definicji funkecji p. Nowa metoda okresla
wiec jednoznaczuie pewien parametr statystyczny W jako funkeje
a i b, jak wynika z (5) i (6),

(M W(w<a;§=b)=}0p(a,t)dt,
b

ktéry to parametr nazwali§my wiarogodnoscia faktu, ze z<a,
gdy &=b. Nie jest on weale prawdopodobienstwem tego faktu,
lecz prawdopodobienstwem innego faktu (ktory nie zaszedl) prazy
innym warunku (o ktérym nie twierdsi sie, ze jest spelniony). Jest
to wige parametr konwencjonalny, mierzacy stopien zaufania,
na ktore zasluguje hipoteza, iz jest x<a, gdy zaobserwowano &=b.
Ta konwencja moze tylko wtedy pretendowaé do uzytecznosei,
gdy funkeja f(a,b)=P(£>b; x=a) dla kaidego b jest niemalejgca
funkcjg zmiennej a¢ — chcemy bowiem, zeby wiarogodnoéé konse-
kwencji byla co najmniej taka jak wiarogodnosé racji; poniewaz
dla a,<a, nieréwnosé r<ae, implikuje w<a,, chcemy, zeby bylo
W(r<a,;E=b)=W (r<a,;E=b), a to i (5) zmusza do przyjecia
wyzej podanego warunku dotyczacego f(a,b); ten warunek wecale
nie wynika automatycznie z tego, ze P jest prawdopodobienstwem.

Obliczmy teraz P(x<a;&=>b) wediug klasycznej reguly Bayesa
przy postulacie O3, to jest przy réwnomiernym rozkladzie aprio-
rycznym zmiennej losowej x. Wobec mnieskonczonoscei przedzialu
uzyjemy aproksymacji; zalozymy wpierw réwnomiernosé w prze-



156 H. Steinhaus

dziale {0|<T a potem we wzorze Bayesa przejdziemy z T do oo.
Niech zatem prawdopodobieristwo aprioryczne, ze = lezy w prze-
dziale {w,,xy+dx) bedzie g(x)dr i niech

127 dla  |o| <T)

(8) ”(w):{ 0 dla (x| >T.

Reguia Bayesa daje
[-g(@)p(x,b)db -dw J9(x)p(w, b)dx
(9) Pla<a;é=b)= e = T2 .

Granica wlamka (9) dla 7> co jest — wobec (8) -

a

S p(t,bat

~—00

oo b

Jp(t,b)dt

—00

a zatem — wobec (4) — wyrazenio

(13

[ p(t,b)dt.
—o0
Oznaczmy przez Py, lews strong wzoru (9) a przez Pqg; graniczng
je] wartodé dla T-» co, a bedzie, w mysl poprzedniego zdania,

a

Poy(e<a;é=b)= [p(t,b)dt,

—00

z czego przoz podstawienie w=a-+b—t wyniknio dzieki (3)

(10) Pc';j(a;<a;5::b):fp(a,u)du.

b

Poréwnujace relacje (7) 1 (10) otrzymujemy
(11) W(r<a;&=b)=Py(z<a;E=b).

Nazwijmy mosliwoseiq prawdopodobienstwo P:3 po prawej stro-
nie (11); ten nowy termin ma przypominaé, ze nie jest to prawdo-
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podobieristwo obliczone bez hipotez, lecz przy postulacie 3. Zamiast
symbolu Pqg; uzyjmy litery M, a bedzie '

(12) M(2< a; E=bj=W (z<a; £=b).

A wige w przykladzie tu traktowanym mosliwosé tego, ze x<a,
gdy &=b, jest réwna wiarogodnosci tego, ze r<a, gdy &=b.
OkredliliSmy nowe pojecie, mozliwos§é M(rx<a;&=b), przes

(13) | M(a<a;é=b)= Poya<a; E=D).

W naszej teorii jest to odpowiednik wiarogodnosei, ktora okreslono
relacja (5). ,,Mozliwosé” jest tylko terminem, ale wprowadzenie go
stawia na rowni obie teorie, klasyczng teorip Bayesa i nowsa jego
przeciwnikow. Obecnie sytuacja jest taka: Rezygnujemy z oblicze-
nia P(r<a;&=b), gdyz maja racje przeciwnicy klasycznej teorii,
gdy méwia, ze bez znajomosei rozkladu apriorycznego to prawdo-
podobienstwo P jest nieobliczalne, a my nie chcemy uciekaé sie
do arbitralnego postulatu <. Ale termin ,,mozliwoié” wyprowadza
nas z dylematu, gdyz wolno nam nazwaé P (obliczone tak, jak

gdyby byl spelniony postulat 3) mozliwoscia M (vx<<a;&=D>) tego,
~ #e jest w<a, gdy &=b; nie wolno nam tylko twierdzié, ze jest to
szukane prawdopodobienstwo tego, ze x<a, gdy £=b. Jak postepuja
przeciwnicy reguly Bayesa i twoércy ,,fiducial probability”? Obli-
czajg inne prawdopodobienstwo niz to, o ktére pyta ich praktyk,
1 nazywaja je wiarogodnodcig, W (x<a;&=b), tego, ie xr<a, gdy
§=b. Ot6z relacja (12), M =W, rozbija mit o uwolnieniu rachunku
prawdopodobienstwa od trudnodci przez wprowadzenie pojecia
wiarogodnosei i rehabilituje regule i postulat Bayesa, gdy#z pokazuje
(choé na razie tylko na przykladzie), ze wiarogodnosé jest po prostu
prawdopodobienistwem obliczonym przy uzyciu tej reguly i postu-
latu, z pozbyciem si¢ skrupuléw przez nadanie tej wielkosei specjal-
nej nazwy. Tak upada zarzut 1° w zagadnieniu z § 3.

Powstaje pytanie, dlaczego wprowadzamy nowg nazwe mo-
zliwosei, skoro relacja M=W dowodzi, ze moina by poprzestaéd
na ,,wiarogodnosei”. Czynimy to dlatego, ze choé w praykladzie
tu rozwazanym zachodzi owa relacja, to mozna podaé przyklady,
W ktéryeh ona nie zachodzi — beds to takie zagadnienia, w ktorych
prawdopodobienistwa warunkowe nie spelniaja zalozen (3) i (4).
Wtedy jednak mozna trzymaé sie réwnie dobrze metody mozli-

L ¥
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woscl, jak metody wiarogodnosei: paralelizm obu metod jest oczy-
wisty, a W pewnej obszernej klasie zagadnien okazaliSmy ich iden-
tycznosé. W tej klasie metoda wiarogodnodei zachowa swojg uzy-
tecznosé w przypadkach, w ktérych rachunek za pomoeg wzoru (5)
jest latwiejszy niz za pomocg wzoru Bayesa, co zwykle zachodzi.

Tak jak okreslilismy mozliwosé, ze jest #<<a, gdy £=b, mozemy
— przez analogie — okreslié mozliwodé, ze jest a,<w<<a,, gdy £=b,
* a mianowicie

(14) M (0, S0<y; £=b) = Pog(a, <o<ay; E=b) (0, <aty);

tu znakowanie latwo si¢ samo tlumaczy: po lewej figuruje mozli-
wosé podwojnej nierdwnosei pod warunkiem £=b, po prawej prawdo-
podobienstwo tejze nieréwnodei pod tymsze warunkiem, obliczone
z reguly i postulatu 3. Klasyezny rachunek prawdopodobienstwa
daje bezpofrednio

(15) Poj(a, S <a,;E=b)=P(n<<ay; £=b) —Py(w<a,; E=b),
a z (13), (14) i (15) wynika
(16) M (0, <w<ay; E=b)=M (w<ay; E=b)— M (0<a,; E=b).

Wilasnosé (16) mozna wzigé za definicje lewej strony zamiast (14)-
To nasuwa analogiczng definicje w teorii wiarogodnosei:

(17)  W(a,<a<ay;E=b)=W(x<ay; £=b)—W(w<ay; E=D)

dla a;<a,. To pozyteczne uogélnienie pojecia wiarogodnosei po-
zwala okre$laé¢ np. wiarogodnosé faktu, ze przy pewnym wyniku
probki jakosé parbii towaru lezy w graunicach (a,,a,); bez stwier-
dzenia, ze wiarogodnosé jest prawdopodobietistwem (chociaz innego
faktu), to uogdlnienie nie byloby si¢ nam nasunelo.

Przejdziemy teraz do innego przykladu, obejmujacego olbrzy-
mi zakres badan przyrodniczych i technicznych.

4. Niech wielko$é 2 nie podlega bezposredniemu pomiarowi,
a obserwacje niech polegajg na niezaleznych prébach; przy kazidej
probie niech x bedzie prawdopodobietistwem, ze zdarzy sie zjawisko Z.
Tak up. x moze byé charakterystyka leku, a Z testem tego leku.
Zauwazmy, ze w tym przykladzie termin ,,prawdopodobienistwo”
wystepuje w jeszcze jeduej roli: wielkosé mierzona sama jest prawdo-
podobienstwem. Rezultat obserwacji zapisujemy w formie (£=m)/n;

Al
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ma to znaczyé, ze bylo » mniezaleznych préb, wérod ktorych m razy
zaszlo Z (a m—m razy nie); liczby catkowite m,n spelniaja nierdwno-
sei 0m<n. :

Pytanie brzmi: Jak obliczyé P{w<a;(&=m)[n) czyli prawdopo-
dobienstwo, ze x jest mniejsze od a, gdy na » préb m razy zaobser-
wowano Z? '

Na to pytanie daje teoria wiarogodnosei wymijajaca odpowiedz,
obliczajac zwykle prawdopodobienstwo P innego faktu przy innym
warunku, i nazywajac je wiarogodnoscia W pierwotnego faktu
przy pierwotnym warunku, podobunie jak to wyjadniliémy na pierw-
szym przyvkladzie. Jest wiec

(18) W(a:<a; é':m) L P( ¢ >m ;m:’a);
) n

po prawej stronie P jest prawdopodobienstwem, ze gdy x=a, zajdzie
Z wigcej niz m razy w n probach. Definicji (18) mozna zarzucié,
ze dla m=n i dla kazdego a jest W=0. W szczegoluosci jest whedy
W =0 dla a=1. Gdy wiec np. na 5 préb leku wszystkie bedg pomysdlne,
wiarogodnosé¢ hipotezy xr<1, ezyli hipotezy, ze lek nie jest pewuy,
bedzie zero. To orzeczenie bedzie jeszcze dziwnhiejsze przy wykona-
niu jednej tylko préby, ktéra wypadnie pomy§nie. Mozna by unik-
ngé tego paradoksu piszac w definiensie po prawej stronie (18) za-
miast (&>m)/n nieréwno$é (&=m)/n, ale wtedy pojawl sie inny:
zmieniona definicja da W=1 dla sm =0 przy kazdym a, nawet bardzo
matym, gdyz dla m=0 poprawiona nieréwnosé¢ zachodzi na pewno
dla n=1; dla »=100 otrzymamy stgd, ze wiarogodnos¢ hipotezy,
iz lek prébowany raz bez skutku nic nie jest wart, jest 1, taka sama
jak wiarogodnosé tejze hipotezy co do leku 100 razy probowanego
bez skutku! ’

Fatwym wyjsciem z tej niedogodnosei jest zmiana mianownika
w definiensie (18) z n» na n+1:

fzm)gp( E>m
n-+1

Tu juz nie ma paradoksu ani dla m=0, ani dla m=n. W przyjmuje
teraz wartos$é 0 tylko i zawsze dla a=0, co jest zgodne z naturalnym
postulatom zerowej wiarogodnosci niemozliwej relacji r<a, gdy
a=0; W jest rowne 1 tylko i zawsze dla a=1, co wyraza niemniej
naturalny postulat jedynkowej (a wiee maksymalnej) wiarogodnosei

(19) W(m<a; ;m:a) (m=0,1,...,n;0<a<]).
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relacji x<<a, gdy a=1: jakikolwiek bylby wynik skoficzonej liczby
prob, mozemy z maksymalng wiarogodnoscig twierdzié, ze lek nie
jest absolutnie skuteczny. Dla 0<a<1 jest zawsze 0<W<1.
Zauwazmy mimochodem, Ze nawet praktyezni lekarze spo-
strzegli trudnosei zwigzane ze skrajnymi eksperymentami m =0,
m=n, ktore uniemozliwiaja naiwne przyjecie sity leku za rowng m/n.
Okredlmy teraz mozliwosé M, ie jest v<<a, gdy Z zaszto m razy
W n probach; postapimy analogicznie do (13), gdy napiszemy, ze

(20) M(m<a; ‘Szm)ip(ma; Ezm)-

n n

Chege otrzymad relacje M =W analogiczng do (12) trzeba udowodnié
rownosé prawych stron w (19) i (20). Jest — wedlug reguly Bayesa —
E=m

a i
P(w< - ) = t!'oc"””(l~—:J{;)”"”‘d!:)l)/fuvm(1—;}6)"""’%1;10,
, _ 8

41 =k 41 H 1 ! ]
P(£>m;.’n=a,)=: 2 P( _____ ;w:a): 2 (H”*“ )a/\,(l.__a/)'n&lwk:

k=m+1 \n 41 k=m1 k
a . 1
— J :,Um(]. ﬁﬁm)nmm dal,/Jm’nl (] o (l?)"'_md(}() 10),
0 0

co wlasnie daje zgdang rownos$é i pozwala napisaé¢ twierdzenie:

(21) M(a:<a;§--%LM)=W(:v<a,;§%m)-
n n
Zasadnicza relacja (21), pedobnie jak w przypadku cigglym
- relacja (12), ratuje regule Bayesa, pokazujae, 7e ta regula prowadzi
do tej samej liczby, co wiarogodnosé 19).

5. Pozostaje jednak powazny zarzut 29 ktory oduosi sie za-
rowno do przypadku cigglego jak do ostatnich wywodéw. Ten
zarzut orzeka, ze P, a wiee i M , uie spelia warunku inwariancji.
Mowige wyrazniej: Gdy obserwujemy x i otrzymujemy &, to inny
obserwator, ktorego interesuje np. w3, odezytuje, réwnoczesnic
z naszym odezytaniem &, liczbe na innej skali zwigzanej zo skalg &
tak, jak dwie skale obok siebie na tej samej linijce. Wprowadzmy
oznaczenia: X =u? E=£% A=a* B=D>b% Pytanie drugiego obser-
watora brzmi:

P(X<A;E=B)="

%) Por. 7). Niektdére wzory tej pracy skontrolowal B. Kowaleczyk.
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Ot6z zdania X< A i #<ae s3 ze sobg rédwnowazne, a tak samo sg
ze 50bg réwnowazne zdania E=B i £=0b. Wobec tego nieréwnogé
X<A przy warunku E=B zdarza sie wtedy i tylko wtedy, gdy
zdarza sie¢ nieréwnosé x<e przy warunkun £=b, i mozliwosci obu
zdarzen warunkowych powinny by¢ réwne:

(22) M(X<A; E=B)=M(x<a;E=b);

gdy obydwaj obserwatorzy oblicza mozliwosei relacyj, ktore ich
interesuja, powinni otrzymaé¢ to samo; definicja (13) i to zgdanie
daje

(23) Poy(X<A; E=B)=Pog(x<a;i=b).

Postulat )j dla X oznacza jednak co innego mniz postulat 93 dla =,
gdyz rownomierny rozkiad zmiennej x jest sprzeczny z réwnomier-
nym rozkladem a3. Przy przejsciu od zmiennych z, & do X, Z zmienig
sie takze prawdopodobienstwa warunkowe tak, ze relacja (23)
moze sie utrzymaé lub nie. Latwo jednak wykazaé, ze gléwng role
graja tu prawdopodobienstwa warunkowe. Jezeli mianowicie ozna-
czymy przez P(X,5) funkeje analogiczng do tej, ktéra oznaczy-
lidmy przez p(z, &), a ktorg mozna obliezyé z wyrazenia p(x,§)dé,

przez podstawienie z=y(X), E=y(5) (tutaj y(X):]B/X), to wy-
starczy sprawdzié, czy P(X,E) ma ksztalt P=F(X—Z). Jezeli
tak, to zachodzi relacja (23), a wiee takze (22). Rzeczywiscie, mamy
wtedy dzieki (11) i (5)

(24)

gdzie prawe strony sa réwne, bo s3 prawdopodobienstwami relacyj
réwnowaznych; stad juz wynika (23). Wniosek z tego nastepujacy :
Obliczanie mozliwosei wedlug naszej definicji (13) prowadazi
zawsze do tych samych wynikéw, gdy uzywamy takich zmiennych
jako przedmiotu obserwacji, ktéorych prawo bledu spelnia relacje
(23). Poniewaz to prawo nie jest hipotetyczne, lecz da si¢ z dowolng
precyzja' okre$li¢ za pomocyg dostatecznie licznych obserwacyj,
a takze da sie obliczyé matematycznie dla zmiennej przetransfor-
mowanej, gdy jest znane dla pierwotnej, wiec nigdy nie ma watpli-
wosel, czy uzywamy wilageiwej zmiennej. Moze si¢ jednak zdarzyéd,
ze ani sama zmienna, ani jej transformata nie speinia relacji (23);
wtedy pojecie mozliwodei traci swoj wladeiwy sens.
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Tutaj zwolennicy wiarogodnosci mogs podniesé argument, ze
wiarogodnos$é mozna obliezyé zawsze hez badania charakteru zmien-
nej obserwowanej i ze transformacja zmiennych jej nie zmienia.
Na to odpowiemy, ze w tych przypadkach, w ktoérych nie mozna
uzy¢ pojecia mozliwosei, zdarzaja sie takie funkeje bledn, do ktorych
mozna dobraé odpowiedni rozklad aprioryczny tak, by regula
Bayesa wraz z tym rozkladem dawala prawdopodobienistwo a po-
steriori réwne wiarogodnodei. Tak wiee poleganie -na absolutnej
inwariancji wiarogodnodci (ktéra to inwariancja jest niezaprze-
czona) jest nie§wiadomym narzucaniem zmiennej obserwowanej za
kazdym razem innego rozkladu apriorycznego, nieraz zupelnie fan-
tastycznego. Jezeli postulat Bayesa zostal potepiony za to, zc
w kazdym przypadku narzuca réwnomieray rozklad, nieraz nie-
zgodny z mnaturg zagadnienia, to nieswiadome uzywanio reguly
Bayesa z roznymi rozkladami aprioryezoymi, i to bez ich podawania
explicite 1 poréwnywania z natura, jest chyba jeszeze ryzykowniej-
SZ6. .
W przypadku ciggtym pouczajacy jest prayklad zmiennej z,
ktora a prori jest ograniczona do przedzialu skorficzonego (¢,d),
a w tym przedziale ma aprioryczny rozklad réwnomierny. Funkeja
p(x, &) niech bedzie dana przez (2). Jezeli znamy rozklad a priors,
to mozemy uzyé klasyeznej reguly Bayesa i obliczyé np. prawdo-
podobienstwo, ze gdy pomiar dat &é=e¢, x jest mniejsze od c; to pra-
wdopodobienstwo aposterioryczne jest zero i regula Bayesa da je
bez zadnych hipotez. Jezeli jednak nie znamy rozkladu apriorycsz-
nego (ktory naprawde jest taki, jak wyzej ustalono), to musimy
sie uciec do pojecia wiarogodnosci lub do pojecia mozliwosei, zeby
rozwigzaé to samo zadanie. Jak wykazalismy w §3, wiarogodnodé
i mozliwosé sg sobie réwne w tym przypadku. Wystarezy zatem
obliczyé wiarogodnodé W(r<e;&=c); mozemy uzyé do tego wzorn
(7), ktory da

o0

1 f PG5,

0‘[/2 7

W(w<(:;§=0)=fp(c,t)dt= -

Obydwie metody daja 50%, co wobec faktycznej niemozliwoe
relacii x<<e jest falszywa informacja. Réznica jest tylko ta, ze zwo-
lennik wiarogodnodci dat ows informacje émielej niz zwolennik
mozliwosci, bo ten drugi musial przedtem sprawdzié, czy funkeja
(2) ma postaé (3); w naszym przykladzie tak jest.
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Zarzut 2° jest znacznie latwiejszy do odparcia w przypadku
niecigglym. Tutaj bowiem zjawisko Z Iub jakiekolwiek zjawisko
z nim réwnowazne jest bezposrednio dane, x zag jest prawdopodo-
bietistwem, ze Z zajdzie. Przez to jest jednoznacznie okreslona
zmienna x, ktorej szukamy na podstawie eksperymentow, ktorych
wynik moze byé jedynie ,,Z zaszlo”, ,,Z nie zaszlo”. Zadna zmienna
X wyrazajaca sie przez x (np. X=2%) (z wyjatkiem X =ux) nie jest
prawdopodobienstwem i dlatego x jest wyréznione i wskazane
przez samo zagadnienie. Tym samym odpada zarzut 5° w olbrzymiej
klasie wyrywkowych badan jakosci wzgledem cechy alternatywnej.

6. W tej klasie mozemy — podobnie jak w przykladzie wyniku
cigglego — okredli¢ mozliwosé relacji dwustronnej a,<<{z<a,. Otrzy-
mujemy wzory analogiczne do (14)-(17), zastepujgc w nich wszedzie
£=b przez (é=m)/n:

=m
(25) M(a1<w<a2,§nm)éP(a1<1'<a2,§ ; ),
=m =m
(26) JVI(“1<W<“27 ) =M(-T<a'27—"7-) M($<0J1§ : ” )7

Ii“

(27) W(algm <am,

)

5—- ;‘::m
(28) Wla,<x<ay; =M G<D<ay; )
n n,

W(w<w2, _H_m) W(m<al;§?m)7

Z definicji (25) i (20) wynika twierdzenie (26), a stad i z definicji
(27) — twierdzenie (28).

Te wzory ulatwiaja zrozumienie zagadnien statystycznej
kontroli jakosci. Mozna np. okreslié sekweneyjny plan odbioru,
gdy dane sg dwie jakosci graniczne a,,a, (a,<d@,) PrZez Przepis na-
kazujacy przyjaé partie, gdy pojawi sie taki rezultat (&=m)/n, ze

£
(T) M(a, <r<ly B

") 54,

a odrzuci¢ ja, gdy sie pojawi taki rezultat , Ze

n

(I1) ' M(O gw<a2;£i?n)295%,
n
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badajac dopoty, dopdki nie spelni sie (I) lub (II). Taki plan rézni
si¢ od analizy sekwencyjnej A. Walda tym, ze daje zawsze roz-
strzygnigeie w skonczonej liczbie krokow, gdy a,<a,. Wzor (28)
pozwala okre§li¢ nasz plan sekwencyjny takie w terminach teorii
wiarogodnogci, ale powstal ov z my§lenia retrospektywnego, a mia-
nowicie z przepisu badania az do chwili, gdy wynik prébki zre-
dukuje prawdopodobienistwo a posteriori, iz partia przyjeta (odrzn-
cona), jest gorsza (lepsza) niz a, (a,), ponizej 5%.

7. Zarzut 3% ze x nie jest zmienng losowa, nalezy rozumieé
W ten sposob, ze wartosei x nie tworzg kolektywu, w ktorym mozna
by okresli¢ rozklad. Wystarezy jednak, by kazde orzeczenie doty-
czgce prawdopodobienstwa dopuszezalo weryfikacje za pomocyg —
choéby tylko pomyslanego — eksperymentu /i policzenia relatyw-
nej frekwencji udatych préb. W naszych przykladach jest jednak
taka weryfikacja wlasciwie zbedna, bo — jak wykazalismy — jest
w przykladzie ciaglym wobec (3) i (11)

(29) ‘ Poy(r<a;E=b)=P(&¢>b;x=a),

a wige wystarczy dla poréwnania wielkodei Po; z doswiadezeniem
poréwnaé prawa strone wzoru (29), czyli oblicayé frekwencje wy-
nikow £>b dla ustalonego v=a; bedzie to po prostu weryfikacja
przez zwykle prawo wielkich liczb, ktére nie podlega krytyce. Jest
jednak mozliwa interpretacja frekwencyjna bezpogrednia lewej
strony wzoru (29), zwlaszeza w przykladzie z § 4:

Nadaje si¢ zmiennej z kolejno takie wartogei Ly yPoyeriyBpyeen,
zeby ciag {:vn] mial ekwipartycje w przedziale (0,1), to zZnaczy, ze-
by relatywna frekwencja wyrazéw ciagu mniejszych od ¢ byla row-
na ¢ dla kazdego ¢ z przedzialu (0,1). Dla kazdego z;, wyznacza sie
rezultat (&=my)/n, ktdry wyraza sie liczbg m, pojawien sie zjawiska
Z w n niezaleznych kolejnych prébach (n ustalone raz na ZAWSZ6e),
z ktorych kazda ma prawdopodobiefistwo sukcesu réwne x,. Z ciagu
[my) wyjmuje si¢ ciag czedciowy {mkj} okreslony przez warunek
My, =M. Dla skrécenia nazwijmy x; liczbe Ty, 1 obliczmy w. ciaeu
[#;] relatywna frekwencje wyrazéw, dla ktéryeh w;<a. Ta frek-
wencja powinna byé réwna Puy(x < a;(é=m)/n). Jest to specjalna
forma prawa wielkich liczb, ktérego to sformulowania nie znajdu-
jemy zwykle w podrecznikach rachunku prawdopodobienstwa;
jedng z przyczyn — moze nien$wiadomionych — awersji do reguly
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Bayesa jost zapewne prze$wiadczenie, ze badZz to sformulowanie
‘jest niemozliwe, badZ tez, ze jego dowéd wykracza poza aksjomatyke
rachunku prawdopodobiefistwa. Ze tak nie jest, najlatwiej spraw-
dzié na elementarnym wzorze (1). Wzér ten mozna mianowicie in-
terpretowaé poza rachunkiem prawdopodobienstwa jako twierdzenie
o frekwencjach relatywnych w ciggu par ( , ), W ktéryeh na pierw-
szym miejscu stoi A,B,... lub N, na drugim za$ Z lub non-Z. W tej
interpretacji nalezy czytaé np. P(4) jako frekwencje¢ relatywngy
w calym ciggu tych par, ktére maja 4 na pierwszym miejscu, Pz(A)
zad jako frekwencje relatywna tych samych par wsréd wszystkich
majseych Z na drugim miejscu ete. Wedlug zwyklego prawa wiel-
kich liczb mozna wszedzie po prawej zastapié frekwencje przez
prawdopodobienstwa; frekwencja ta jest réwna prawdopodobier-
stwu a posteriori P,(A) obliczonemu z wzoru Bayesa (1), co nalezalo
wykazaé.

Ta weryfikacja operuje fikeja ciagu [x,] obdarzonego ekwi-
partyeja. Jest ona zatem odparciem zarzutu, jakoby orzeczenia
o prawdopodohieristwach a posteriori byly statystycznie niespraw-
dzalne mnawet pomyslanym eksperymentem, ale naraza na dwa
nowe zarzuty. Pierwszy, to wprowadzenie w innej formie postulatu
93, ktéry ukrywa sie pod zalozeniem ekwipartyeji, drugi, to koniecz-
nosé liezenia frekwencji pewnego podeciggn w innym podciggu prob,
co czyni wszelki realny eksperyment niemal iluzorycznym. Dila-
tego poddamy teraz nasze pojecie mozliwosci innej weryfikacji
i na ionym przykladzie, a mianowicie na przykladzie z §3. Tam
mozliwo$é okredlono przez (13). Niech w j-tym pomiarze {j=1,
2,3,...) X; bedzie prawdziwa wartodcia wielko$ei mierzonej ;,
tak ze dopuszczamy zupelng réznorodnosé obserwacyj, a nawet
réznosé funkeyj p; grajacych role gestosci p (okreslonej w §3)
w kolejnych pomiarach, byle utrzymany byt postulat Wza]emne]
niezaleznodci pomiaréw. Niech &; oznacza ogélnie wynik j-tej ob-
serwacji. Przypusémy, ze wyniki w konkretnej serii byly &=1¥;.
Zadajmy sobie z gory liczbe P (0<P<1; np. P=0,95). Za kazdym
razem obliczamy «; z warunku

(30) M(z;< a3 &="0b;)=P (np. M=0,95).

.TO obliczenie nie wymaga oczywiscie znajomosei X;. Relacja X;< a;
Jest jednak obiektywnie prawdziwa lub falszywa.

Zagtosowania Matematyki [ : :
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Teza. Frekwencja tych pomiaréw, w Fkidrych X;<a;, jest —
wegledem ciqgu  wszystkich pomiaréw — réwna P (w preykladzie
konkretnym 959%,) z prawdopodobieristwem jeden.

Zanim je udowodnimy, zauwazmy, ze twierdzenie powyzsze
uzasadnia pojecie mozliwodei z praktycznego punktu widzenia
w sposob doskonaty, gdyz w ogdéle miczego nie zaklada o ciggu
prawdziwych wartoei X;, ani nie zada, Zeby byly one wylosowane
z jakiego§ kolektywu, Pomimo to pozwala ono wypowiadaé na pod-
stawie pomiaréw sady o tych wartodciach z okreslong z géry frek-
wencjg omylek (tu ta frekwencja jest 1 —P; np. 5%,).

Dowoéd. Wobec (5) i (11) relacja (30) jest réwnowazna z relacjs

uzywamy tu litery ¥ na prawdopodobienstwa warunkowe oznaczane
dotad przez P. Wobec nieujemmosei funkeji p jest P niemalejacg
funkcja a;, a stad i z (31) wynika, ze dla X;<a; (i tylko dla takich
X,) zachodzi

2

Ale teza glosi, ze frekwencja praypadkow X;<a; jest P (z §1). Po-
niewaz w tych i tylko w tych przypadkach zachodzi (32), wiec teza
jest r0wnoznaczna z tym, 7e (z prawdopodobieristwem 1) frekwencja
przypadkéw P <P jest P. Innymi slowy, twierdzenie sprowadza
sie do tego, ze ciag P|&>b;;a4;,=X,| ma ekwipartyeje. Jost to lemat
zupeinie ogdlny, ktéry wystarcza zrozumieé, zeby go natychmiast
sprawdzié. Jego sens jest nastepujacy: z pomiaréw wielkogei @;
(ktérych prawdziwych wartodei X; nie znamy) otrzymujemy re-
zultaty &;, a pézniej, dowiedziawszy sie jakie sa X;, obliczamy
Pi=P(E>by54;=X;); Py jest zatem prawdopodobierstwem, iz po-
wtorzenie pomiaru wielkosei «; da wynik wigkszy niz aktualny
wynik b;; prawdopodobienstwo to obliczono dzieki znajomosei
prawdziwej wartosei X; mierzonej wielkosci ;. Wobec tego |9
jest ciggiem zmiennych losowych. O tym ciagu twierdzimy, Ze ma
ekwipartycje.

Dowéd lematu. Lemat wyniknie z prawa wielkich liczb,
gdy wykazemy, ze kazda zmienna losowa ?; z osobna ma rozkilad
réwnomierny. Opuszezajac wskaznik § mamy wykazaé, ze zmienna
losowa P okreglona przez

(33) P=P(E>b;0=X)
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ma rozklad réwnomierny. Z (33) widaé, ze
(34) P=[p(&, X)dé.
5

Niech u,v nalezs do przedziatu (0,1) i niech bedzie u<Cv. Obliczmy
liezby by,b, z relacyj

(35) bfp(g,X)dszu, fp X)de=v.

Wobec (34) 1 (35) jest oczywiste, ze I'QI&CJ& u <P <L jost r6wnowazna
z relacjs b,>b>b,, wobec czego prawdopodobienstwo pierwszej re-
lacji jest Téwne prawdopodobieristwu drugiej. Ale to ostatnie prawdo-
podobienstwo I'(d,,b,) jest

by
bf p(é, X)dé,
a wiec mamy wedtug (35) )
I'(b,,b,)=0v—u.

Z tego wynika, ze prawdopodobienstwo II(u,v) relacji u<<P<w
tez jest v—u, a to wladnie jest trescig lematu.

Cheemy tutaj podkreslié, ze sa zatem dwie weryfikacje reguly
mozliwodei: pierwsza, od ktérej odwraca si¢ statystyk, bo wymaga
w przypadku odbiorn partyj sztucznego zalozenia ekwipartycji
nadchodzacych jakogei prawdziwych, w prazypadku zas cigglym
w ogéle jest niemozliwa, i druga, ktéra jest wolna od tych trudnosei
i jest praktycznie wykonalna, Zwykle te drugg taczy sie z koncepcja
wiarogodnoseci. Trzeba jednak pamietaéd o tym, ze gdy eksperyment
dal pewien rezultat R, z ktérego wnesimy, ze ‘zachodzi nierdwnosé N
z prawdopodobieistwem P, to pytanie praktyka o seus liczby P
wolno nam rozumieé nie tylke w ten sposéb, Ze ustalamy R i N
(jak kaze pierwsza weryfikacja) i badamy, czy rzeczywiscie skutkowi
R towarzyszy przyczyna N we frakeji P eiggu eksperymentow kolej-
nych, ale takze i w ten sposéb, ze w kazdym eksperymencie do re-
zultatu R; dobieramy — wedlug teoretycznego rachunku — takie N,
zeby odpowiednie P; bylo réwne P i badamy, biorge pod uwage
caly cige eksperymentéw, ezy daje on frakeje P praypadkéw, w kto-
rych rzeczywidcie R; kojarzy si¢ z obliczonym teoretycznie N;.
Ta wlagnie druga weryfikacja interesuje przede wszystkim prak-
tyka, bo daje mu §rodki do dowolnego zredukowania frakeji blednych
orzeczen.

2%
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8. Wylania si¢ kwestia, czy mozna weryfikacji podobnej do
powyzsze] poddaé przyklad z §4. OdpowiedZ jest twierdzaca, ale
dla malych » tezy analogiczne sprawdzajg sie tylko w przyblizeniu.
Ta wada planéw pojedynezych typu m//n bierze sie stad, ze wysnu-
wamy wnioski z dyskretnej zmiennej losowej, jaka jest m, na ciagla
zmienng x. Mozna przypuszczaé, ze gdyby nie zmieniajac klasycz-
nego wzoru na prawdopodobienstwo wyniku m/n dopuszczono
na m wszystkie wartosei od 0 do n (a wiee i ulamkowe), owa niedo-
godnosé databy sie skasowaé, jednak autor tego nie sprawdzal.
Takie rozszerzenie pojecia liczby dobrych sztuk (np. ,,jest 9,7 do-
brych sztuk w probce zbadanej, a zlozonej z 10 sztuk’’) mialoby
takze praktyczny seuns, bo mozna — na przyklad — uwazaé za
dobry tylko taki drut, ktéry wytrzymuje obcigzenie 100 kg lub
wyzsze, a drut, ktéry zrywa sie przy 70 kg obeigzenia uwazaé za
0,7 sztuki dobrej, a 0,3 wadliwej.

Drugie pytanie dotyczyloby tego, czy mozna przyklad z §3
zweryfikowaé tak jak przyklad z §4, to jest uiywajac ciggu {wﬂ}
obdarzonego ekwipartycja. Cheae to uezynié natrafiliby$my na dwie
trudnogei. Pierwsza, mniej grozna, to brak definicji ciggu ekwi-
partycyjnego w przedziale nieskonczonym (bo taki jest przedziat
na ). Grozniejsza jest trudnosé wynikajaca stad, ze z ciggu pomia-
row musielibysmy wyjaé podeiag zlozony z tych pomiaréw, ktoére
daly wynik b. Poniewaz w kazdym pomiarze prawdopodobienstwo
uzyskania wyniku b jest zero, wiec jest prawdopodobienstwo 1,
ze takich pomiaréw w ogole nie bedzie. Byé moze, ze ta druga trud-
nosé jest jedng z mniej lub wiecej §wiadomie odczuwanych przesz-
kéd, ktore odstreczaja matematykéw od reguly Bayesa. Jak widzie-
lismy jednak, w przykladzie z § 3 mozna sie powolaé¢ na znacznie
skuteczniejsza weryfikacje, wolng od zarzutéw teoretycznych i prak-
tycznych. Ale trudno$é, o ktorej wspommielismy przed chwilg, nie
ogranicza si¢ do weryfikacji statystycznej. Ma ona swoéj odpowiednik
w interpretacji samego wzoru Bayesa, a mianowicie wariantu cig-
glego owego wzoru; ten wariant znajdujemy w § 3 oznaczony przez
(9); funkecje g(x) nalezy teraz rozumieé jako dowolng funkeje nieujem-
ng o calce 1 w przedziale ( —oo,00); W tej chwili nie zakladamy wecale
postulatu <. Klasyezny rachunek prawdopodobietistwa kaze obli-
czaé¢ prawdopodobienstwa warunkowe p(z,b) jako ilorazy: p(x,b)
jest tam mianowicie ilorazem apriorycznego prawdopodobienstwa,
ze ,,¢ i b przez aprioryczne prawdopodobiefistwo, ze ,,2'°. Poniewaz
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te obydwa prawdopodobiefistwa sa zwykle zerami, wige p(2,b)=0/0.
Pomijamy tu sposéb wyjcia z trudnosei przez przejicie graniczne.
Wazniejsze jest to, ze znajomosé prawdopodobienstwa, ze ,» i b”
(albo $ciflej, ze x lezy miedzy @, & %,+-dr, a zarazem b miedzy b,
a b,+db) presumuje znajomosé dystrybuanty lacznej pary zmiennych
(x,b), a wtedy wzor Bayesa w ogéle jest zbeday. Jest to zarzut 4°.
Ale w praktyce jest wiele przykladow na to, ze prawdopodobienstwa
warunkowe dane s3 bezposrednio — tak jest wlagnie w zagadpieniu
pomiaréw w § 3, a takze zagadnienie dochodzenia ojcostwa mozna
ujaé w taki sposéb (choé nie jest to konieczne). Te uwagi wystar-
czaja do wyjasnienia watpliwosei, ktére si¢ NaAsUWajsp przy ezytaniu
poprzednich paragraféw.

9. Pozostaje jeszcze kwestia, jaki jest stosunek niniejszego
artykulu do tego, co o regule i postulacie Bayesa moéwig kompe-
tentni wspélezedni znawey rachunku prawdopodobienstwa i staty-
styki matematycznej. Niewatpliwie wiele z tego, o czym tu moze
po raz pierwszy dowiaduje si¢ polski czytelnik nie bedacy specjali-
sta, moina znalezé w powazniejszych podrecznikach zagranicznych.
Autor zebral, na prébe, kilka takich podrecznikow. Niestety,
nie pozwalaja one na wyrobienie sobie sgdu o tym, jakie jest stano-
wisko wiedzy wspélczesnej, a to nie tylko z powodu sprzecznych
pogladéw, ale takie z powodu niejasnosel wywodéw. Bierze sie
ona stad, ze wiekszo§é autoréw traktuje nasze zagadnienie na tle
specjalnych zadan. Jedni zauwazaja, Ze PIZY licznych prdébach
rozklad a priori gra malg role, inni, ze w typowych zadaniach z urna
nie mozna méwié o takim rozkladzie. Ale i zbytnia ogélnosé jest nie
na miejscu, gdy np. chee sie wyznaczaé a posteriori od razu dwa
nieznane parametry; to utrudnia zrozumienie wywodu, ktory po-
winien przede wszystkim wyjasnié zagadnienie zasadnicze.

J.V. Uspensky mniema, ze brak rozkladu apriorycznego
w zadaniach urnowych tylke na pierwszy rzut oka jest oczywisty.
J. 1. Coolidge na przykladzie Bertranda procesu o zlg ruletke
stwierdza, ze cho¢ formula Bayesa jest wadliwa, nie ma nic lepszego.
Astronom angielski H. Jeffreys znalazl réwnomierny rozkiad
dla przedzialn nieskoniczonego (por. § 3, wzory (8)-(12)) i relacje (11),
jednak dla specjalnego p, a mianowicie dla p z wzoru (2), a nie dla
ogblnego, danego przez (3). Zajmuje si¢ tez inwariancja, o ktorej
traktuje u nas § 5, jednak nie zauwaza krytevium (23). Twierdzi
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z naciskiem, ze zadne prawdopodobienstwo aprioryczne, warunkowe,
czy tez aposterioryczne, nie jest po prostu trekwencja. Nalezy to
chyba rozumieé jako rezygnacje z weryfikacji statystycznej, ktorg
niniejsza praca uwaza za jedyne rozsgdne kryterium poprawnosci
orzeczen. Ze nie widzi mozliwosdei takiej weryfikacji, wynika z tego,
ze wyraznie o$wiadeza, iZ nie rozumie, co moglaby oznaczaé lapla-
ce'owa ,,jednakowa mozliwo§é” w sensie frekwencyjnym. I rzeczy-
widcie, u zadnego z tych autoréw nie znajdujemy naszego modelu
ekwiparfycyjnego. Juz nawet taki szczegél historyczny jak kwestia
zgodnosei lub niezgodnosci Jeffreysaz R. A. Fisheram budzl w przed-
stawieniu pierwszego z tych autorow watpliwodci czytelnika. We-
diug niego Karol Pearson byt jedynym czlowiekiem, ktory wierzyt
w regule Bayesa wraz z frekwencyjna definicja prawdopodobien-
stwa. Nawet taki powazny autor jak M. G. Kendall méwi, ze
asgercja, ktérg my oznaczamy przez (r<<a¢;&==b) nie moze mied
innego prawdopodobienstwa jak 0 lub 1, bo x jest mniejsze od a
Iub nie jest i terfium mon datur. Autor niniejszego artykulu uwaza
ten zarzut (5° w spisie § 3) za niedorzeczny, bo odnosi sie on do kazde-
go niemal zadania z rachunku prawdopodobienstwa, gdy przyjaé
determinizm zjawisk fizycznych (ktéremu nie przeczy zaden z auto-
row cytowanyeh): gdy zapytujemy, czy karta wyciagnieta z talii
bedzie asem pik, to — wobec tego, ze juz przed wyciagnieciem
rzecz jest przesadzona — prawdopodobienistwo byloby 1 lub 0.
Jeszcze lepszym kontrprzykladem jest karta juz wyciagnieta, ale
zaslonieta. Kazdy gracz stosuje tu rachunek prawdopodobiensiwa,
chociaz assercja ,,karta jest asem pik’ nie rézni sie weale od ,,x<<a’’,
bo obie dotycza faktow juz zaistniatych. U zadnego ze wspomnianych
autoréw nie ma naszej koncepcji mozliwosei. Jak wiadome, pisma
R. A. Fishera nie odznaczaja si¢ jasnodcig, tak ze po dzi§ dzien
réznice miedzy jego teoria ,,fiducial probability” (ktéra nazwali§my
wiarogodnoscia) a teorig Jerzego Neymana ,,przedziatu ufnodei”
nie dla wszystkich matematykow sg zrozumiale bez reszty.
Polemike, ktorg wcigz na nowo wznieca kontrowersja zwigzana
z reguly Bayesa i teoria wnioskowania indukeyjnego, charaktery-
zujy cytaty, jakie mozna znaleié w tekdcie u autoréw przed chwilg
wspomnianych lub tez w nagléwkach rozdzialow jako motta. ,,Ham-
let’’ Szekspira, ,,Waleczny Kapitan’ Kiplinga, ,,Poprzez zwiercia-
dlo” L. Carrolla (autora ,,Alicji w krainie czarow”), ,,Bajki z tysigca
i jedne) nocy” i inne dziela z teorii nieprawdopodobienstw muszg



Prawdopodobiensiwo, wiarogodnosé i mozliwoéé 171

$wiadezyé za tezami powaznych i zashizonych znawcoéw rachunku
prawdopodobienistwa. Ta uwaga niech uchroni autora ninisjszego
artykuln przed zarzutem, Ze wszystko, co mapisal, dotyczy spraw,
o ktérych nauka wypowiedsziala ostatnie stowo i ktore przescaly
byé problematami, a staly si¢ rozdziatami programéw  szkolnych
i podreeznikéw powszechnie uznanych.

Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk
(Praca wplynela dnia 2.1.1953 r.)

L ITEAHTAVS (Bpounas)

BEPOATHOCTE, TPABJOIOJOBHE, BO3MOMHOCTD
PESBIOME

Npexmerom HacToAumel paborsl ABIAGTCA NPOTHBOpEUHME, CBA3ANHOE C Ipa-
pusiom Befieca. OGHUHO Hedb3sd NPUMEHATH dTO NPABUAO TIOTOMY, HTO HEH3-
BeCTHH AnpuopHile BepoaTHocTH. IloCTysaaT 0 pPaBHOMEPHOM PACHPEREICHUU
a priori (mocrymar Beiieca) BCTPeYaeTCH C BOBPAMKEHHEM, HTO OH TIPOU3BOIb-
uplt W ¢ emie Golee TAMKEIHM YIIPEKOM, YTO MpPH OXHOBPEMEHHOM HalnoaeHuy
nepeMenHOt ¥ ee (yHrmuum (HAmpuMep kyGa) HeMB3BECTHO, X KOTOpOil cepuu
HAGNIOMeHnl OTHECTH IOCTYJAT. AHTAMHCKAA HIKOAA (P.A.®umep, K. ITup-
COH) pACIPOCTPAHMIA METOJH, KOTOPLIE A HA3HBAI meopueli npasdonodobus.
BumecTo Toro, uro6H BEHUMCIATH eepoamnocms P(x<a; y=1Db) TOro, uro HEM3-
BECTHAH BEIMYMHA & MEHBIe ¥eM @, KOTJA ee W3Mepenue y mauno b (4To Hesos-
MOKHO O0Oes mpasuxa DBeifeca), BHYHCIAETCA npasdonodobue W (z<a; y=b)
TOTO, UTO #<@, KOrja y=>, npuuem W ompejeisercs MOCPEACTBOM PopMy B
W(x<a;y=>b)=P(y>b;x=a), THe N0 npaBoit CTOpOHE durypupyer YyCIOBHAA
BepOATHOCTh HaGIojeHns y>b, KoTopast H3BeCTHA. Moo IOKa3aThb, 410
KOTJla YCJHOBHHEE BEPOATHOCTH 3ABHCAT TOJILKO OT abCcoNTHOR TOrPeIlHo eIy,
To Tak ompejeleHHoe mNpaBRomojobme [aeT TOYHO TO ke CaMoe, HTO
npasuno Befieca npm TpPeIONOMKEHWH DABHOMEPHOrO PaCHpeAeTeHili Be-
. amuwwn x a priori (mocrymnar Beiteca). I rak, ecmu BEPOATHOCTH
Poy(x<<a;y==b) HABOBEM €0IMOCHOCMDBIO M (x<<a;y==b) moro, 4yro x<<a, KOrA3
y=>b, TO WOJYuUMM TO KE CAMOE UYMCIO, KOTOPOe AaeT TEOpHH npasaononoetus
Kax saMmenuredp Bepoarmoct: M=W. Tepmuu ,BO3MOKHOCTE’ 0CBOGOMLAeT
oT ompapgmBanud Inocryinara DBeileca, Tak Kak TEepMHH sIpasgonogobue’
MCIIOb30BAHNKI TNA ONpejeTeHMs He HCKOMON BEPOATHOCTH & HMHOMN, ONpas-
[HBAET CMEIIEHHE BOmpoca B HOBOH Teopuu. BosparkeHue HPOTUB TOTO, UTO
BHBOp mepeMeHHOMN, pacnpejeeHHofl PABHOMEPHO ABIAETCA NPON3BOJILHHIM
ycTpaHsercsi 3aMeueHHeM, Y10 Bce NepeMeHHHe, IPU KOTOPEIX BepOATHOCTE
HOTpemHOCTH HAGMIONEHHA 3aBUCHT TOJBKO OT BENMYUHH IOIPENIHOCTH, 10T
Te e caMble BO3MOMKHOCTH: Kam(yi0 M3 HMX MOJKHO IPHMHATHL RAK PABHOMEp-
HY©0, m nMKakolf HPYyroi HelbsA.
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AHanoruuHne pPaceyueHUA COPABEANMBH B Clydae, KOTAA % HBJIACTCH
HEeHU3BECTHOM BEPOATHOCTHI0 coOniTHA Z, a HAGIIONEeHMA 3aKIWYAKTCA B KOH-
CTATHPOBAHMM B # NIpo0aX, CKOJBKO pasd MMeNo Mecro Z. 31ech T OMHOBHAYHO
YKasaHad BEPOATHOCTh COOHTHA M I1I03TOMY OTHAJAET BO3PAKEHNE, YTO CHIO-
Te3a 0 PAaBHOMEPHOM pacnpelielieHMH HEKOHCHCTOHTHA.

H. STEINHAUS (Wroclaw)

PROBABILITY, VERISIMILITUDE, CREDIBILITY

SUMMARY

The subject of the paper is the controversy connected with Bayes’ rule.
Usually, the rule cannot be applied because the prior probabilities are not
known. The assumption of a uniform prior distribution (the postulate of Bayes)
incurs the charge of arbitrariness, and it may be pointed out that in observing
simultaneously a variable and its function (e. ¢. a cube) we do not know to
which series of observations the postulate should be related, which is a still
more serious objection. The English school (R. A. Fisher, K. Pearson) has
propagated a method which I have called the theory of wverisimilitude. In-
stead of calculating the probability P(x<a; y=>) of an unknown quantity being
smaller than a, if its measurement y has given b, which caleulation is not pos-
sible without Bayes’ rule, we calculate the wverisimilitude W (vx<<a;y=>) of
z<a when y=b, W being defined by means of the relation W (r<a;y=">b)
=P(y>b; x=a) — on the right side we have the conditional probability of the
observation y>b, which is known. It can be shown that if the conditional
probabilities depend only on absolute error, then the verisimilitude defined
above gives exactly the same result as Bayes’ rule does when we assume the
uniform prior distribution of = (the postulate of Bayes). Therefore, if the pro-
bability Pog(x<a; y=>) is called the eredibility M (x<a;y==b) of x<a when
y=>b, the same number will be/ obtained as that given by the theory of veri-
similitude as a substitute for the probability: M-=W. The term ‘“eredibility’
allows us to dispense with the justification of the postulate of Bayes, just as the
term “‘verisimilitude’’, used to define a different probability from that which has
been sought, justifies the shifting of the problem in the new theory. We refute
the objection that the choice of a uniformly distributed variable has been ar-
bitrary by pointing out that all random variables for which the probability
of an error of observation depends only on the size of the error present the
same credibility: each of them may be regarded as uniform, and no other can
be regarded as such.

Similar considerations relate to the case when x is an unknown probabi-
lity of a phenomenon Z, and the observations consist in determining in n trials
how many times Z has occurred. Here x is recognized as the probability of the
phenomenon, and the objection of the equipartition being arbitrary is refuted
on that account.



