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A. PLUCINSKA (Warszawa)

O PEWNYCH ZAGADNIENIACH ZWIAZANYCH
Z PODZIALEM POPULACJI NORMALNEJ NA CZESCI

Przy poprawnie przebiegajacej produkeji masowej przyjmuje sie
na ogél, ze cechy produkowanych elementéw maja rozkiady normalne.
Przeprowadzane testy statystyczne daja empiryczne potwierdzenie stusz-
nofci tej hipotezy.

W pewnych praktycznych zagadnieniach powstaje koniecznogé
wyboru sposréd calej populacji jej ,lepszej czesci”. Problem taki powstaje
na przyklad wtedy, gdy produkowane elementy maja byé wmontowywane
w bardzo precyzyjne urzadzenia. Wéwczas dozwolone s3 tylko bardzo
nieznaczne réznice miedzy rzeczywistymi wartoéciami ich ceech i war-
todciami znamionowymi. Zakladamy tutaj, Ze produkcja jest dobrze
uregulowana i warto§¢ znamionowa pokrywa si¢ z warto§cia przecietng.

Cala populacje normalng dzielimy wtedy na dwie populacje, z kt6-
rych jedna charakteryzuje si¢ bardzo duzym skupieniem wartoéci cech
wokol warto§ei znamionowej, a druga stosunkowo duzym rozproszeniem
wartoSci cech. Segregacja elementow realizowana jest przez automaty-
czne urzgdzenie, ktére moze popetiaé bledy.

Oznaczajac przez X okreSlong ceche rozwazanych elementéw i do-
bierajac uklad wspélrzednych tak, by wartosé przecigtna cechy byta ze-
rem, mozemy w nastepujacy sposéb okreflié optymalny podziat populacji
na dwie czefeci: dla pierwszej z nich powinien byé spelmiony warunek
|X| < a, dla drugiej | X| > a. Liczbowa wartosé stalej & wynika z konkret-
hego zagadnienia technicznego.

Efekt optymalnego podzialu populacji mozna wige opisaé za pomocy
rozkladéw ucigtych. Jednakze taki opis wynikun segregacji jest nie zawsze
mozliwy, bo postuluje bezbledng prace automatu segregujacego. Zagad-
nienie bledéw szeregowania zostalo szczegélowo oméwione przez Boro-
daczewa [1] (§§4 i 6). Niezaleznie od tego operowanie rozkladami ucie-
tymi jest niewygodne ze wzgledéw analitycznych. W wielu zagadnieniach
Praktycznych trzeba badaé wlasnodei réznych funkeji zmiennych loso-
Wych, co prowadzi do skomplikowanych rachunkéw w przypadku, gdy
argumenty tych funkcji majg rozklady uciete.
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Funkeja, za pomoca ktérej wygodnie jest opisywaé resztowa po-
pulacje powstala z populacji normalnej po symetryecznej selekeji elementéw
centralnych, jest funkeja (rys. 1)

1
W f@ = r(kﬂ)(zaz)szw”‘e‘”’ e, —oco <@ < 400, k0.

Metoda rozumowania, ktére doprowadzilo do uzyskania takiej wias-
nie postaci funkeji, podana jest w oddzielnym komentarzu na kohcu
pracy.

1

Rys. 1. Wykresy funkeji y = otk =127

T'(k+ 1) (202)F+12
I:k=2,o’=-§; II: k=1, 06=1;1I1: k=2, ¢=1;IV: k=3, ¢=1

' Funkeja (1) ma, miedzy innymi, nastepujace wlasnosci dogodne dla
Opisu rozwazanej populacji: jest ona ciagla dla —oo <& < +o0; szybko
zbiezna do prostej y = 0 przy |#| — oo, symetryczna wzgledem proste]
# = 0; ma dwie warto§ei maksymalne polozone symetrycznie wzgledem
poczatku ukiadu wspélrzednych; pozwala na taki dobér parametréw, by

(2) [f@)de <e,

gdzie stala e charakteryzuje w pewien sposéb dokladno§é selekeji.

Zauwazmy, ze dla k = 0 funkeja (1) jest gestoscig rozkladu normal-
nego.
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Niech X bedzie zmienng losowg o gestofei (1). Moment rzedu 2r
(r=1,2,...) zmiennej losowej X okre§lony jest wzorem

1 2 1o o2
2k+2re-—:6 120 dw —

3 BE=2[ Ty e

| T(kr)(2eryrrin f°° T e
a 1"(75—{-%-)(2c;r2)"’+1"2 I'(k+r+3%) (202)k+r+1[2 € x

0

. _T(+r+3)
T(h3)

Z symetrii rozkladu wynika, ze

(202

(4) E(X¥t)y =0, r=0,1,2,...

Wyprowadzimy teraz wzory na funkecje charakterystyczng, a na-
stepnie wzory dokladne i przyblizone na gesto§é sumy s niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowych rozkladach (1).

Niech X,, X,, ..., X, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jed-
nakowych rozkladach (1). Funkcje charakterystyczng tych zmiennych
znajdziemy jedynie dla przypadku, gdy parametr & jest liczbg naturalng.
Przyjmijmy ponadto, ze ¢ = 1. Nie zmniejsza to oczywiscie ogélnosei
rozwazan, oznacza jedynie przyjecie na osi ukladu wspéirzednyeh skali,
ktérej jednostks jest o.

W wyniku 2k-krotnego rézniczkowania stronami wzgledem ¢ toz-
samosei

1o .
Vo f e iy = ¢,
Tr—oo

otrzymujemy

+00
. i — —12
E_i (i) 6™ 6~ P = Wy (t)e ",

gdzie W, (t) jest wielomianem Hermite’a (patrz np. [2], str. 131) stopnia 2%.
Funkcje charakterystyczng zmiennej losowej o rozkladzie (1) mozna
teraz napisaé w nastepujacej postaci

+00 +eco

o(t) = f ¢ f(x)dw = Ve ah— D1 f it g2k o~

(=1
T (2k—1)1!

Wa(t)e™" "
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Funkcja charakterystyczna zmiennej losowe;j

Ys = i‘X'i
i=1

okreflona jest wzorem

(5) @s(t) = (=17 [Wai(t)] e,
¢ [(2k—1)117°
Znajac funkcje charakterystyczna mozna wyznaczyé gesto$é i obli-
czyé wszystkie interesujace prawdopodobienstwa.
W szezegélnosei dla & = 1 wzér (B) przyjmuje postaé

(6) palt) = (1— 1306,
a gesto§é mozna wyrazié za pomocg wzoru
400
(7) fs 21 f e—m . f s —st2[2—1txdt
T

1 e

= g%, —1:, f [1—1 (u— i—ai)z]se‘“z’zdu =
V2rs Vor " $ Vs

B ) — (P
Vors 1/21':

—00 r=0
8 , +o0 g
= _T‘]-_—' 6—:1;2[28 y (—rl) . —1‘:: f (u"—' ﬁ) " 6—1[2[2du =
V2nrs & 8§ Yor J Vs
8
_ 1 e Z (=1) Y
——— 7 ars
V2ns i 8

gdzie przez u; oznaczony jest moment rzedu 2r unormowanej zmiennej

losowej normalnej wzgledem wartoSei iw/l/E- Wyrazajae moment i,
przez momenty centralne ([3]) mozemy napisaé¢ wzér (7) w nastepujg-
cej postaci

8 2r
1 2228 (_1)1' 8 2r 7AY _
(8) fs(w) = me ! Z o (T) Z (.7 ) (_]7;) Mar—3 =

r=0 =0

O (2r\ [ @)
7o) 265} (=5 e =
w \(2 (—1)
(—'1)1-’” : 2 (2';) M-y -s"—"") (;)

?'=
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Ze wzoru (8) dla s = 2, s = 3, s = 4 kolejno otrzymujemy gestoeci

13 s
(9) faoz) = e (_2_3_52 P W w4) e
14 2, 2 1 \ .
(10) fs(a") = F(j‘l‘g‘z%z—g—‘lm“—l—gws)e lﬁ,
1 /153 5 _ 66 12 1
(11) f (0&‘) = 175:(? ——$2+1—6$4——4-;m5+ ws) e—mzls.

Przy obliczaniu prawdopodobienistwa tego, Ze zmienna losowa Y,
przyjmuje wartoci z przedziatu (a, ), czyli calki

B
f fs(z)dw

mozna skorzystaé z tabliey wa,rtoéci calek

f k P /2

umieszezonych w [4] i [5].

Wzér (8) daje dokladng gestodé. Zostal on wyprowadzony dla % = 1.
W podobny sposéb mozna wyprowadzié wzor na gestosé zmiennej losowej
Y, w przypadku, gdy parametr k jest liczbg naturalng. Korzystanie z do-
kladnych wzoréw dla duzych wartodei s jest jednak bardzo skomplikowane.

Znajdziemy teraz wzoér przyblizony, prawdziwy dla dowolnego
k > 0, korzystajac z rozwinigecia funkeji w szereg Edgewortha (patrz
np. [2], str. 223).

Oznaczmy
1 2
(12) (@) = ="
Y Von ’
(13) Z’;:%_Zlflfl 1=1,2,...,8,
M2

za§ przez x, pémiezmiennik rzedu r zmiennej losowej o rozkladzie (1).
Poniewaz py,., = 0, zatem
x2,+1 =0 dlal r = 1 2

GestoSei g,(x) zmiennej losowej ZZ mozemy w przyblizeniu
8

Vs
wyrazié jako

(14)  go(2) = p(@)+- [

#y

®
4'(2k+1)2"” (w)]+

»© o
@)+ e _|_1)41P(8’(w)],

1
T [ T
Z bledem rzedu 1/s.
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Jefli przyjmiemy, ze
1 %y
15 = DAL S )
(15) gs () w(x)+s ki)Y (2),

to popelimy blad rzedu 1/s2. A wiec w zaleznosci od zadanej dokladnofei
1 wartoci s mozemy stosowaé wzér (14) lub (15).

Wartoéei péliezmiennikéw x, i pochodnych funkeji y(x) wyste-
pujacych we wzorach (14), (15) sa nastepujace

x, = uy = 2k+1,
Ky = py— 3piy = —4k(2k+1),
% = pe— 30pypty+15p; = 16k (2k+1)(4k+1),
(@) = (3— 62"+ 2")p(a),
v (z) = (—15+ 452" — 152* + a°) y (),
p® () = (105 —4202° + 2102 — 28a° + 2°) y ().
Dla ¥ =1 wzér (15) przyjmuje postaé

1
gs(2) = y(x) [1 BETY (3 — 624 w‘*)] .

Przechodzac do zastosowan przeprowadzonych rozwazan teoretycz-
nych wskazemy metody ulatwiajace dobér takich warto§ei parametréw
k, o funkeji (1), by funkcja ta byla wygodng aproksymacja rzeczywistego
rozkladu.

Na rysunku 1, na ktérym przykladowo podanych jest kilka wykre-
86w funkeji rodziny (1), widaé, iz krzywa stromo wznosi sie ku gérze na
prawo od punktu z, i analogicznie na lewo od punktu —a,, gdzie z,,
—Zp 8% odcietymi punktéw przegiecia krzywej.

Przyjmijmy, ze punkty podzialu —a oraz a pokrywaja sie z odcig-
tymi punktéw przegiecia krzywej, czyli

(16) a=mp=]/4k+1_;/16k+10, dla k>3.

Ponadto nalézmy warunek

(17) [f(@)dz = .

Stala ¢ .v'vystgpujaca, we wzorze (17) charakteryzuje w pewien sposéb
blgdy selekeji. Mozemy powiedzied, iz ¢ jest tg frakeja populacji wyjscio-
wej, ktora powinna byé zakwalifikowana do pierwszej grupy, a zostala
zakwalifikowana do drugiej.



O zagadnieniach zwiqzanych z podzialem populacji normalnej 123

Napiszmy wzér (17) w postaci

a

1 2k ,—22/20% &
ST f xe de = —.
T+ 2ot 2

Podstawiajac 22/262 = y i oznaczajae k—3% = m mamy

1 m—1/4—Vm—1J16
(18) — eVy™ ldy = e.
I'(m) of
Na podstawie tablic niekompletnej funkeji gamma ([4]) w przybli-
Zeniu wyznaczamy z réwnania (18) niewiadomay m.
Przykladowo kilka wartoci m, ¢ zwigzanych wzorem (18) podanych
jest w tablicy 1.

TABLICA 1
k \ 3 1 ( 3 ‘ 2 2 3 :
e |. 005 | 0,07 ' 0,09 ' 0,095 | 0,1 0,11 0,12

Zamiast warunku (17) mozemy do wyznaczania parametréw k, o
poshuzyé sie réwniez nastepujgca metoda:

Przyjmujemy réwnosé (16), obliczamy na podstawie probki wariancje
empiryezng $? i przyjmujemy, Ze spelniona jest réwnosé

(19) §? = (2k+1)02.

Z ukladu réwnan (16), (19) wyznaczamy & oraz o.

Oczywidcie mozna proponowaé wiele réznych metod wyznaczania
barametréw k, o. Ostatecznym etapem powinno byé sprawdzenie, za po-
mocy odpowiedniego testu statystycznego, zgodnosci rozkladu empirycz-
nego z proponowanym rozkladem teoretycznym.

Zagadnienie sum zmiennych losowych jest, jak to bylo wspomniane
we wstepie pracy, zagadnieniem czesto wystepujacym w zastosowaniach.
Na przyklad w elektrotechnice, przy analizie obwodéw elektryeznych,
8potykamy sie czesto z takg sytuacja, w ktérej pewna cecha dotyczgca
ukladu elementéw réwna jest sumie odpowiednich cech kazdego z ele-
mentéw: moze to byé oporno§é lub indukeyjno§é w przypadku szeregowo
Polgczonych opornikéw lub cewek albo pojemno$§é¢ w przypadku réwno-
legle polaczonych kondensatoréw. Wyprowadzone w niniejszej pracy
wzory dla rozkladu sumy mozna wiec na przyklad zastosowaé do badania
lacznego oporu s polaczonych szeregowo opornikéw, przy czym przyjmu-
jemy, ze opér opornika jest zmienng losows o funkeji gestosei (1).
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Komentarz do wzoru (1). Metoda rozumowania, ktéra doprowadzila
do uzyskania wzoru (1) w przypadku, gdy parametr k jest liczbg naturalns,
byla nastepujgca. Dla uproszezenia zapisu przyjmijmy ¢ = 1. Populacja
normalna ma gestosé

1
(20) p(@) = — e,
Z populacji tej automat segregujacy wybiera cze§é Srodkowg. Ma-

tematycznie proces selekcji mozna scharakteryzowaé¢ jako odejmowanie
(rys. 2) od funkeji (20) pewnej funkeji r(z), spelniajacej warunek

0 <r(@) < y(@).

) |

C
X
ZM—483
Rys. 2. Krzywe charakteryzujace podzial populacji normalnej na dwie czesci
y = yp(z) y Y=7@) — — — —, Y= 9(z)—7(T) ———
Przyjmijmy

r(@) = p(@)e ™,

gdzie k jest liczbg naturalng.
Populacja powstala z populacji normalnej przez symetryczne wy-
cigeie §rodka jest wiee scharakteryzowana funkejg

(@) —r(r) = w(w){l—e'””k} = (@) {1—[1-C2"+...]} ~ O2'p(x).

Poniewaz otrzymana funkeja ma byé gestodcia, nalezy ja pomnozyé
przez taky staty, by calka niewlaSciwa w przedziale (—oo, +o0) 7 tej
funkeji byla réwna jednosci. Stad otrzymujemy wzér (1).
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A, ITIOMAHLCH A (Bapmasa)

O HEKOTOPBIX BOIIPOCAX, CBA3AHHBIX C TEJEHHEM HOPMAJLHOHI
COBOKYIHOCTH HA YACTH

PESBIOME

OleMeHTH MAacCOBOr0 HPOMBBOACTBA JAEIAT 4YACTO HA ONpefeseHHHe KIACCH
C PasiMyHON TOYHOCTHI0 XAPAKTEPHCTHK ITHUX 2AEMeHTOB. B macrosmei pabore yka-
8aHa QyHKOUA, ¢ IOMOINHI0 KOTOPOX YMOOHO CXAPAKTEPH30BATH COBOKYIHOCTH, BO-
SHUKIYI C HOPMalbHO! COBOKYNHOCTH IyTeM CHMMETDHYECKOTO BHpPE3a LEHTPA.
droit pynxumesn Asaserca (1).

Bpegenu cnenywomue GOpMyaH XIA CYMMH 8 HE3ABUCHUMHX CIYYARHEIX BeJIHYNH
oaoraocrH (1):

a) ¢opmyna (5) mud XapakTepuUCTHIeCKOd YyHKIUAM B caydae, Korga k ABIAeTCH
HATYPaJbHHM YUCJIOM,

6) dopmyna (8) mnsa nmorHocTdH mpu k =1,

B) npulausenusie Qopmynst (14), (15) naA IAOTHOCTH JRelCTBUTENLHHE HpH
dw6oM k > 0; omubxa npy UX IpUMEHEHUH NMeeT MOPAROK 1/s® U 1/8% COOTBETCTBEHHO.

A. PLUCINSKA (Warsaw)

ON CERTAIN PROBLEMS OCONNECTED WITH A DIVISION OF A NORMAL
POPULATION INTO PARTS

SUMMARY

Elements of mass production are often divided into classes according to the dif-
ferent accuracy of the characteristic features of those elements. This paper contains
& formula by means of which it is convenient to characterize a population arising
from a normal population by cutting out the centre symmetrically. This is function (1).

The following formulas for the sum of s independent random variables with
density function (1) have been derived:

8) formula (5) for the characteristic function in the ease where % is a natural
number,

b) formula (8) for the density function where &k = 1,

¢) approximate formulas (14), (15) for the density function, true for any &k > 0;
the errors arising in their application are quantities of order 1/s% and 1/s® respectively.



