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Interpolation linéaire et équations fonctionnelles

par J. G. DEOMBRES (Nantes)

Résumé. The purpose of this paper is to characterize Lagrange’s interpolation
polynomial via a functional equation. In the setting of the group algebra of an abelian
locally compact group, we consider some related functional equations.

La correspondance entre une fonction numérique définie sur un
segment de 1’'axe réel et 1’'unique polynéme d’interpolation de Lagrange
de degré » au plus qui coincide avec cette fonction en (n +1) points donnés
du segment de définition, peut étre caractérisée par une équation fonction-
nele trés simple sur des espaces de fonctions particuliers. Cette correspon-
dance est évidemment linéaire, et un certain intérét s’est donc manifesté
autour des opérateurs linéaires satisfaisant la méme équation fonction-
nelle et que l’on est convenu d’appeler opérateurs d’interpolation (cf.
[4], p. 27). Pour une raison intimement lide & 1’équation fonctionnelle
en jeu, I’étude des opérateurs d’interpolation est trés facilitée par la
connaiscance des idéaux fermés de l’algébre fonctionnelle sur laquelle
sont définis ces opérateurs. On comprend donc qu’on se soit précédemment
limité aux algébres de fonctions continues et & valeurs complexes sur
un espace compact, ou encore aux algébres de fonctions bornées presque
partout. Dans le présent travail, on veut envisager quelques réalisations
concrétes d’opérateurs d’interpolation dans le cas des algébres de groupe,
algébres pour lesquelles seuls les idéaux maximaux sont bien connus.
La technique utilisée (opérateurs de Dirac) conduit & une équation fon-
ctionnelle, 2 deux variables au sens de [1], dont nous donnons la solution
générale. Chemin faisant, on caractérise les interpolations polyndmiale
ou trigonomsétrique classiques. Il est alors tentant d’examiner par analogie
des opérateurs linéaires satisfaisant des équations fonetionnelles voisines
de celle d’un opérateur d’interpolation sur ces mémes algébres de groupe.
Les opérateurs considérés sont les opérateurs multiplicativement liés,
au sens de [4], dont des cas particuliers parsément la littérature (pour
des exemples et des références cf. [2], [10], [13], p. 384 et séq. et [4]).
On est alors conduit & de nouvelles classes d’équations fonctionnelles
4 deux variables sur un groupe et c’est 1’objet du présent travail que de
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tenter de les étudier, en tous cas de fournir les résultats connus, d’en don-
ner des démonstrations assez simplifiées puis d’en tirer des conséquences
utiles quant aux opérateurs de départ.

1. Notations et definitions. G désigne un groupe abélien localement
compact et @~ le groupe topologique dual muni de sa topologie de groupe
dual. L’ensemble M (@) des mesures de Radon bornées sur ¢ est une
algébre de convolution, d’ailleurs de Banach pour la norme naturelle

M(@);  ul = Sup (Iﬂ(f)l) lul(G

(F{IESEL* 4

ou ||f]| désigne la norme uniforme et X (G, C) 'ensemble des fonctions
définies sur G, 4 valeurs complexes, continues et de support compact.
{Nous renvoyons 2 [12] pour toutes les notions d’analyse harmonique
abstraite.) La transformée de Fourier d’une telle mesure est une fonction
u~ définie sur @ par la formule

u (@) = [o <@, ) du(a)

oll " désigne un caractére continu de @, c’est-i-dire un élément de G
tandis que (@, ® ) représente la dualité entre @ et G . Rappelons que
{G")" = @ Q’aprés le célebre théoréme de Pontryagin.

La transformée de Fourier est injective sur M (@) et son image B(G ")
est une algébre isomorphe 4 M (@). Munie de la norme |ju" | = ||ju|, cette
algébre est une algébre de Banach pourvue d’un élément unité. En outre
B(G") est une sous-algébre de l’algébre des fonctions continues bornées
et & valeurs complexes définies sur @, tandis que

Suplp” (@) < lpll.
TG

Soit P: B(G")—>B(G") un opérateur lindaire et continu sur B(G")
(pour la norme provenant de M (@), seule norme que nous considérons
sur B(@")). On définit P (u), pour u# dans M(G), comme I’unique élément
de M(G) tel que (P (u))” =P(u"). Visiblement P~ est un opérateur
linéaire et continu sur M(G).

DEFINITION 1. On dit qu’un opérateur P: B(G") - B(G@") est de Dirac
si P est linéaire, continu et s’il existe une fonction @: G —G telle que
pour toute mesure u de M (@), P (u) soit I'image de u par ®.

Cela signifie que (P~ (x))(E) = u(P ' (E)) pour tout borélien E de G,
Qu encore que

(¥, P (n)) = (Po®, u)

pour toute fonction ¥ de X (@, C) et toute u de M(G).

Remarque 1. Le nom de Dirac, choisi pour simplifier le texte ul-
térieur, provient de ce que pour un opérateur de Dirac P, I'image P~
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d’une mesure de Dirac en un point @ de @G est une mesure de Dirac (au
point @ (x) précisément). Cette propriété de conservation des mesures de
Dirac est d’ailleurs caractétristique.

Remarque 2. La fonction @ n’est pas quelconque en général: elle
est au moins universellement mesurable sur G.

DErFINITION 2. Un opérateur P est dit d’interpolation sur ume algébre
A s’il est défini sur A et a valeurs dans A et satisfait pour tous f, g de A:

P(f-Pg) = P(f-9)

Le vocabulaire utilisé provient de 1’exemple suivant.

Soit T' le groupe topologique quotient R/2%xZ et désignons par C(T)
Dalgébre des fonctions continues et & valeurs complexes définies sur T,
algebre identifiable & P’algébre des fonctions continues & valeurs complexes
définies sur 1’axe réel, périodiques et de période 2=. Soit E, I’espace des
polynémes trigonométriques de degré au plus égal & k et soit 4,, , une
division en (2k +1) points distincts de T c¢’est-a-dire

A2k+1 = {0<m0< a’1< ...<(02k<21t}.

Pour tout f de C(T), il existe un unique élément P,(f) de E, tel que
P,f(w;) = f(®;) pour tout =;,, ¢ =0,1,...,2k de 4,,,,. Ce P.f s’appelle
le polyndome d’interpolation trigonométrique de f relatif a la division A4,
(formule de Gauss, cf. [14], chapitre X). Soit maintenant un opérateur
lindaire et continu P: C(T) —C(T) qui soit un opérateur d’interpolation
(définition 2). Le noyau de P est un idéal fermé de € (T'), donc canoniquement

associé & un sous-ensemble fermé Y de T. Par définition, on dit que Y
est Vinterpolateur de P.

ProPOSITION 1. Soit un opérateur linéaire et continu P: C(T)—~C(T)
et Ay, une division donnée de T.

Pf est le polynéme d’interpolation de f relatif & la division A,, , pour
tout f de O(T) si et seulement si P est un opérateur d’interpolation d’inter-
polateur A,,.,, tel que P(E,) soit inclus dans E,.

Démonstration. Si Pf = P,f pour tout f de C(T), 'image de P
ost évidemment E,, et P(f-Pg)(»;) = P(fg)(»;) pour tout o, de 4,,,,
ce qui fournit par unicité P(f-Pg) = (P(fg)). Enfin 'interpolateur de P
contient évidemment A4,,,, mais il ne contient aucun autre point de 7.

Réeciproquement, si 4,,,, est 'interpolateur de P, alors on constate
que Pf(w;) = f(=;) pour tout @; de 4,,,, tandis que Pf = Pg si f et g pren-
nent les mémes valeurs sur 4, (cf. [4], théoréme 4.1). Par suite P(P,(f))
= Pf puisque P.f = Xf sur 4, ,. D’autre part puisque P (P, ( f)) est un
Ppolynéme trigonométrique, de degré & au plus, prenant les mémes valeurs
que f sur 4., on a P(P,(f)) = P.f. Il vient donc Pf = P,f.
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2. Opérateurs d’interpolation de Dirac. Nous voulons caractériser
les opérateurs d’interpolation de Dirac sur B(G).

THEOREME 1. Soit P un opérateur de Dirac sur B(GQ ). Cet opérateur
est d’interpolation 8i et seulement si la fonction @ associée & P satisfait pour
tous o, y de G Déquation fonctionnelle

1) Do+ P(y) = P@+y).

. Démonstration. La condition est nécessaire. Pour le voir, notons
P =@ pour alléger ’écriture. L'opérateur ¢ satisfait par tous u, » de
M(@) ’équation fonctionnelle:

(2) Q(ur@r) = Q(usr).
Soit en utilisant les notations de dualité entre X (G, C) et M(G)
(Z, Q(ur@) = (P, Qus).
Utilisant le fait que P est un opérateur de Dirac, il vient
(Yo D, ux@Qv) = (Yo, u»v)
soit en utilisant les mesures produits:

(Pod(0+y), u(@)e@r(y)) = (PoP(0+y), u(@)er(y))

ou encore
(Pod (@+2(y), p(@) er(y)) = (Pod(a+y), u(@)er(y)).

Cette égalité est vraie pour tous u, » dans M (@), donc on déduit
par densité vague

Yod(s+ D(y)) = Pod(@+y)

et puisque X (@, C) sépare les points de G, il vient I’équation fonction-
nelle (1). II suffit de remonter les calculs pour obtenir la suffisance de la
condition (1).

THEOREME 2. Soit @: G —G une fonction définie sur un groupe abélien
G. La fonction @ satisfait I'équation (1) si et seulement 8'il emiste un sous-
-groupe H de G tel que pour tout ® de G, (@) ne dépende que de la classe
d’équivalence selon H de » et appartienne a cette méme classe d'égquivalence.

La condition est manifestement suffisante. Pour prouver la néces-
sité, on définit H comme l’ensemble des éléments de la forme w— & ()
ou ¢ parcourt G. On note d’une part que @(z+ H) = @ (o) puisque I’'équa-
tion (1) est équivalente pour tous », ¥ de G & ’équation

(3) D(a) = D(o+(y —2(»)).
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En outre si 2z, et 2z, sont dans H, on a aussitot
9 —% = (4’1—@(9’1)) —(mz—¢(ma)) = 0, — @, + D (@,) — P (m,)
= @, — (9, — D(@5)) — D(0, — (0, — P (,)))

donc H est un sous-groupe de G.

Finalement, lorsque G est une somme directe G'/H® H, la fonction
@ équivaut & la donnée de ¢: G/H +H. Si o est identifié & v, 02,, ol
0,6 G/H et ¢ H, alors P (») est identifié & »,e¢(2,).

Naturellement, quelques restrictions sur H et ¢ sont en général & ap-
porter pour que la fonction @ fournisse un opérateur de Dirac P (cf. Re-
marque 2).

ExeMPLE 1. Prenons G = Z, done @ = T. Alors B(T) est ’ensemble
des fonctions continues et & valeurs complexes, de période 2= et dont
la série des coefficients de Fourier est absolument convergente. Un sous-
-groupe quelconque de Z est de la forme %k-Z pour un entier naturel %
et ’on génére la solution générale de 1’équation (1) sur le groupe additif
Z, laquelle s’écrit & partir de la décomposition unique » = kp+m ou
pe Z ot m un entier relatif appartenant & [— g, + g[, sous la forme
(4) D(n) = kp(m)+m

E ok
ovg: Z, =2 n[—é, +§[ —Z est une fonction arbitraire. En passant

aux opérateurs d’interpolation, et aprés calcul, on obtient:
Pour & = 0, P est 1'opérateur identité sur B(T).
Pour ¥ +#0, on a

k-1
() Pfa) = Zf(ZT"’)Ik(w— 2—;‘1—)

=0
ou 'on a posé

1 . .
I(z) = 7 2 [exp (imx)] [exp (ike (m) )] .
. meZ;,
2% 2n
On calcule Pf Tl =f -—k—l pour 1 =0,1,...,(k—1) et on

peut montrer que ce sont les seuls points, modulo 2=, réalisant cette pro-
priété d’interpolation relative & une division 4, & pas constant 2=/k.
En particulier si = 0 et pour un entier impair (2k +1) on obtient 'inter-
polation trigonométrique classique (cf. [14], chapitre 10):

2k
(6) P, f(w) = 2k +1 ;f(2k+1)Dk(w_ 2k+1)
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avec
2k +1
in

o
2
D, (m) = Y (Noyau de Dirichlet).
sin —-
2

La formule (6) définit Pinterpolation trigonométrique P,, d’ordre k,
et relative & une division 4,,, , & pas constant 2x/(2k +1). On est méme
conduit & une caractérisation de cet opérateur P,, plus avantageuse
que la proposition 1.

THEOREME 3. Soit P un opérateur linéaire de B(T) sur E, ou k est
un entier strictement positif. Cet opérateur est Vopérateur d’interpolation

trigonométrique d’ordre k relatif & une division & pas constant (2 : T 1 ) 8t

el seulement 8i P est un opérateur d’interpolation de Dirac.

L’opérateur P, est d’interpolation et son image est bien E,. En outre,
posons ¢,: # —exp(in®). En utilisant (4) avec ¢ =0, on calcule pour

1=0,1,...,2k
2l 2nl
Pye,) (21‘7_—#—1_) = Ogin (m)

et donc P,(e,) = €4y, c'est-a-dire que P, est de Dirac.
Réciproquement, ’opérateur P est associé selon (5) & une fonction @

définie par (4) avec k' & la place de k. On a nécessairement &’ #* 0 puisque

Yimage de P est incluse dans E,. On a nécessairement %' < 2k+1. En

2’2
et [n| > k. Mais on doit avoir [n + k'¢(n)| < k. Il est impossible que ¢(n) = 0
et @(n) #0 implique |[n+k'(n)|>k[2>k+} ce qui est également
impossible.

D’autre part I’hypothése du théoréme 3 assure que l’image de P
est E, exactement. L’opérateur P est visiblement idempotent et donc
P(e,) = e, pour |n| < k. Par suite le cardinal de l’ensemble des n tels
que P(e¢,) = e, est 2k+1 au moins. Mais ¢’est encore le cardinal de 1’en-
semble des n tels que @(n) = =, cardinal majoré par &’ comme on le voit sur
(4). D’ou ’inégalité inverse k' > 2k +1.

Finalement k' = 2k+1 et ¢ =0 ce qui donne P = P, grice a (6).

Remarque 1. On note que ||P,|| = 1 sur B(T) et P (1) =1.

Remarque 2. On généralise sans peine le théoreme 3 au tore & =
dimensions.

EXEMPLE 2. On prend @ = R et donc G° = R. Le sous-groupe H
qui intervient au théoréme 2 peut aussi se définir comme le sous-groupe

kK K
effet, supposant k' > 2k-1, il existe un entier neZ n[—- [
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des périodes de la fonction @. Si cette dernieére est supposée continue,.
H est fermé. Si H = R, @ est alors constante. Si H n’est pas tout R,
¢’est un sous-groupe discret, domaine des valeurs de la fonction continue
z — P (w). Cette derniére est donc constante, et la constante ne peut étre
que zéro puisque P (w)— P*(2) = 0.

On a done prouvé la

ProprosiTioN 2. L'identité est Vunique solution continue non constante
de Véquation fonctionnelle (1) sur le groupe additif R.

Pour construire des opérateurs d’interpolation de Dirac sur B(R),
il n’est toutefois pas nécessaire d’avoir la continuité de P. Par exemple
pour un nombre réel B positif et une fonction ¢ quelconque définie sur
[0, B8], on dispose de I’opérateur P,:

An
Pyf(@) = Y [ expli(A—B(n—1)a)|exp[ig(2—B(n—1)a)]du(2).

neZ B(n—1)

2
On note que |Py| =1 tandis queTuZ est l'interpolateur de P.

Une propriété de commutation avec certaines translations (cf. [5]) permet.
de caractériser P,.

3. Autres opérateurs multiplicativement liés de Dirac.

DEFINITION 3. Un opérateur P est dit multiplicativement lié sur une
algebre A 8'il est défini sur A et & valeurs dans A et tel que pour tous f, g
dans U on ait la relation

P(f-Pg+g-Pf) = APf-Pg+ B(f-Pg+g-Pf)+Cf-g+DP(f-g)+

. + E(Pf-Pg)
ou A, B, C, D et B appartiennent au corps des scalaires de .

On peut réduire un opérateur multiplicativement lié quelconque
en sommes directes d’opérateurs de types plus simples, du moins en faisant
quelques restrictions sur ¥, restrictions d’ailleurs faibles quant 4 ’analyse.
Nous renvoyons a [4], chapitres I et II, pour cette réduction et pour la.
terminologie générale. Toutefois, par souci de clarté, rappelons quelques
définitions essentielles.

DEFINITION 4. On classe un opérateur multiplicativement 1ié sur %
selon les diverses valeurs des constantes qui interviennent dans la défini-
tion 3. '

On a le type:

semi-multiplicatif (SM) si A =2, B=C=D=E =0,
demi-multiplicatif (DM) si A =B=C=D=0, E =2,
quast-interpolation (QI) si A =B =C=F =0, D =2,
Baater (Ba) si A=1=D,B=(C=EFKE=0,
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Reynolds (R) si A=1=E B=C=D=0,
D(a) si A=1-aq,B=C=0,D =a, E=1,
D si A=B=C=0,D=0F =1,
B(a) i A=B=0=0,D=aqa, £ =2—a,
C(a, B) si 4=0,B=1,C=0,D =gq, E=f

Enfin si P(f-Pg) = P(g-Pf) pour tous f, ¢ de U, on dit que Uopéra-
teur est multiplicativement syméirigue (MS8). On a ainsi les cas SMS,
DMS et QIS que I'on note I et qui n’est autre que le cas d’un opérateur
d’interpolation (cf. Définition 2).

On dispose alors des résultats suivants:

THEOREME 4. Soit P un opérateur de Dirac sur B(G ). L'opérateur P
st de type SM, QI, DM ou MS si et seulement 8i la fonotion P associée
satisfait respectivement pour tous o, y de @ les équations fonctionnelles

{7) Do+ D(y)) = Do)+ D(y),
{8) D@+ D(y)) = Pl@+y),

(9) Do+ D(y)) = (P (@) + P(y))
et

(10) Do+ D(y)) = Dy + D(w)).

En particulier, ces opérateurs sont multiplicativement symétriques.

Démonstration. Traitons le seul cas SM car les autres démonstra:-
tions sont analogues.

Comme pour le théordme 1, on parvient 3 la relation suivante, valable
pour toute fonction ¥ appartenant & s (G, C)

Yo d(o+ D(y))+ Vo Py + P(0)) = 2¥(D(0) + P(y)).

Supposons que ¢(a+d§(y)) différe de @ (o)+ P(y) pour un certain
couple (@, y) d’éléments de G. Il existe alors ¥, dans X' (@, C), ¥ > 0,
Yod(m+D(y)) =1 et ¥[P(@)+P(y)] = 0. Donc on doit avoir

1+¥Pod(y+D(@) =0

ce qui est impossible. D’olt 1’équation fonctionnelle (7) et par suite la
symétrie multiplicative. La réciproque est facile.
La solution générale de 1'équation (7) dépend du théoréme suivant,

qui peut s’énoncer de multiples fagons équivalentes (cf. [9] et [6] par
-exemple).

THEOREME 5. Soit @: @ — @G une fonction définie sur un groupe abélien
@. La fonction D satisfait Uéquation (7) si et seulement §8'il ewiste un sous-
-groupe H de @ tel que pour tout @ de G, ® — D(w) ne dépende que de la classe
d’équivalence selon H de » et D(w) soit dans H.
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La condition est suffisante puisque 1’on a pour tout couple (w, y)
o—D(@) =0+P(y)-D@+P(y) s0it Do+ D(y) = P@)+D(y).

La condition est nécessaire. On prend en effet pour H I’ensemble
des z de @ image par @ d’un o de G. L’ensemble H est un sous-groupe
de G puisque '

2 —2y = D(@,) — D(d,) = Plo, — D(a,))
comme on le constate sans peine sur ’équation (7). En outre, posons
p(@) =0—B(a).
On note que ¢ satisfait
plo+2(y) =), ¢@+H) =g

et donc que # — @ (z) ne dépend que de la classe de x selon H, ce qui
termine la démonstration.

Remarque 1. Une démonstration plus élégante du théoréme 5 -
consiste & noter que P satisfait (7) sur un groupe @ si et seulement si la
fonction ¥ définie par ¥ (») = 2 — @ (@) satisfait 1’équation fonctionnelle (1).

On connait en fait la solution de (7) sur des structures plus générales
que celle de groupe: cf. [3] dans le cas de R\{0} muni de la multiplication
et sous une hypothése de continuité, [8] et [9] dans le cas d’un demi-groupe
avec zéro, d'un groupe gauche ou d’un demi-treillis, [6] enfin dans le
cas d’un demi-groupe avec zéro.

ExEMPLE 1. Prenons encore @ = Z et G° = T. On a d’abord besoin
de la caractérisation des opérateurs de type SMS sur B(T), linéaires,
continus, et stationnaires, c’est-a-dire qui commutent avee les transla-
tions (cf. [4], chapitre 6). Posons pour tout entier & > 0:

k-1

(11) 8,f(w) = %Zf(m—%’:—l) 8 k>1

ot

8.f(@) = f(0).

PROPOSITION 3. P est un opérateur linéaire, continu, stationnaire et de
type semi-multiplicatif symétrique sur B(T) si et seulement i P = S, pour
un certain entier k positif ou nul.

Déterminons donc la forme générale d'un opérateur SMS et de
Dirac sur 1’algébre B(T). Grace aux théorémes 4 et 5, une solution de
Péquation (7) est associée & un sous-groupe H = kZ de Z. La décomposi-
tion de tout » de Z peut se faire selon n = kp +m et me Z, en utilisant

¢ — Annales Poloniel Mathematici XXXTL3
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les notations qui précédent le théoréme 3. Dés lors
B(n) = k(p +¢(m))

ou une fois encore ¢: Z, —Z. Soit alors fe B(T), on a

Pf(@) = D eu(eom @ = 3 Y teprm(Houips oumy(2)

neZ meZ), pZ
= D tkoim)(®) X i (fo_m) €13(3)
meZ;, peZ
2xl 2nl

== 2‘ e,,,,(m)(m)(Zf( _L ( n ))

meZy, 1=0
On pose maintenant
(12) I (o) = 2 bromy(®Ble_p(T) et  Ig(@) =1

mezk

et on constate que

2nl 2xl
Pf(‘”)—— Ef( __1: I,,(m——;:
l=0

ce que 'on écrit avec les notations de P’égalité (11)
(13) Pf = 8y(fI).

La formule (13) peut apparaitre comme duale en quelque sorte de la
formule (5). On vérifiera en particulier que, pour k 3 0, grice 4 la propo-
sition 3:

Pf (m + 217“) = Pf(z).

On note aussi que Pf(2=l/k) = f(0) pour Il =0,1,...,(k—1). Pour
pouvoir énoncer un analogue du théoréme 3, définissons F, comme le
sous-espace de B(T) constitué des fonctions périodiques et de période
2r [k ou k est un entier positif. Rappelons aussi que F, désigne 1’ensemble
des combinaisons linéaires complexes des ¢ oul a est un entier relatif
satisfaisant |a| < k.

PROPOSITION 4. Soit k un entier positif ou nul 6t P un opérateur linéaire,
continu de B(T) sur F,, ,. Supposons que P(E,) c E,. L'opérateur P
est de la forme

(14) Pf = 82k+l(ka)

pour tout f de B(T) si et seulement si P est semi-multiplicatif symétrique
et de Dirac.
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Prouvons la nécessité en partant d’un opérateur P a la fois SMS
et de Dirac, donc pouvant s’écrire sous la forme

Pf = Sk’(ka’)

pour un certain entier positif ou nul %’. D’une part, puisque I’image de
B(T) par P est incluse dans F,, ,, un choix convenable de la fonction
e, montre que k' est multiple de 2k +1. D’autre part, cette image est
exactement F,, , et comme il existe une fonction dans F, ., dont la
période stricte est 27 /2k +1 c’est que (2% +1) & son tour est multiple de k'
On conclut k¥ = 2k+1. Dés lors, on décompose un entier relatif a, tel
que |a| <k, sous la forme & = (2k+1)0+a d’ol l'on déduit P(e) =
= (2k +1)¢(a). L’hypothése P(E,) < E, signifie |P(a)| < k done ¢(a) = 0.
Ecrivons maintenant la fonction I,.,, correspondante

. 2k 41
k sin 3 @
Ly (@) = 2 en (@) = Dy(®) = ~
m=—k Siné

et ’on trouve bien la forme (14).

Réciproquement, si P est de la forme (14) on constate que Pfe F,, ,,
que Pf = f si fe F,,,, et naturellement que P est SMS et de Dirac.

On vérifie enfin que P n’augmente pas le degré d’un polynome tri-
gonométrique de E,.

Remarque 1. Pour I'opérateur P défini sur B(T) par la formule (14),
on note que P(1) =1 et ||[P|| =1, en tant qu’opérateur continu sur
B(T).

ExXEMPLE 2. On connait la structure générale des opérateurs linéaires
continus en norme uniforme, stationnaires et semi-multiplicatifs sur
I'algébre C(@) des fonctions continues et & valeurs complexes sur un
groupe abélien compact G: un tel opérateur est une convolution par la me-
sure de Haar d’un sous-groupe fermé de & (cf. [4] chapitre 6, la proposition 3
est d’ailleurs le cas particulier du tore). La proposition 4 se généralise
done sans peine, notamment au cas d’un produit fini de tores.

Avant de résoudre le cas d’'un opérateur multiplicativement symétri-
que, c’est-a-dire de considérer l’équation fonctionnelle (10), examinons
encore le cas d’autres types d’opérateurs multiplicativement liés.

THEOREME 6. Soit P un opérateur de Dirac sur B(G). Lorsque cet
opérateur est de type Ba, R ou D, la fonction associée @ satisfait respecti-
vement pour tous ®, y de @ les équations fonctionnelles

(15) D@+ DY) +Py+P@) =P@+y)+ Do)+ D(y),
(16) D@+ D(y))+ Ply+ P (@) = D(@)+D(y)+ P (P (o) + D (y))
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et
(17) D(x+ DY)+ Py +P@) = P(@+y)+ P (P(0) +P(y)).

Démonstration. Qontentons-nous de prendre la cas d’un opérateur
de Baxter. Pour toute ¥ de X (G, C), on a

(18) Y(@) +¥(2,) = V() + ¥(a,)

avec @, = P(@+D(y)); 0, = Py +P(a)); @ = P(®+y) et enfin o, =
= @(o)+ P(Yy).

Supposons @, # o, et @; # o, pour un certain couple (@, y) d’éléments
de G. Il existe ¥ dans X' (G,C), Y>0 et ¥(®,) = ¥(m,) = 0 tandis
que ¥(m,) = 1. On aboutit grice & (16) &4 1 + ¥(@,;) = 0 ce qui impossible.

Si done wm, =@, et @, #wm,, on construit de méme ¥, ¥ dans
X(G,C), Y@)=¥Yw) =0 et ¥Y(w,) #* ¥(w,) ce qui contredit (18).
De méme, on est conduit &% une impossibilité si @, = o, et @, # @,. Par
suite ou bien #, = o, et @; = @,, ou bien 9, = @, et @, = @,. Cette alternati-
ve implique de toutes fagons @, +®, = @, +a,, c’est-a-dire 1’éguation (15).
On comprend maintenant pourquoi le théoréme 6 est donné sous la forme
d’une condition suffisante. Pour disposer d’une réciproque, la structure
des solutions de (15) doit étre au préalable connue.

THEOREME 7. Soit P un opérateur de Dirac sur B(G). Cet opérateur
est de type B(a), pour 0 < a<< 2 et a # 1, 8i et seulement si P est un opéra-
teur d’interpolation.

Par la méme technique, on parvient en effet & ’équation pour tout
¥ de X' (G, C)

(@) + P (@) = a¥(@,)+(2—a)p(a,)

ol @,, @, et @, sont comme au’théoréme 6 et ¥, = & (D (@) + P(y)). Il est
impossible que 'on ait simultanément @, # o, et ¥, # @,. Le cas @, = o,
fournit

(1—a)¥(m) +¥(@,) = (2—a)¥(a,).

On ne peut avoir @, # @,. En effet, ou bien on construit ¥, ¥ dans
X(@E,C),1=>2¥>0, P@) =1, PY(e,, =0 et on parvient au résultat
14+ (1 —a)¥(w,) = 0 ce qui est impossible avee a < 1, ou bien on construit
¥, ¥ dans X4 (G,C), 129 >0, p(@,) =0, p(w,) =1 et on parvient au
résultat (1 —a)¥(m,) =2 —a ce qui est impossible avec 1 < a < 2.

~ Le cas @, = o, est analogue en changeant a en 2 — a. Dans la discus-
sion précédente, il fallait a < 2, ici on aura a > 0, d’oll ’hypothése faite
0 < a < 2. Par suite o, = @, et #, = m,, ce qui fournit @, = », puisque
a # 1, soit
D(a+P(y) = Ply+P(@) = P(@)+D(y) = P(P(a) +D(y))

et termine la démonstration du théoréme 7 grice au théoréme 2. On
comparera avec le théoréme 3.8 de.[4].
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Une discussion analogue, bien que plus longue, conduit aux deux
résultats suivants.

THEOREME 8. Soit P un opérateur de Dirac sur B(G"). Cet opérateur
est de type D(a), pour 0 < a << 1, 8i et seulement si P est un opérateur multi-
plicatif et idempotent.

THEORRME 9. Soit P un opérateur de Dirac sur B(G"). Cet opérateur
est de type C(a, — a) pour 0 < a < 1, 81 et seulement si P est de type C(0, 0)
el hémi-multiplicatif (c’est-a-dire satisfait P(Pf-Pg) = P(f-g)).

4. Opérateurs multiplicativement symétriques de Dirac. Le cas des
opérateurs multiplicativement symétriques de Dirac équivaut, gréice
au théoréme 4, & la résolution de I’équation fonctionnelle (10), dont les
équations (7), (8) et (9) sont des cas particuliers. On dispose alors du
théoréme suivant:

THEOREME 10. Soit G un groupe abélien P et: G —G. Une condition
néeessaire et suffisante pour que @ satisfasse U'équation (10) est Vewistence
de deum sous-groupes emboités H et I de G (H < I) et de deux relévements

hi GII~GH et i I/H I
de sorte que
fl@) = i[ag(o) —h{m(2)}].

Nous identifions ici le§ groupes isomorphes G'/I et G/H|I/H, et no-
tons par z=; (respectivement x,) 1’épimorphisme canonique quotient de
G sur G/I (respectivement de @ sur G/H). Enfin un relévement r: G¢/H -»@
est une application telle que myor soit Pidentité sur G/H.

Démonstration. Partons de ’équation (10) que nous utilisons
avec @ et y-+f(z). Soit

Do+ 0y +0(2))) = O(D(0) +9+ 0 (x)

= & (D (P (@) +y) +2)

= &(D(+B(y)) +2)

= ®@+B(y)+D(2))
ce qui s’écrit encore, pour tous @, y et z de @, sous la forme
(19) O [0+ B(y+ P (2)) — B(y)— B(2)] = B(a).

Appelons H le sous-groupe G engendré par tous les éléments de la
forme di(y-l-(b(z))—(b(y)—di(z) lorsque y et 2z parcourent G. Notons
ny Dapplication quotient =;: G —G/H. Puisque H est inclus dans le
sous-groupe des périodes de @, nous définissons une fonction y sur G/H
par la formule

v(7a(0)) = 7 (D(@)). '
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La fonction y satisfait alors pour tous y, z de G/H:
Y[y +v() = v +9(2)
ce qui n’est autre ’équation fonctionnelle (7), dont la solution générale
est donnée par le théoréme 5. Cette solution fait intervenir un sous-groupe
H, de G, = G/H. Par suite, il existe un sous-groupe de & noté I, contenant

H et tel que H, = I/H. En outre, le théoréme 5 s’énonce encore en disant
qu’il existe un relévement h: G,/H, — @, tel que pour @¢ @,

y(@) = 0—h(ng, (@)

Mais le théoréme d’isomorphisme du double quotient permet 1'identi-
tication entre @,/H, et G/I. En outre m;(®) = my (% (@)). Par suite pour
tout @ de @ on dispose de Ia relation

wy (P(@)) = y(ng(@) = mg(@) —h(z(a).

On note que uH(di(w)) est un élément de I/H pour tout o de G.
Par suite il existe un relévement convenable ¢: I/H — I tel que

(20) (o) =1 [nH(m)—h(nI(m))].

Réciproquement, soit @ une fonction définie suivant la relation (20)
ol H, I (H < I)sont des sous-groupes de G, & et ¢ des relévements associés
mais par ailleurs quelconques. On note que @ (@) appartient & I donc que

(21) mr(x+ DY) = x,(@).

Soit la relation fonctionnelle
®(@+ P(y)) = i[ap(@) +ag(y) —h(x(y) —h (7 (@)].
Cette expression étant symétrique en @ et y, on a bien
D@+ B(y) = 2(P(@)+y)

ce qui termine la démonstration du théoréme 10.

Remarque 1. Pour avoir manqué 1’équation pourtant facile (19)
et utilisé comme succédané une équation plus élaborée [&(w+@(y+
+®(2) +20(0))) = P(2+B(y) +P(2) +26(0))], on a donné ailleurs (cf.
[7], théoréme 1), un énoncé d’aspect nettement plus compliqué que le

théoréme 10. Non sans peine, on peut montrer 1’'équivalence des deux
énoncés.

Remarque 2. Grice au théoréme 10, il n’est pas difficile d’écrire
la solution générale @ de l'’équation (10) sous la forme & = P,0P, ou
D, ot D, sont des fonctions définies sur @ et & valeurs dans G et ou la fonc-
tion @, satisfait 1’dquation fonctionnelle (7) tandis que la fonction @,
satisfait 1’équation fonctionnelle (8) (ou (1)). D’ailleurs nous avons noté
(cf. remarque 1 aprés le théoréme 5) que les équations (7) et (8) se dé-
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duisent P’une de 1’autre sur un groupe abélien. Elles épuisent ainsi le cas
des équations de type symétrique.

ExEMPLE. Précisons la forme d’un opérateur de Dirac et multiplicati-
vement symétrique sur 1’algébre B(T). Grace au théoréme 10, il existe
deux entiers k, et k,, positifs ou nuls, de sorte que H = k,%k,Z et I = k,Z.
11 existe aussi deux fonctions

& Z,,~Z,,

£: Z, ~2.
(Compte tenu des définitions, la valeur finale de { devrait étre dans k,k,Z
mais pour simplifier les notations on multipliera par %, %, lorsque néces-

saire. De méme pour §&.)
Tout entier relatif n se décompose d’une facon unique sous la forme

n =k kom+k'p+q
ol meZ, peZ, ot geZ, . Dés lors
B(n) = ko (P + £(9) - (0 + £(9) ky = B0 Py (m)
ol Yon a posé conformément & la remarque 2:
Py(n) = kn(kﬂn +Pp+ E(Q))
D,(n) = bk, L(p)+kp+g.

Par composition, 'opérateur P est de la forme P,0P, ou P, est un
opérateur SMS de Dirac associé & P, et P, un opérateur d’interpolation,
de Dirac également, associé & @,. On trouve en supposant k,k, # 0

1=Kk —1

2nl
Pf(2) = )ﬁ (Skz(kaz) *6211'1) Iklkz( Ik )
= Kyl 12

oit ’on a posé 8, comme en (11), T, selon la formule

J ky (@) = 2 Cryiie)(B) €_g(@)

qczk
et

2xl
Enfin, il est habituel de noter F (kT;c ) par Fx*»8,,; pour une
1%2 kg
fonction ¥ quelconque sur T o
Lorsque £ = 0 et { = 0, lorsque k, et k, sont impairs (respectivement
2ky+1 et 2k, +1), on note plus simplement en posant k = 2k, k,+k, + k,

2k
1 R 2xl

22 - ———— — .

(22)  Pf(a) = 5= ,;o (s,k,H(ka,)*a:zz)_ Dk(w 7 +1)
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Un théoréme, combinant les aspects du théoréme 3 et de la proposi-
tion 4, est d’ailleurs possible pour caractériser un opérateur P, fourni
par la formule (22), parmi tous les opérateurs multiplicativement symé-
triques et de Dirac sur B(T).

Remarque générale. La cas de ’équation fonctionnelle (15),
qui heuristiquement semble une combinaison simple de (7) et (8), présente

un intérét combinatoire grace a2 son lien avec les opérateurs de Baxter

(cf. [11]). Il reste encore ouvert.
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