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Sur une fonction extrémale liée aux moyennes
arithmétiques des distances généralisées des couples
de points d’un ensemble

par B. SzArmrsk1 (Krakdow)

1. Introduction. Continuant nos recherches [6], nous nous pro-
posons de développer dans le présent travail, les idées de M. F. Leja
exposées dans les travaux [3] et [4].

Soit E un ensemble compact de points d'un espace topologique R,—,

= w(w,y) une fonction réelle continue de deux.points = et y varia-
bles da.ns R remplissant, quels que soient x et y, la condition w(w, Y).,
= w(y, ). Une telle fonction sera dite distance généralisée ou fonotion
génératrice. Désignons par 2™ un systéme de n>2 points z,, ..., 2
de E et formons la moyenne

(1) a(@™, 0)=2[nm—11" D (@, u)

1gi<k<sn
= 2[n(n—1)1""4 (2", ).

Lorsque les points # et y varient arbitrairement dans B, la fonction
w(z,y) atteint un maximum M et un minimum m. Donec, lorsque les
points @, ..., #, parcourent de fagon arbitraire I’ensemble ¥, la moyenne
arithmétique (1) satisfait aux inégalités

m< ale™, w) < M.

Désignons par an(E, w) la borne supérieure de a(v™, o), lorsque les
points du systéme 2™ varient arbitrairement dans E, et soit

(2) ™ = {gyy .y qn}
un gystéme de » points de F, pour lequel

(3) an(B, w) = a(g™, w) = sup a(z™, w).

a:(ﬂ) CE

Le systéme (2) satisfaisant & la condition (3) sera dit systéme de points
extrémaus de B de rang » par rapport & la fonction génératrice w. On
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sait [3] que si w(x,y) est non négative et R est un espace euclidien,
alors la suite (3) converge vers une limite finie
(4) lim (B, w) = a(B, w)

n—oo
dite écart arithmétique de l’ensemble E par rapport 2 la fonction w.
1l est clair qu'on a

a(B, o) <M

En appliquant la méthode du travail [3] il est facile de prouver que la
limite (4) existe dans le cas général, lorsque R est un espace topologique
quelconque et w(z,y) une fonction génératrice quelconque.

Le but de ce travail est d’étudier les suites de fonctions

n
(8) - enl@, B, w)="_lzw(m’%)r n=2,3,..
o =]
ol z est un point variable dans l'espace R et g™ est un systéme satis-
faxsant 4 la condition (3). En particulier, nous allons donner les con-
ditions suffisantes pour V’existence de la limite de la suite (5) et nous
:illoﬁs .dtudier certaines propriétés de cette limite.
"~ Au cours de la préparation de ce travail les conseils de M. le Pro-
fBBseur I. Le]a nous ont été d’un grand secours, et nous l'en remercions
vivement.’ -

2. Ecart arithmétique de I’ensemble et borne supérieure
de certaines intégrales. Soit K = K(F) la classe de toutes les ré-
partitions non négatives ¢ = o(4) de la masse unité sur l’ensemble E,
c'est-a-dire la classe de toutes les fonctions additives d’ensemble o(4)
non négatives sur tout ensemble borelien 4 C B et telles que o(E) =1,
q(R\E = 0. Démgnons par

(6) un = pua(d), n=2,3,..

la fonction d’ensemble de la classe K égale & 0 lorsque 4 ne contient
aucun des points (2), et & k/n lorsqu’il en contient k. Il est clair que
les fonctions’ wa(d)y, m= 2,38, .., sont uniformément bornées. D’aprés
un théoréme de De la Va,llée Poussin ([1], [7]), de chaque suite infinie
de fonctions additives d’ensemble, uniformément bornées, on peut ex-
traire une suite partielle convergente.

Soit {u,,} une suite partielle de {us} tendant vers une limite

(7) lilorolun.(d)=#(d)=ﬂ

L répartition p appartient & la classe K; nous l'appellerons répartition
extrémale par rapport i l’ensemble E et la fonction génératrice o.
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THEOREME 1. L'bcart arithmétique a(EB, w) s'exprime par la formule

(8) a(B, 0) = [ [ w(@, y)apdu = sup [[ (2, y)dodo.
EE o¢K g
Démonstration. Posons 2, =i2 w(gi, q) et Temarquons que
=1

n(n—1)]"4(¢"™, 0) =2Mnn—1]" Y wla, @

1<i<kgn

- =[nmr-1)]" 2 o(gt, gr) = [n(n—1)]"" 2 @(gs, !lk)—-Qu]

ik i,kc=1
= n(n=1)"" | [ (@, 9)dun dp—aln(n~1)]"
En faisant tendre n vers l'infini par les valeurs 7,, n,,... nous obtenons

lim 2[n(n—1]74(¢", ) = [ [ w (@) dudu.

n—00

Il reste & prouver que
(9) ffw(m,y)d,udy, = sup ffw(m,'y)dado.
EE c¢Kp R

Soit 2™ un systéme de n points quelconques de E. D’aprés (3) on a

n

(10) Alg™, @)= D) w(, o).
1<ti<kxn

On ’peﬁt considérer le second membre de 1'inégalité (10) comme fonction
de n variables #,, ..., #, définie sur E X ... X E. Intégrons les deux mem-
bres de (10) par rapport 4 ¢(z,). Comme ¢(E)=1, on a

(11) A (g™, w) wa (@, 21)do-~ 2 (@1, a;k)
i=2 B i<k
Intégrons les deux membres de (11) par rapport i o(w,); il vient

A(g™, o) > ffw(a: Y) dada+22fw(m ) do -+ Z w (@, Tx)..

i=8 E sgi<ksn

e

En continuant ce procédé on obtient enfin

A", @) > 27'n(n—1) ff @, y)dodo,
ou |
2[n(n—1)1"4(¢"™, w) ,>,ffw(w, y)dodo .
ZE
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11 suffit de faire tendre = vers linfini par les valeurs #,, n,, ... podr en
déduire 'inégalité '

ffw yY)dudu = ffw (¢, y)dodo, a

qui entraine l’éga,hté (9).

Nous aurons & nous appuyer dans la suite sur le

LeMME 1. Soit v = »(4) une répartition d>une masse quelconque sur H,
telle que v(E) =0 et que u-+ev >0 pour tout ge 0,1, o u est donné
par la formule (7). Alors

ffw(m,y)d,udvso
EE

La démonstration est analogue 4 celle du lemme 2 dans le tra-
vail [6], p. 200.

3. Une fonection extrémale. Formons les fonctions

n

pnl@) = pa(@, By 0) =07 Yo, ¢, n=1,2, ..

i=1
lides au systéme (2), # étant un point variable dans I’espace R. Il suit

immédiatement de la définition de us(4) que g@u(x) peut étre représentée
par l'intégrale ;

@n() =fw(w,y)dy,,.
E

Lorsque n parcourt les valeurs =, n,, ... il existe en tout point 2 de R
une limite ‘

(12) {Lnolo%.(w) =1’iﬂ Jw(w,y)dMnFEfw(w, y)au = ¢(x, B, w) =¢(w)..._

@(x) est dite fonction extrémale de I’ensemble E par rapport & w.
Désignons par E“ le noyau de la masse relatif & la répartition g,

c’est-a-dire ’ensemble de tous les points de F dont chaque entourage

contient une masse non nulle. L’ensemble E” est évidemment fermsé.
Nous allons démontrer les propriétés suivantes de ¢(z).

THEOREME 2. La fonction ¢(x) est continue dans R.

Démonstration. Supposons que #,e¢ B soit fixé. Pour un &> 0
donné, il existe un 6 > 0 tel que pour |z— =y <6 on a

7 ()~ (a5)
=|Efm(w, vau—J o (@, 9)du| = | [ (0@, 1)— w(z0, y)1dp
K
< [lo(@, y)— w(@m, 9)|dp < [edp = ¢
E B

ce qui prouve le théoréme.
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THEOREME 3. BEn tout point de F on a ¢(v) < a(B, o) et en tout
point de B* on a ¢(x) = a(E, w).

La démonstration de ce théoréme est a,na,logue & celle du théoréme 1
du travail [6], p. 201.

4. Sur une propriété de la fonction génératrice. Nous
allons introduire une proprié¢té P dont nous ferons usage dans la suite.

- DfrinitioN 1. On dit qu'une fonction génératrice w(z, y) jouit de
la propriété P, si pour toutes les répartitions de la masse »(4) sur Pensemble
E telles que »(E) =0 on a l’inégalité

(13) [[ o, y)dvdr <0,
ER

ol le signe d’égalité dans (13) équivant au cas d’une répartition v(A)
s’annulle identiquement.

Nous aurons & nous a,ppuyer sur les résultats connus smvants
(ef. [B], [2]):
. LeEmuE 2. Soit & (m > 3) Vespace euclidien & m dimensions, a un
nombre positif <m, v une distribution de la masse sur B. 8i le potentiel

(14) v(@) = J-Iw—-yl“"’”dv

s'annule et tout point m e &™ & Uexception aw plus d'un ensemble de me-
sure mulle, la masse » est identiquement nulle.

LemmE 3. Soit m > 3, B un nombre positif m <2< m—+2, 1 une
distribution de la masse sur Vensemble B telle que A(E)= 0. Alors

(15) af [(En(8) " [lo—yl*"aafde — (2P0 [ [la—yi¥ mdaan,
™ E . E
ol dr désigne Vélément de volume et Hp(B) S’exprime par la Jormule

= vt ({5

2f8~m

THEOREME 4. La fonction |x— y| jouit de la propriété P.
Démonstljation'. Le premier membre de la formule (15) est non’
négatif, donc

YHw(2B) [ [lo—y® a1 > 0.
EER

—28
2

Mais, comme P(m )< 0, on a

Ha(29) = wizwr() /1252 <o,
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et par suite
(16) [[lw—y® marar <o.

EE
Dans la formule (16) 1’égalité ne peut avoir lien que dans le cas ol
Iintégrale entre crochets au premier membre de (15), c'est-2-dire la
fonction (14) s’annule presque partout. Donc, en vertu du lemme 2,

la. mesure A(4) s’annule identiquement.
Passons maintenant au probléme de la convergence des suites (5)

et (6). Nous allons démonstrer le

THEORBME 5. 8@ la fonction w(z,y) jowit de la propriéié P alors
chaque suite particlle de la suite (6) tendant vers ume limite, tend vers la

mesure extrémale p(A) donnée par (7).
. Démonstration. Dans le cas contraire il existerait deux limites
partielles u et u' telles que

supffw(w,y)doda:ffw(w, y_)dydy=ffw(w,y)dp’dy’.

oeK EE EE :

Formons la différence » = p'— u. Comme »(E) = 0 ot u+ev= pu(l—e)+
Ju'e =08 0<e<1, on a d’aprés le lemme 1

[[ (@, y)dudr <0.
) EE
Mais
a(B, v) '=Ef [o(@, p)d(u+r)d(u+»)
E .

=ff‘”(w;?I)d,“d.u-l-fow(w,y)d,udv-l-ffm(w, y)dvdy
EERE - EE EE

= a(H, "-’)+ffw(w, y)dvdv+2ffw(ac, y)dudy ,
r EER
d’ol
[[ w@,y)yavdr=—2 [ [ w(z, y)dud» >0.
EER EE

Puisque la fonction w(z,y) jouit de la propriété P, la répartition
v = u'— p s’annule identiquement, c’est-n-dire u' = u.

TuforEME 6. 87 la fonction w(z, y) jouit de la propriété P la swite (5)
est convergente.

Cela résulte du théoréme 5.

S. Suites extrémales de points et leur application a la
construction des fonctions extrémales. Soit, comme plus haut,
E un ensemble compact de R, w(x,¥) une fonction jounissant de la pro-
priété P, E” le noyau de la masse relatif & la répartition extrémale u
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et », un point fixé quelconque de E”. Désignony par p, un point de B*
défini par la formule

(P24 P1) = SUP w(z, p,)

zeEH
et, lorsque les points py, ..., Pa—y sont définis, soit p, (n= 2,3, ...) un
point de E* tel que .

”—11 n-1
D o (pn, p1) = sup D) wl(@, py).
i1 2 BB el
La suite
(17) P1y Pay ---

gera dite swite extrémale de points de E* par rapport 3 la fonction gé-
nératrice w(x,y). Posons
Wl

(18) An=A(p™, w)= Z (pty Pr)y, oUW ™ = {p, ..., pn}.

1gi<k<n
La position des points p,, ps, ... dans E* dépend en général du choix
du point p, et de la fonetion w(w,y). Néanmoins, nous allons démon-
trer le

TEEOREME 7. 8i la fonctzo'n, w(z,y) jouit de la propriété P il ewiste
une limite

(19) lim 2[n(n—1)]""4s = a (B, w)
n—-00
ne dépendant pas du choiw du point p, dans B*. 'j
Démonstration. Soit # un point quelconque de E. D’aprés la
formule (18) et la définition des points p,, ..., Pny ...y OD &

n—1
(20) A(pw w) =D p¢)+2w Do)+ +Zw(w,p4+w( o) -
i1=1 [} f=l

Intégrons les deux membres de (20) par rapport 4 la mesure extrémale
p(4). 1 vient

(21)  An> wa(w,ps)dwr +2fw(w,p¢)du+fw(w,pl>dp

{eml B
En vertu du théoréme 3 et de la formule

o) = [ o(@,y)dp

E

les intégrales qui figurent au second membre de (21) sont consﬁantle;z
n(n—
et égales & a(H, o) en tout point de B, d’oh il s’ensuit que An > Ea,i(_ﬁ_m

H
et par suite

(22) 2n(n—1)]""4s > a(B, »).



362 B. Szafirski.

Soit o4(4) la distribution de la masse unité sur B* lide au systdme
P™ = {py, Doy ..., Pn} de points de la suite extrémale (17) de telle ma-
nidre que o,(4) = k/n si 4 contient % des points du systéme p™, Tn
appliquant la méthode du théoréme 1 on obtient

(28)  2[n(n—1)] dq = f j @, ) dondon—Qu[n (n—1)]"

w

ot Qp = D w(ps, ps). On sait [7] que de chaque suite uniformément
=1 2

bornée de fonctions additives d’engemble on peut extraire une suite
partielle convergente. Soit {os,} une suite partielle de {on} tendant vers
nne limite o
B lim o, (4) = 6(4) = o.

k-0

On a alors, d’aprés (23),
Lim (2/me(me—1) - Any) = j j z,y)dodo,
—+C0

d’ot il vient, d’aprés (22) et (8),
_Uw(m, y)dodo > a(B, w) = ffw(m, y)dudu .
BE EE

En tenant compte de (8) on en déduit I'égalité

(24) [[ododo= [[wdudu=0, ot w=ole,y).
EE EE
Remarquons maintenant que la somrme
(25) [[0d(e—wato—w+2[| [ wdu|a(e—w
EE E R

se décompose en la somme
Ewadada—Zﬁfﬁf-wdpdo+Ej;;gf md,cdszfEfwdyda—zEwadpdp
qui se réduit & la différence
fj wdoda-— fwd,ud,,u,

et finalement & zéro d’aprés (24). D’autre part, il suit du théoréme 3
que le second terme de (25) s’annule, car o(F) = u(E). Par suite

(26) JJ wte= o= =0

et, comme la fonction w jouit de la propriété P, I’4galité (26) ne peut
avoir lieu que si o = u. v
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Il en suit d’apres (8) et (23) que toutes les suites partielles con-
vergentes de {o.} tendent vers u, on a i et que (19) est ainsi
démontré.

Désignons par yu(z, B, w) la moyenne

: n
(27) (@, By o) =n"t Z'w(‘% pi)y, n=2,3,..
i=1
oll «# est un point variable dans l'espace R. Du fait que o,—pu résulte
immédiatement leo

THEOREME 8. 8i la fonction w(x, y) jouit de la propriété P, la suite
(27) converge dans R et on a Dégalité
(28) imyu(z, B, 0) =z, I, w).

n—200

6. Une Inégalité entre la fonction extrémale ¢(z, B, ) et

la fonction extrémale de F. LejJa. Soit 2™ un systéme de n > 2

points quelconques z,, ..., 2, de E et z un point variable dans E. F. Le]a.
a étudié dans le travail [3] la suite

'(29) an(z, B) = inf [maxa®(z,s™)],
PO B
ol

n

(30) aWg, zM) = %Z[w(w, ) — o (B, )], 1=1,2,..,mn

kel
kat

Il y a démontré que la suite (29) converge en tout point @ de B vers
une limite déterminée finie

lim ay(@, B) = a(z, B, w).
n—»00 )
F. Leja a supposé dans son travail [3] que la fonction w(z,y) est non
négative et que w(x, #) = 0, mais ces hypothéses ne sont pas nécessaires.
Je dis que l'on a:
THEORBME 9. 8¢ la fonction w(x,y) jouit de la propriéié P, on a en
tout point » de R Uinégalité (1)
a(z, B, 0) <op(@, B, v)—a(l, o).

Démonstration. Considérons le gystéme de points extrémaux (2)
et remarquons que, d’aprés (29), on a

an(z, B) < ma,xa(‘)(w gm™).

(*) Il est probable que cette inégalité se réduit A 1'égalité, mais ce probléme reste
encore ouvert.
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Soit m un nombre tel que
max a®(x, q(ﬂ)) = a™(2, q(‘"r)) .
3

Dlaprés (30) on a

a™(@, ¢™) ——2 2, 41)— w(w, qm) ——Zm(Qm, )

= om
1\ 1 - 1
éﬁjzlw(mv q:l)'—%mjnjzl w (g1, QI)—‘%w(ma qm)
Jd

d’ott I’on déduit d’aprés (29) I'inégalité
n

w(o, B) <= D) (o, a5)— mln—Zw(qc,q;)——w(m, n)

=1
f f-ﬂ

'Soit n—»co, La conclusion du théoréme 9 résulte du théordme 6 et du
lemme suivant:
LEMME 4. Soit g™ wun systéme de poinis extrémaux (2). Considérons
les sommes ' ’
a®(g™) = Zw(q{, ), 1=1,2,..,n.

Ie=1

) ki
On peut supposer que

(31) an = a(g®) < aD(g), F=1,2,.,m.

Je dis que:
La suite {%il a,,,} converge vers Vécart arithmétique a(E, w).

Démonstration. En effet, d’aprés (1) et (31), on a

naw < (n(n—1)] Zw(gi,qk)—ZA(q‘“) ).

fe=1
k#1

En faisant tendre #» vers l'infini on en déduit d’aprés (4) l'inégalité
Tim — a, < a(B, o).

n—o n—1

0 reste & prouver que

(32)

= o(E, w).

O
Lorsque z est un point quelconque de E, on a
n

(33) an > D (@, i)

fom
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car, dans le cas contraire, il existerait un point % e E tel que

an<2 Z,q).

T

Donc
A (g™, w) = an+ Z w (g1, qr)

ai<lesn
3
< Do @+ D ola e =AG™ o),
ey i< h<n
ol §™ = {&, ¢qu, ..., ¢n}. Mais cetie inégalité reste en contradiction avec
la définition de ¢™. D’apréds (33) on a

1 1
(34) —an> [0, y)dm— ole,q),

oll up est défini plus haut (p. 346). Intégrons les deux membres de'(34)
par rapport & u,. Alors on a

n—1 10 '
(%—1) Un = jw w ¥ d‘und‘uﬂ— o I ($7 ql)dlun
"

> (n—l)n“[ztn(n—l)]" D olgy w)|—Mn"+mn ™,
1i<lksn ’

ol m = min w(x,y), M = max o(2,y), d’ol il résulte immédiatement
zeEyeE zeRByell

l’mégahté (32).
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