M. KALECKI (Warszawa)

MODEL MECHANISTYCZNY ZJAWISKA LOSOWEGO

1. Zasady ,gry zegarkowej“. Wyobrazmy sobie m zegarkéw, kté-
rych tarcze majg obwéd réwny jednosci i sg podzielone na dwa wyecinki:
jeden czarny, a drugi bialy. Kazdy z zegarkdéw ma tylko jedna wskazéwke,
ktoérej koniec wiruje z szybkogcia stalg.f,, 0,, ..., 0,. Co jednostke czasu
sprawdzamy na kazdym z m zegarkéw, czy wskazéwka jest w polu czar-
nym czy tez w biatym. Jedli liczba czarnych pél jest parzysta, notuje-
my A4, jedli jest nieparzysta — B. Jest to jedna partia. Gra polega na
zgadywaniu, czy wydarzy sie A czy B. Zakladamy, ze szybkosci 6,, 6,,

-y O, 83 niewymierne i ze 83 arytmetycznie niezalezne (tzn. ze zadne 6 nie
jest funkcjg liniowg o wspélezynnikach wymiernyeh pozostalych 6).

Przyjmijmy za zero polozenie koricéw wskazéwek w czasie zero.

Wtedy potozenia te w kolejnych N partiach beds:

61_[01]5 201""[201]7 rery NBI_[NGIL
0:—[0,], 20,—[20,], ..., NO—[NG,],
Bm_[ﬂm]’ 20m“"'[26m]y ey NG m [—Ne'm]’

gdzie [0] oznacza funkecje eniter zmiennej 6.

Nalezy zaznaczyé, ze jednoczednie z gry opartg na zespole m zegar-
k6w mozna prowadzié gry na tych samych zasadach w odniesieniu do kaz-
dego podzespolu pierwszych k zegarkéw.

2. Czestosei wystqpowama wynikow 4 i B. Wprowadzmy  naste-
Pujgce oznaczenia: czestodé wystepowania bialego pola na k-tym zegarku
oznaczmy przez by, a czarnego pola przez cyy; dale} oznaczmy dlugosé
tuku wycinka bialego na k-tym zegarku przez p,, a wige dlugo§é huku
wycinka czarnego bedzie 1—p,; wreszcie czestoci wystepowania liter
4 i B w grze opartej na podzespole pierwszych k zegarkéw oznaczmy
przez (A)y.. Wobec tego czestoSci wystepowania A i B w grze oparte]
na wszystkich m zegarkach oznaczaé bedziemy odpowiednio przez (A)ym
i (B)Nm-

Zastosowania matematyki 8
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TwWIERDZENIE 1. Jesli [1—2p,| < a <1, gdezie a jest liczba stalg
oraz k =1,2,...,m, to lim lim (4)y,, = lim lim (B)y, = }.

Mm—>o00 N—o0 m—o0 N—oo
Dowéd. Z twierdzen w aneksie (str.123) wynikajg nastepujace
wladciwodci wskazani zegarkow. Jedli, jak zalozono, szykodei 6, 6,, ..., 0,

83 niewymierne i zadna z nich nie jest funkeja liniowa o wspdélezynni-
kach wymiernych pozostatych 6, to mamy:
(1) Wedlug twierdzenia I aneksu:

imbyy, = pr, Hm ey = 1—py;
N-ooo N-oo
(2) Wedlug twierdzenia II aneksu czestodé wystgpowania w jednej partii

kombinacji pola bialego na zegarku k i pola bialego na zegarku I
zmierza do p;p;, gdy N -» oco. Granice czestosei dla kombinacji
biate-czarne oraz czarne-biale czy tez wreszecie czarne-czarne beda
odpowiednio py(1—p;), (1 —pi)p; oraz (1—pz), (1—p;). Analogiczne
twierdzenie bedzie stuszne dla kombinacji obejmujacej dowolny
podzespél zegarkéw czy tez wszystkie m zegarkdéw. Uzywajac termi-
nologii rachunku prawdopodobieristwa mozemy powiedzieé, ze wska-
zanie k-tego zegarka jest asymptotyeznie niezaleine od wskazan
innych.

Weimy teraz pod uwage gre oparta na podzespole pierwszych % ze-
garkow. 7 wladciwosei (1) i (2) wynika, ze (A)y, zmierza do okreflonej
granicy (A, a (B)yx do (B), gdy N — oo.

Doigezmy teraz do podzespolu (k—1)-szy zegarek. W grze opartej
na tym nowym podzespole A wystapi w danej partii: albo jeéli w grze
opartej na podzespole pierwszych k zegarkow wystapito w tej partii 4
1 na (k+1)-szym zegarku wskazdwka zatrzymata si¢ w biatym polu,
albo jesli w grze opartej na podzespole pierwszych k zegarkéw wystgpilo
w tej partii B ina (k+41)-szym zegarku wskazéwka zatrzymata sie w czar-
nym polu.

Biorae pod uwage ,,niezaleznogé”’ partyj na poszczegélnych zegarkach,
znajdujemy dla granicznej czestosei (A).,:

(A)k1~1 = (A)k(l_pk-kl)—l"(-B)kpk}-l'
Analogicznie
(Blirr = (B (1 —pryr) +(A Py -
Wobec tego
' (Aes1—(Blerr = (Ale—(Be) (1 —2pis1).
Za pomocy indukeji zupelnej otrzymujemy

(A —(B)m = (1—2p1)(1—2p,)... (1 —2pn).
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Z zalozenia [1—2p, < a <1 wynika, ze
lim ((4)n—(B)m) = 0.
M~>00 ‘
Mamy wiee
. m—o0 mM—>00
albo
lim lim (A-)Nm - hm hm (B)Nm = %7
M300 N->00
i to przy dowolnych warto§ciach D1y Pay«+ey Pmy jefli tylko speliony
jest warunek |1—2p; < a < 1.

3. ,Niezaleznosé” dwéch kolejnych wynikéw gry. Oznaczmy cez-
stos¢ zmiany z czarnego na biale, lub wvice versa, w dwéch kolejnych
partiach (tzn. wyst¢powania kombinacji biale - czarne lub czarne-biate) na
k-tym zegarku przez dy,. Czestodé pozostawania bialego lub czarnego bez
zmiany w dwoéch kolejnych partiach (tzn. wystepowania kombinacji biale-
-biale lub czarne-czarne) bedzie wiee réwna 1— dyy. Dalej oznaczmy cze-
stosei wystgpowania kombinacji A4, BB, AB i BC w dwéch kolejnych par-
tiach dla gry opartej na podzespole plerwszych k zegarkéw odpowiednio
przez (AA)ni, (BB)nky (AB)ni 1 (BA)yr. Wobec tego czestoSei wyste-
powania A4, BB, AB i BA w dwéch kolejnych partiach dla gry opartej
na wszystkich m zegarkach oznaczaé bedziemy odpowiednio przez (4 4)x,,.,
(BB)Nmy (AB)ym i (BA)ym. Oznaczmy wreszcie przez Zy; czesto§é zmiany
z A na B lub vice versa w dwéch kolejnych partiach dla gry opartej na pierw-
szych k zegarkach; mamy wige

Zye = (AB)ni+(BA)xgy, 1—Zyy = (AA)yr+(BB)yg.
Dla gry opartej na wszystkich m zegarkach mamy oczywiscie
Zym = (AB)ym+(BA)xmy 1—Zxm = (A4)ym+(BB)ym.

Wreszeie oznaczmy 6;— [6x] przez 0.
TWIERDZENIE 2. Jesli [1—2p4] <a <1 oraz 6, >8>0, 1—06; >
Zf>01 |30, >8>0, gdeie o i B sq liczbams stalymi, to
hm lnn(AA)Nm = lim lm (BB)y, = lim lim (4B)y,, = lim lim (BA)ym-
) Mm—>00 Nooo M—>00 Nsoo m—00 Noroo

Dowéd Z twierdzeri aneksu wynikajg nastepujace wiasciwosci
wakazan zegarkow: '

(3) Wedtug twierdzenia ITT aneksu Oy zmierza do pewnej granicy &,
gdy N — oo, czyli

Iu_n GN,‘ == Gy, Oraz lim (1—6Nk) = 1'—61‘.
Nooo - N-oo
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Przy tym wedhug twierdzenia V aneksu, jezeli [1—2p,| < a <1 oraz
0, =p>0, 1—0, >8>0 i.13—0;] =>p> 0, gdzie a i f s3 liczbami
statymi, to [1—24d,] << A < 1, gdzie 1 jest znowu liczbg stalg.

(4) Wedlug twierdzenia IV aneksu eczesto§é zdarzenia ,,zmiana’ (lub
zdarzenia ,,bez zmiany”) w dwu kolejnych wskazaniach %-tego
zegarka jest ,niezaleina’ od czestoSci ,,zmiany” (lub ,,bez zmiany”)
na innych zegarkach. Np. graniczna czesto§é kombinacji ,,zmiany
na k-tym zegarku i ,,bez zmiany” na I- tym zegarku wynosi d;(1—4,).
Wezmy teraz pod uwagg gre opartag na podzespole pierwszyeh k

zegarkow. Z wladciwoSei (3) i (4) wynika, ze je§li N — oo, t0 Zyy i 1—2Z

zinierzaja do okre§lonych granic, ktére oznaczymy odpovnedmo przez

A g il Zk
Dolgezmy do podzespotu (k-1)-szy zegarek. W grze opartej na tym

nowym podzespole ,,zmiana’’ nastapi w dwu kolejnych partiach w dwu

przypadkach:

1° jeSli w grze opartej na zespole k pierwszych zegarkéw wystapila
yzmiana’, a na (k41)-szym zegarku wystapilo ,,bez zmiany”; wtedy
bowiem w pierwszej z dwu kolejnych partii mamy w zespole pierwszych

k zegark6éw nieparzysta ilo§é ,,czarnyeh”, a w drugim parzysty ilogé

»ezarnych”, lub vice versa, a na (k+1)-szym zegarku mamy dwa ,,czarne”

lub dwa ,,biate”;
2° jefli w grze opartej na podzespole pierwszych %k zegarkéw wysta-

pifo ,,bez zmiany”, a na (k-+1)-szym zegarku ,,zmiana’; wtedy bowiem

w obu kolejnych partiach W zespole pierwszych k zegarkéw mamy parzysty

lub nieparzysty ilo§é ,,czarnych”, a na (k+1)-szym zegarku mamy »CZAT-

ne-biate” lub ,,biale - czarne”.

Biorge pod uwage ,,niezaleznoéé” zdarzen ,,zmiana” i ,,bez zmiany”’
we wskazaniach poszezegélnych zegarkéw znajdujemy stad dla granicz-
nej czestosel ,,zmiany”’

Zyy = Zig(1—0p 1) (1 —2Z1) Biys -
Analogicznie otrzymujemy
1=Z, = (1=2Z) (1= 8k1) +Z1 61y -

Stad wynika, ze 2Z;,,—1 = (1—28;,,)(2Z;—1) i, droga indukeji zupel-
nej,

1—-2Z,, = (1—-26,)(1—-24,)...(1—26,,)
Poniewaz |1—26; < 1 < 1, gdzie 1 jest liczbg stalg, otrzymujemy

lim(1-2Z,) =0, eczyli limZ, = }.
m—>00 m—>00
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Mozemy teraz wykazad, ze “ezestodel wystepowania kombinacy]
AA, BB, AB i BA w dwbech kolejnych partiach gry, opartej na wszyst-
kich m zegarkach, zmierzaja do granicy }, gdy ¥ — co i m — co. Mamy
przede wszystkim (AB)yy+(BA)vm = Zym. Stad wynika, ze

lim ((AB)Nm_*_(BA )Nm) = Zm-
Dalej mamy ‘
]\iﬂl ((AB)A7731+(AA)N112) = (A)m 0raz J\lrlm ((BA)N1N.+(*4A )Nm) : (A)my
czyli

lim ((AB)‘\"M‘(BA)A\’IN) = 0.

N->o0

Otrzymujemy wiec

lim (AB)xy = lim (BA)yw = 3%,

Nosoo N oo
Poniewaz wykazaliSmy wyzej, ze lim Z,, = }, ofrzymujemy
m—00
lim lim(AB)y, = lim Im(B4)y, = £.
Mmoo N—>00 m-—oo N »00

Biorac pOd uwage, ze (AA)N'ML_*“(BB)AT')1L+(AB)J\"NL-{"(BA)NM. - ]7 mMozZua
z latwodcig wykazaé, ze rowniez

lim lim(4AA4)y., = lim lim(BB)x, = %,

m—00 N—rco M-s00 N-—>c0 )
czyli dwie kolejne partie-w grze opartej na m zegarkach sg od siebie
asymptotycznie ,niezalezne” z dowolnym przyblizeniem, jesli m jest
dostatecznie wielkie.

4. Uogdlnienia. Najpierw zajmiemy sie ,niezaleznoscia” j-tego
1 (j+a)-tego wyniku gry. -

Niech a bedzie okre§long liczba calkowity i dodatnia. Wprowadzmy
nastepujace oznaczenia. Czestodé zmiany z czarnego na biale lub vice versa
we wskazaniach j i j+a na k-tym zegarku oznaczmy przez 8F),. Czestosé
Pozostawania biatego lub czarnego we wskazaniach j 1 j4-a bedzie wige
réwna 1 —6{,. Dalej oznaczmy przez A; i B; zjawiska polegajace na wyste-
Powaniu litery A lub B na j-tym miejscu w ciaggu lifer 4 i B. Czestosci
wystgpowania kombinacyj A4, BB, AB i BA na miejscach jij+4a w grze
Qpartej na k pierwszych zegarkach oznaczymy przez (4;4;, )wx, (B; Bjia)nky
(4; B;, . vi oraz (B;A;, o)ni; W grze za$ opartej na wszystkich m zegarkach
— Przez (AJ'A:Ha)Nmr (BjBJ'+u)Nm7 (Aij+a)Nm oraz (B;iAj+a)Nm- Wreszcie
Oznaczmy af,— [ab,] przez 8. ,
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TWIERDZENIE 3. Jesli [1—2ps < a < 1oraz 6 > p® > 0,16 >
> >0 i [3—00) =B > 0, gdeie « i 9 sq liczbami stalymi, to

lim lim (A;;'A]'Jra);\’m = lim lim (B? Bj+a.)Nm, -

m—+oo Nooo m—o0 N—oo
= lim lim (4;B;, ,)n, = 1im lim (B;4;, )xm = .
M—>00 N->00 Mm—oo N—oo

Dowdd. Z twierdzenia VI aneksu wynikajg nastepujace uogoélnienia
wlasciwosei (3) 1 (4) wskazan zegarkow:

(3') 6%@, zmierza do pewnej granicy &7, gdy N —» oo, czyli

- Hm 8, = 8.
N->00

Przy tym, jesli [1—2p,] < a <1 oraz 09 > g = 0, 1—6? = g™ > 0,

i]3—0 | =g > 0, gdzie « i p sa liczbami stalymi, to [1—26{" <

<A <1, gdzie 1 jest znowu liczba stats.

(4') Czestos¢ zdarzenia ,,zmiana’ (lub ,,bez zmiany”) we wskazaniu
j-tym i (j+a)-tym na k-tym zegarku jest niezalezna od czestosci
»zmiany” na innych zegarkach. Np. graniczna czesto§é kombinacji
»zmiany” na k-tym zegarku i ,,bez zmiany” na I-tym zegarku we
wskazaniach j-tym i (j4-a)-tym wynosi 6{9 (1 —6{).

"Na podstawie tych wladciwosci mozna przeprowadzi¢ dowéd w ten
sam sposdb, jak dla poprzedniego twierdzenia.

Dalsze uogélnienie dotyczy jednoczesnej niezaleznosei wynikow
i+1,742,...,j+a od wyniku j-tego.

Oznaczmy najmniejszg wielokrotno§é liczb naturalnyeh niewigk-

szych od a przez w oraz wh, — [wd;] przez 65°. .
TWIERDZENIE 4. Jefli [1—2p,] < a < 1oraz 689 > g™ > 0, 167 >

= > 04 |3—-60" =™ > 0, gdeie a i f™ sq liczbami stakymi, to

Ilim lim(A’A]_*_t)Nm = lim ]jm(Bij+i)Nm = lim lim(A:fo+i)Nm =
m—o0 N-soo m—s0 Nooo m—o0 Nsoo ‘

= lim hm(B,A,H)Nm:} (7:-:1,2,...,(1').
M0 Noseoo
Dowéd. Z twierdzenia 3 wynika, ze twierdzenie 4 jest stuszne, je§l!
spelnione 83 jednoczeénie warunki (a), (b) i (c¢):

(a) 76, —(i6x] = P > 0,
(b) 1—76; + [i6:] = B9 > 0,
(e) 13 —j0x+136:1 = g9 > 0,

gdzie g (i =1,2,..., a) s to liczby state. Otéz dbwiedziemy, e wa-
runki te sa spelnione dla g% — {8™/w. Mamy przede wezystkim
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(a') w0 — [whi] = ﬂ(w) >0,
(b') 1—wj+ [wh] = ™ > 0,
(c') 14 —why+ [wh]| > ™ > 0.

Zacznijmy od warunku (a). Mozemy oczywiscie napisaé
10— [0,] > 0

(poniewaz 0 jest liczbg niewymierna). Pomnézmy obie strony tej nier6w-
noei przez wyrazenie w/i, ktore jest liczba catkowita, gdyz w jest wielo-
krotnoscig ¢:

w o,
w0k— T [@Ok] > 0.

Poniewaz [wf,] jest najwieksza liczba calkowita zawarta w w0y,
mamy

w0, — f:— [6,] > wl,— [00,].
Stad i z (a’) wynika, ze
why— =[] > B,
a dzielac przez w/i otrzymujemy
it~ [16] >4 > 0,

co dowodzi spelnienia warunku (a).
Rozpatrzmy teraz warunek (b). Mamy 1—i0,+[i6,] > 0. Pomnoimy
obie strony tej nieréwnodci przez wi: :

3:} — w08+ -’:,i[z'ok] > 0.

Poniewaz [wf,]+1 je'st najmniejszg liczba catkowita wigkszg od w0,
mamy ’

= —wh+ -‘-:f-[ie,;] > 1—wby+ [08].
Stad i z (b’) wynika, ze

w w
5 bt "i"[wk] = p* > 0;
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dzielge przez w/i otrzymujemy

10+ [i6,] = — B > 0,
w

co dowodzi spelienia warunku (b). _
Wreszcie dla warunku (c) dowdéd przedstawia sie jak nastepuje.
Mnozac wyrazenie |}--40,4[i0,] przez w/i otrzymujemy
L w w
i WOt o [30]
| 24 1
Poniewaz albo 4 -+[wf,], albo 1+ [w0,] jest najblizsza do wB,; wielo-
krotnodcig liczby %, wiec mamy albo

‘ ~27*U~ —wl,+ 7;; [0c] = | §—wly + [why] i’
1 i

albo

‘Zu; ~e00k+-z§[i6k]' 2.1—1001.:-*- {why].

Ale wedlug zalozert (b') i (¢’) wyraZenia po prawej stronie obu tych nie-
réwnosei sg niemniejsze od p™?, ktére jest dodatnie. Wobec tego

w w
— —wby+ = [i0]| = f* > 0
24 %

i po podzieleniu przez w/i otrzymujemy
|$— i+ [,])] > — ) > 0,

co dowodzi spelnienia warunku (c).

Twierdzenie 4 sformulowaé mozna réwniez jak nastepuje:

Wynik gry zegarkowej jest ,miezalesny” od wynikéw popreednich
a partyj z dowolnym przyblizeniem, gdy N i m sq destatecznie wielkie, jesls
087, 1—08" oraz |3 —0607| sq wigksze od pewnej stalej dodatnie], gdzie 60 —
= Wl — [whi], a w jest najmniejszq wielokrotnodeiq liczb naturalnych nie-
wigkszych od a.

Naleiy zaznaczyé, ze warunki ograniczajace dla zespolu 8, zaleis
od a. To samo dotyczy wielkofci m, niezbednej do danego przyblizenia
do ,niezaleznofci” wyniku gry od & poprzednich wynikéw.

Jak widaé z powyzszego, mozemy dowolnie upodobnié wyniki gry
zegarkowej do ciagu losowego. Zakladamy przede wszystkim dowolnie
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duze, ale okreélone a. Dobierzmy zespél m liczb niewymiernych ¢,, @,, ...,
@, arytmetycznie niezaleznych, spelniajacych warunki

~[@] > A gt el >4 otz gkl > B,

gdzie ™ jest stalg liczba dodatnia. Przyjmijmy za szybkosei korcow
wskazéwek m zegarkéw liczby ¢,/w, gs/w, ..., pn/w, gdzie w jest naj-
mniejszg wielokrotnoseia liczb naturalnych niewiekszych od a. Przy
dostatecznie duzym m wynik gry zegarkowej bedzie ,niezaleiny”
od poprzednich a*wynikéw z dowolnych przyblizeniem.

Warto jeszcze zwréeié uwage na szezegbiny przypadek spehienia
przez -zesp6l 6, warunkow

(a) wh— [why) > ™) > 0,
(b") 1—wb;,+ [wh,] > ™ > 0
(c”) | — w4 [whi]| > B > 0.

Mozna mianowicie wykazaé, ze warunki te sg spelnione, gdy 6,
f3,...,0, leza w dostatecznie malym przedziale. Oznaczmy dlugoé
tego przedma.}u przez ¢, Mamy wtedy |0,—6,| < ¢™, Niech &£ b@dme
dostatecznie mate, by spemiato warunki

(e) we™ < wh, — [wh,],

(£) we™ < 1—wh, + [wé,],
3 we® < 3w, + [06,]].
Wynika st@d, 20 |

|00 —wh;| < wh, —[w8,] oraz  |wh—wb| < 1—wd +[wh,],
& stad z kolei
{w;] = [wh].
Otrzymujemy dalej
Wy, —[206;] = w8; — [106,]+0(8,—~B,),
1 —wb;+[wl] = 1—wb,+ [wh,]—w(6—8,),
|4 — w0y +[wB]| = |§—wb,+ [w0,]—w0(0;— 0,)] .
Z warunku |6,—8,] < s*? wynika
| why— [w0,] > w6, — [106,]—we',
1—w00,+ '[wak]') 1—w0,—f— [w0,]—we™,
4 —1w005+ [06,]] > |§—wb;+ [w6,])] —we™.
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% warunkéw (e), (f) i (g) dla ¢* wynika z kolei, ze wyrazenia po prawej
stronie nieréwnosci sa liczbami dodatnimi. Oznaczywszy najmniejszg
z nich przez ™ otrzymujemy wlagciwosdei (a’), (b') i (¢).

Jak widaé z powyzszego, skupienie szybkoSei 0, w dostatecznie ma-
lym obszarze, zaleznym od a, i dostatecznie wielka liczba m zegarkéw
stwarzajg warunki, w ktérych wynik pewnej partil jest z dowolnym przy-
plizeniem niezalezny od poprzednich a wynikow. Latwo zauwazyé, ze
warunki takie mozna zapewnié réwniez przez skupienie sie 0, w skoneczo-
nej ilogci dostatecznie matych obszaréw.

5. Model rouge et noir. Powyisze twierdzenia pozwolg nam na
skonstruowanie, bardzo zreszta prymitywnego, modelu wystgpowama
,,czerwonego” i ,,czarnego”’ w ruletce. Przyjmujemy, ze ruch kulki zawsze
w tym samym kierunku zaczyna si¢ od punktu zerowego, lezgcego na
samym poczatku jakiejé dziatki, powiedzmy, czerwonej. Jefli wobec tego
oznaczymy przez n liezbe dzialek zawartych w odleglosci przebytej przez
kulke, to wystapienie w danej prébie czerwonego albo czarnego zalezy
od tego, czy n jest parzyste, czy nieparzyste. Przyjmujemy roéwniez,
ze préby odbywajg sie. w réwnych odstepach czasu. .

‘Wartosé n jest wynikiem zjawiska bardzo zlozonego. Wyobrazmy
sobie, ze n jest wyznaczane w kolejnych prébach przez nasz zespot z bar-
dzo duzej liczby m zegarkéw, mianowicie: n réwna sie liczbie pdl czarnych
wskazywanych na zegarkach w chwili rozpoczecia kazdej préby. W ten
spos6b parzyste n, czyli wystapienie rouge, odpowiada literze A w grze
zegarkowej, a nieparzyste n, czyli noir, odpowiada literze B.

Zakladamy, jak wyzej, ze szybkofci koncow wskazéwek zegarkow
0,, 0z, .-, 0, s3 liczbami niewymiernymi i arytmetycznie niezaleznymi.
Zakladamy rowniez, ze spelniaja one warunki niezbedne dla zapewnienia
przyblizonej ,,niezaleznosci” wyniku gry zegarkowej od poprzednich a
wynik6w. Np. zakladamy, ze szybkosei 0,,0,,...,0, znajdujg si¢
w obrebie kilku dostatecznie malych obszarow.

7 dowiedzionyeh wyzej twierdzeri wynika, ze w takim modelu:

1° czesto§é wystepowania czerwonego lub czarnego przy dostatecznie
wielkiej ilo§ci préb N zbliza sie dowolnie do pewnej liczby, ktéra réini
gie bardzo malo od 3}, jesli m, jak to zalozylifmy Wyze], jest bardzo
duze,

2° wynik préby jest ,niezalezny”, ze znacznym przyblizeniem, od
wynikéw a poprzednich préb.

Oczywifcie oba te zjawiska wystgpia réwniéz, jeli n jest wyzna-
czone przez jakikolwiek mechanizm posiadajacy podstawowe wlaseiwosci
zespolu m zegarkow.



Model mechanistyezny zjawiske losowego 123

ANEKS

Pewne wlasciwoéci ciagéw liczb niewymiernych 6, 28, 30, ...
DEFINIcTA 1. Niech bedzie dany ciag liczb rzeczywistych
F(1),1(2), ..., [(N).

Oznaczmy przez N (y) liczbe wyrazow speliajgecyeh warunek
He) =Bl <y, gdzie 0<y<1.
Moéwimy, ze ciqg | ma ekwipartycje, jesli

N(y)

Iim ——— =

DEFINICJA 2. Niech bedzie m ciggéw:

f(1), 11(2), o (NN,
fo(1), £2(2), s (),

-------------

fm(1)s fn(2)5 o5 fn(N).

Oznaczmy przez N(y;, Vs, ...s Ym) liczbe kolumn tego zespolu ciagow,
Spelniajacych dla kazdego k od 1 do m warunek

Fe() = ()] < iy

gdzie 0 <y, <1. Méwimy, ze zespél ciagow fi, f;y ..., fm ma ekwipar-
tycje, jesli '

. N1y veyeees Ym)
lim
N-oco N

=Y1 V20 Ve

Jeli zespot ciagéw fy, fay ..., fm Ma ekwipartycje, to kazdy jego pod-
zesp6! ma réwnies ekwipartycje, co otrzymamy od razu nakladajac wa-
ranek y = 1 na wszystkie f poza podzespolem.

TwIERDZENIE 1. Jesli 0 jest dowolng liczha niewymierng, to ciag
(1) | 6,26,30,..., N6

ma ekwipartycie.

Twierdzenie to zostalo dowiedzione w roku 1909 przez Sierpinskiego,
jak réwniez przez Bohla, a w 1916 r. Weyl podat prosty dowéd opierajacy
8i¢ na metodzie majacej szersze zastosowanie(!). '

—_——

(*) Patrz J. F. Koksma, Diophantische Approximationen, Berlin 1936, str. 92.
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TwieRDzZNIE I1 (szczegdlny przypadek innego twierdzenia Weyla (2)).
Zespol ciggow
0,,20,,..., N0,
6,,26,, ..., Nb,,

am, 20711:’ s Nem

ma ekwipartycje, jesli dla dowolnegb zespolu liceb catkowitych hy, hyy ..., by,
nie réwnych jednoczeénie zeru wyraienie

-h101+h292+ cor Fhn b
jest liczbqg miewymierng.

ROWNOWAZNIK TWIERDZENIA II. J eseli wszystkie liczby 0,0, ..., 6,, 8¢
niewymierne i adna z nich nie jest funkejq liniowq o wspdlczynmkach wy-
miernych innych 0, to zespdt (2) (¢ kazdy jego podzespdt) ma ekwipariycje.

7 twierdzenia I wyprowadzamy teraz nastepujace ‘

TWIERDZENIE ITI. Oznacemy przez S liczbe wyrazdw ciqgu (1), kidre
spelniajq warunek (a) lub (b):

(a) 101 <y, (GH+DO-[G+1)0]=7y,
(b) 0101 =y, (+D16—[(G+1)0] <.

Stosunek S|N zmierza do granicy okreslonej dalej wzorami (3), (4) ¢ (5),
gdy N — oo.

Ozhaczmy 0 [0] przez ¢. Latwo zauwazyé, ze

jo—Li0] = jo —[j8']-

Wobec tego w warunkach (a) i (b) mozna podstawié¢ §’ zamiast 6, przy czym
8’ < 1. Mozna tez bez uszezuplenia ogélnodei dowodu zalozyé, ze y < 4.

Twierdzenia latwo jest dowie§é graficznie. Jesli j6’ odkladaé bedziemy
na kole o obwodzie 1 od punktu zerowego w kierunku ruchu wskazowki
zegara, to j0'—[j6’] jest odstepem punktu j6’ od zera. Warunki (a) i (b)
oznaczaja, ze jesli punkt j0' lezy w obrebie luku p, to punkt (j4-1)¢
lezy poza nim lub vice versa. Bez uszezuplenia ogdélnofei dowodu mozna
zalozyé, ze zero lezy na poczatku luku y. Rozpatrzymy trzy przypadki:

(A) 0 <y,
(B) y <0 <1—yp,
(C) ' 0 =1—y,

ktérym odpowiadajg rysunki 1, 2 i 3.
(*) Ibidem, str. 93.
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Na rysunkach punkty j6' na lukach zaznaczonych grubg linig odpo-
wiadaja, jak tego dowiedziemy dalej, warunkom (a) lub (b).

-8 | .,
] o 7
-8’ g+1-8’
0 0 6
7-8'
«__9‘_‘_?
ZM-735 ZM=-236 [zm-237
Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3 ™% g

Rozwazmy przypadek (A). Jezeli punkt j&' lezy w obrebie luku
0,7y, to punkt (j+1)6" lezy poza nim wtedy i tylko wtedy, gdy punkt j§’
lezy na lukn y—4#', y, Tak samo, jezeli punkt j6' lezy w obrebie luku
v, 1—0’, to (+1)8' lezy poza nim wtedy i tylko wtedy, gdy j6’ lezy na
hiku1-—6', 0.

Z twierdzenia I wynika, ze w tym przypadku
(3) im >~ op.

Nowo N )

W przypadku (B), jeSli punkt j6' lezy w obrebie luku 0,y, to (j+1)6'
lezy poza nim. Jedli j8' lezy w obrebie tuku 3,0, to (j+1)8' lezy wtedy
i tylko wtedy poza nim, gdy punkt j0' lezy na tuku 1 —¢’, 1 —6' +y. W tym
przypadku mamy

8

(4 lim — = 2y.

) Noeo AT y

Wreszcie w przypadku (C), jesi punkt jé' lezy w obrebie luku 0,y,
to (j+1)8' lezy wtedy i tylko wtedy poza nim, gdy punkt j§' lezy na
tuku 0, 1—¢'. Tak samo, jesli j6' lezy w obrebie luku y,0, to (j+1)8' lezy
wtedy i tylko wtedy poza nim, gdy j6’ lezy na huku y, y4+1—6¢'. W tym
Przypadku otrzymujemy )
(5) lim > — 2(1—90').
No»o0

W ten sposéb dowiedlismy, ze gdy N — oo, to stosunek ilosei 8 wy-
razéw ciaggu 6, 26,..., N9, speliajgcych warunek (a) lub (b), do
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ogélnej liczby wyrazéw N zmierza do granicy okreSlonej wzorami (3),
(4) i (b), ktéra oznaczymy przez §: '
S

Iim — = é.
N—>ooN

Z twierdzeri IIT oraz II wyprowadzamy nastepujace

TWIERDZENIE IV. Oznacemy przez S\, n Ulcebe kolumn zespotu
ciggow (2) spelniajgcych dla kaidego &k od 1 do m warunek (a) lub (b):

(a) | 10e—090e] <7, (+D)0—[(74+1)0:]1 = v,
(b) J0x—[30c] Z v, (GHD)0—[(7+1)0:] <.

Oznaczmy dalej liczbe wyrazow spetniajqeych warunek (a) lub (b) w ciggu
k préed 8, oraz im (Sp/N) przez 8. Mamy wtedy
Nooo

(Bedzie to stuszne réwnie: dla kaidego podzespolu zespotu cigqgdw (2).)

Wyobrazmy sobie m kél o obwodach 1. Na k-tym kole punkty j6,
spelniajagce warunek (a) lub (b) leza na dwdch okreslonych tukach o 1gcz-
nej dlugokei 8;. Z twierdzenia IT wynika, ze stosunek liczby tych j, dla
ktérych warunek (a) lub (b) spelniony jest na wszystkich okregach, tzn.
Ny 4o N réwna sie iloczynowi 4,8;...4,,.

------

TWIERDZENIE V. Jeli |1—2y,] <a<1 oraz 0, >p>0, 1—6; >
>8>0, |3—0k =B >0, gdzie a i psatoliczby state, to |1—26, < A < 1,
gdzie 2 jest znowu liczbg stalq.

Dowéd. Nalezy przede wszystkim zaznaczyé, ze bez uszezuplenia
ogélnofci twierdzenia mozemy zalozyé a« > 4 i p << §.

Dla trzech przypadkéw rozpatrywanych w dowodzie twierdzenia III
mamy dla d; i |1—246,| (zakladajae jak w tamtym dowodzie, ze y;, < %)

Przypadek . Sk [1—264]
(A) G<mn<i% 20; [1—46;]
B) 7 <b<l—y 291 |1 —4y,|
C) <1y <O, | 200—6) | 11—4(1—06)

W przypadkach (A) i (C) z warunkéw |
he=p<it, 1-62f<i, l-6Gl=p<t
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wynika, jak latwo zauwazyé, ze
11—26; <1—4p < 1.

W przypadku (B) z warunku |[1-2y, < e i z nierownosci y; < 4
wynika, ze
Ve = $(1—a).
Nastepnie z warunku [§—6;| > # wynika, ze
6, <i—p albo 1—6; <}—p.

Poza tym mamy y; < < 0 az 1—yy > 0, czyli y, < 1—0;. Stad wynika,
78
e < 3—p.

Mamy _wiee
| }1—a) < 7 < 5.
Otrzymujemy stad dla przypadku y, < }
i1¢—4nl C1—4(1—a)/2 = 2¢—-1< 1,
a dla przypadku y, > }
1—4y:] <1—4 < 1.

Stad wynika, ze jesli 2 jest rOwne wigkszej z liczb 2a—1 i 1—48,
to mamy
I1—26, <1< 1.

TWIERDZENIE VI. Twierdzenia IIX, IV ¢ V pozostajg w mocy, jesli
warunki (a) ¢ (b) przybwmm ogdlniejszq posiaé

(a') ?'Bk——[?'ﬂk] < yk, (?+a')6 '—[(? —I—a,)B ] 71:7
(b) —{j0, ] = v, (+a)6,—[(j+a)0,]<y,,

gdzie a jest liczbq dodainiq catkowilq, © jesli w twierdzeniu V zastqpimy
 preez 6 = a6, —[ab,].

Dowody tych twierdzen przeprowadzié mozna jak wyzej, zastepujae
0" przez 6 = a6 x—La8,].

Praca wplynela 14. 5. 1957
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M. KAJEILKHR (Bapmass)
MEXAHUCTHYECKAA MOJAEJD CAYVYARHOIO ABIEHHA
PESIOME

llyers Oyper paaHo m 4acos, nu@ep6aarsl KOTOPHX HMEIOT MePpUMETP pPaBHHIN
CAMHHLE M pas[eJeHH Ha J(Ba CerMeHTa — 4YepHHH #u Oeamit. Kamnase ua wacos
HMEIOT TOJLKO OIHY CTPEIKY, KOHEN KOTOPOi ABHIETCA COOTBETCTREHNHO CO CKOPOCTHIO
01 0y, ..., 0. Uepes kamaylo eguHMmy BpeMeHW MPOBEPAETCH, HAXOAATCA am cTpe-
KM BCEX 7 YaCOB B YEPHOM MuH ke B GesoM cerMmenre. Eciam 4mcio 4epHLIX CermMeHToB
4eTHO, TO BAMHCHBAETCR A, eciau ke HEYeTHO, 3aNMMCHLIBAETCH B.

Hycrs (4)nm osHauaer YacToTy mnoABienus cobmruAa A B N nabia0geHuax,
a (A4, d740)Nm — vaCTOTY MOABIeHUS Kombunannu A4 B nabaogeauax ¢ HOMepAMH
j ® j+a. AnaaornuHo onpegenens oGoawaueHus (B)Nm, (Bj, Bira)Nm. (Aj. Bjyra)Nm.
(B, 4jta)Nm- N

Opn HexOTOPHX WUPERNONOMEHUAX OTHOCH1ETHHO cKopoctei 6y, O, ..., O
W upy¥ NpefnoNoMeHHM, YT0 JJIUHA UYEPHOrO cerMeHTa Ha K-HX d9acax Py YAoBaer-
BOpAET VCIOBHUIO ll—2pkl<a < L. rge a rouweranra, amrop moayuaer cieqyomue
TEOPEMHI :

(1) lim lim (d)nym = Hm .lim (B)ym = 4;
m-so0 N—oo m—00 N—oo

(2) lim lim (Aj “‘i_t.a)_\"") = lim lim (Bj .Bj+u‘)h"n B

m—->00 N—oo m—s00 N—oo

lin  lim (45 Bjro)vm = lim  lim (By i a)vm = }.

M->00 N-200 m-00 N—oo

Imo swavum, umo j-oe u (j+a)-0e HabAVOEHUA GCUMNMOMUCECKY HEFABLCU ML ¢ npoua-
604bHOY cmeneKblo mounocmu, xoeda M Jocmamouro eaukKo.
(3)  j-oe HaGawdenue acusmnmomunecru Hesasucumo & smom cumese om gcex a npedsi-
Sywux nabarodenuii.

B KoHNe cTaThH aBTOp NMOKABHBAGT, YTO NMPH MOMOLLM paccmarpuBaeMoft xerep-
MUHMCTCKON CHCTCMEL MOKHO ONMCATh MOABIEHMUE TOuge W Moir B pyleTHe,

M. KALECKI (Warszawa)
MECHANISTIC MODEIL OF 4 RANDOM PHENOMENON

SUMMARY

Let m denote the number of watches whose faces have a circumference equal
to unity and are divided into two segments, a black and a white one. Each of the
watoches has only one hand, whose point moves with the velocity 0,, 05, ..., Om-
We cheok at intervals of a unit of time all the m watches to see whether their
hands are in the black or in the white field. If the number of black fields is even,
we record A4; if it is odd, we record B.

Let (A)Nm denote the frequency of the ocourrence of 4 in N observations,
and (A4; 44, a)Nm the frequency of the occurrence of the combination A4 in the §-th
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and the (j+a)-th observations. In a similar way we define the symbols (B)ym and
(Bj Bsya)Nms (A3Bjia)Nm and (BjAjiq)Nm.

Under certain assumptions regarding the velocities 6,, 0, ..., 6, and “under
the assumption that the length p, of the are of the black segment on the %-th
watch satisfies the condition 1—2p.l << a < 1 where a is fixed, the author obtains
the following theorems:

(1) lim lim (A)ym = lim Lm (B)ym = §;

m—00 N>oo m—00 N-roo

(2) lim lim (4dj4j,a)Nm = lim lim (B;Bjig)Nm =

m-so0 N->co m—00 N—soo

= lim Hmn (4;Bjia)vm = lim lim (Bjdj a)vm = %,
m—co N-—soo M0 N-ro0

which means thal the j-th and the (j+a)-th observations are asymptotically independent
with any degree of approximation if m is sufficiently large.

(3) The j-th observation is, in the same manner, asymplotically independent of all the
a observations preceding il.

Finally the author shows that by means of the deterministic system considered
it is possible to desoribe the occurrence of rouge and moir in the roulette.

Zastosowania matematyki $



