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Pour trouver les invariants intégraux des équations canoniques de
Hamilton, W. Slebodzinski a généralisé [13] un théoréme de de Donder [2]
et Schunter [11] en utilisant la méthode du calcul tensoriel et en intro-
duisant un nouvel opérateur appelé aujourd’hui dérivée de Lie, une notion
qui a exercé une influence considérable sur le futur développement de
la géométrie et ses applications.

La dénomination “dérivée de Lie” a été introduite par van Dantzig [1].
La premiére idée de l'opérateur de ce type est due & Lepage [8] ce que
Slebodzinski reconnait dans son travail [13] ou il le généralise. Une exten-
sion aux champs d’objets géométriques tout & fait arbitraires a été ob-
tenue par Tashiro [14] et [15].

Comme, d’apres la définition la plus générale due a Tashiro [14]
et [15], la dérivée £, d'un champ des objets 2 par rapport & un champ
fixé des vecteurs contravariants » est un comitant différentiel de ’objet
composé

(1) o = (2,v),

j’ai posé (encore en 1958 dans [4]) le probléeme de définir la dérivée de
Lie comme un comitant différentiel choisi d’une maniére univoque, au
moyen des axiomes convenables, parmi tous les comitants différentiels
d’un certain ordre du champ w. Ce probléme a été résolu partiellement
en 1966 par Szybiak [12]. Je dis ,partiellement” parce que dans son
premier axiome une forme particuliére de la dérivée £ a été supposée,
& savoir:
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(a) la dérivée £,2 dépend linéairement du champ o,

(b) la dérivée £, dépend linéairement des dérivées partielles 0; (2,

(c) la dérivée £,£2 dépend des dérivées partielles du champ » jusqu’a
Pordre r, si r dénote la classe de I’objet £2 selon la terminologie de Schouten
et Haantjes (cela veut dire que dans la regle de transformation des com-
posantes de £ figurent les dérivées partielies de la transformation des
coordonnées jusqu’a l'ordre r).

En disant d’une fagon plus précise: si les composantes de ’objet 2
sont numérotées au moyen d’un seul indice ¢ =1,..., N, la dérivée
£,02% est de la forme

2) £,0° = 0'0,Q°+y*(Q; 0, ..., 0"0),

ou 9’y signifie symboliquement la totalité des dérivées partielles d’ordre j
de toutes les composantes du champ v par rapport a toutes les combi-
naisons possibles de j variables indépendantes.

M. Szybiak a supposé en plus que les fonctions »® sont homogénes par
rapport aux variables figurant aprés le point-virgule. Le second axiome
concerne le type de la dérivée cherchée £,2. Ce type ou, en d’autres
mots, la régle de transformation, n’est pas toujours le méme que pour £
(pour les champs tensoriels le type ne change pas) et cela étant on ne
peut pas admettre 1’invariance du type. Le second axiome définie la
régle de transformation pour la dérivée £,Q. Cette régle est linéaire et
homogéne

(3) £00° = D% £0Q°,

ou les coefficients Dy sont définis par la formule
ar 097

4 D¢ = .

( ) b agb

Les coefficients Dj dépendent de la régle de transformation pour

le champ donné Q,

(3) Q= oM (2 1),

ou T symbolise la totalité des dérivées partielles de la transformation
des coordonnées jusqu’a l’ordre r inclusivement. Au premier coup d’oeil
la formule (4) peut paraitre un peu artificielle, mais cette impression
disparaitra si nous rappelons que pour tous les objets connus elle est
satisfaite.

En passant a la dérivée covariante V,Q, remarquons que la dérivée
£,2 ne change pas la ,valence” de ’objet 2 tandis que la dérivée cova-
riante de 1’objet £ (si elle existe) change toujours la valence en 1’élevant.
Mais, d’autre part, on peut définir la dérivée covariante de 1’objet com-
posé w = (2, v) en la définissant par la formule

(6) V,Q =o'V, Q
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et en supposant qu’elle soit un objet géométrique, ce qui a lieu toujours
si £ est un tenseur ou une densité tensorielle.

La dérivée V,Q peut étre nommée la dérivée covariante dans la direc-
tion du vecteur v (en supposant que v # @), bien que cette dénomination
ne soit pas exacte parce que, en remplacant le champ v» par le champ
0:v, ou ¢ est un champ scalaire positif, la dérivée se multiplie par le
facteur p.

La dérivée V,Q est de méme que la dérivée £,£2, un comitant diffé-
rentiel du champ o = (2, v). Une différence entre V,Q2 et £, consiste
en ce que V,Q est un comitant différentiel de w du premier ordre, in-
dépendemment de la classe r de 'objet 2, tandis que ’ordre différentiel
du comitant £,2 est égal a r. Cette différence disparait évidemment
pour » = 1, mais méme dans ce cas les dérivées V,2 et £,2 sont en
général différentes. Une deuxiéme différence (peut étre plus fondamentale)
entre V,Q et £,02 consiste en ce que £,2 est un comitant différentiel
de ’objet w, tandis que V,Q2 est en réalité un comitant différentiel de
Pobjet @ = (2, v, I'), ou I' est 'objet de la connexion linéaire. On peut
done se poser la question suivante:

Etant donné I’objet composé w = (2, v), o 2 est un objet géométri-
que de premiére classe, est-ce qu’il existe une connexion I" pour laquelle
lidentité V,Q2 = £, soit satisfaite ? Pour certains objets géométriques
simples de premiére classe (p.ex. pour les densités) la réponse est positive.
Nous ne savons pas la réponse dans le cas général.

Le probleme d’une définition axiomatique de la dérivée covariante
pour les champs d’objets géométriques était le sujet des travaux des
divers géométres. Le premier travail important dans cette direction
date de 1929; c’était celui de Schouten et Hlavaty [9], partiellement
reproduit dans le manuel de Schouten et Struik [10]. Au méme probléme
sont consacrés deux travaux récents de Kucharzewski [6] et [7].

En 1954 je suis revenu a ce probléme dans [3] en indiqueant quelques
inexactitudes dans le travail précité de Schouten et Hlavaty. J’ai posé
14 comme point de départ un systéme d’axiomes pour la notion de la
dérivée absolue plus conforme a notre point de vue sur la dérivée covariante
par rapport & un champ des vecteurs contravariants. La dérivée absolue
est définie pour une courbe paramétrisée qui donne naissance automati-
quement & un champ des vecteurs tangents, défini cependant seulement
le long de la courbe et non dans ’espace tout entier.

La manque de tentatives dans cette direction vient du fait que ce
probléme est lié étroitement avec la théorie des équations fonctionnelles
une branche des mathématiques peu étudiée jusqu’aux derniéres années.

Comme mon travail [3] de 1954 contient seulement des résultats
sans aucuns calculs je me permet de présenter ici les raisonnements en
me bornant au cas le plus simple d’un espace & une dimension.
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Pour simplifier les calculs je prends comme £2 le champ des vecteurs
contravariants. Nous avons donc ’objet composé v = (2, v, I'), o 2(x)
et v(x) sont des champs des vecteurs contravariants et I'(z) est une con-
nexion linéaire. Nous supposons, bien entendu, que 2(x) est dérivable
et nous notons la dérivée (ordinaire) par £'(z).

Remarque. Dans le cas général les vecteurs ont n composantes
et les I' n® composantes. Dans le cas n = 1 chacun des objets 2,0, I"
a une composante unique et, par conséquent, nous n’avons pas besoin
d’indices.

Si nous exécutons un changement admissible (de classe C?) de la
coordonnée primitive x au moyen de la transformation

(7) zZ = ¢(x)
et si nous introduisons les notations
(8) a=¢(x) #0, B =79¢"(2),

alors nous aurons les régles de transformation suivantes:

(9) Q=0a2, 7=av, 1'*=£—£2.
a a
La dérivée V,Q doit étre, par définition, un comitant différentiel
du premier ordre de I'objet w = {2, v, I'} dépendant de la dérivée £’ (x)
et indépendante des dérivées v’ (x), I''(z) dont I’existence nous ne suppo-
sons méme pas. Nous avons donec, par I’hypothése,

(10) v, 2 =W(999,7”’F)'

Cette relation doit avoir un caractére invariant, c’est-a-dire, dans
le nouveau systéme Zz il faut qu’on aie

(11) vV, = "/’(?27 @’7 Uy T).

La dérivée V,Q doit étre un objet du méme type que 2 ce qui s’ex-
prime par la relation

(12) V,2 =aV, .
Remarquons en outre que l'on a

a2 A2 dv 1 d(aR)

1 2 = = —
(13) az dx dz a dr
1/d aQ 1 , ’
2 010%) - L (a1 a0) - L 040
a \ dx dx al\ a
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En substituant les valeurs (9), (10), (12) et (13) dans (11) nous ob-
tenons la suivante équation fonctionnelle:

’ ’ F
(14) ap(R2, Q,v,I) =1p(a.Q,.Q +£.Q,a'v,—-——£).
a a

a2
Comme a est arbitraire, soumis seulement & la condition
(15) a #*0

et f§ est aussi complétement arbitraire, le domaine d’existence de la fone-
tion cherchée y est l'espace R* tout entier.

Nous allons résoudre I’équation (14) sous faibles hypothéses con-
cernant la régularité de la fonction .

L’équation (14) contient 6 variables indépendantes 2, Q', v, I', a et .

Nous introduisons la fonction auxiliaire

(16) A&, ) = w(&,n,1,0).

En substituant dans (14) § = o' et a = 1/v nous obtenons, pour
v #0,
1

, Q2 ‘
7'/’(‘91 Q,0,I') = "/’(77 Q +I"Q’170)
Q
(17) p(R, 2,v,I') =04 (_v—’ Q +P.Q).
Nous affirmons que pour chaque fonction 1(§, ) la fonction y, déter-

minée par la relation précédente, remplit 1’équation (14). En effet, le
premier membre P prend la forme

Q
P=ay(R,9Q,v, T = avl(T, Q +T’.Q).

Le deuxiéme membre D est égal &

r
D = w(a.Q, .Q'—I——ﬂ—.Q, av, ——ﬁz)
a a a
Q r
- am(i—, L Q+(————é) a.Q)
av a a a
Q Q
- a'vl(——, Q'+£Q+I’Q—ﬂ—)
(s a a

0
— a'v).(—v—, Q’+m),

donc nous avons P = D.
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Il y a donc une vaste famille de comitants solutions de (14) parce
qu’ils dépendent d’une fonction arbitraire A de deux variables indépen-
dantes.

Il se pose le probleme d’adjoindre des axiomes supplémentaires de
facon que le systéme ainsi étendu permette de distinguer le comitant
classique, donné par la formule

(18) (2, 9,0, T) =v(Q +I9).

Remarquons tout d’abord que ’axiome (analogue a célui de Szybiak
par rapport a la dérivée £,1)

(19) w(2,2,v,T) =vQ +¥(2, )

serait failli. En effet, admettons pour le moment la formule (19). De
13 nous concluons

‘Q ’ ’

(20) vl(—, Q +FQ) =00 +¥(Q,TI),
v _

ce qui pour £ = 0 nous fournit la relation

P(Q,T) = vl(—%, rg).

Il suit-de 1la, pour v = Q,

(21) (R, I = QA(1, I'Q) = Qu(I'Q),
ol
(22) w(&) = a1, &)

est une fonction d’une variable. (19) et (21) donnent
(23) p(R, 2,0, ) =vQ +Qu(l'Q).

En comparant (20) et (23) nous en déduisons
Q '
vA (T’ Q +FQ) =002 4+ Qu(I'Q)

ce qui pour v = 2 donne

Qu(Q +TI'Q2) = QO +Qu(I'Q)
ou bien
u(2 +TQ) = @ +p(TQ).

La relation u(x+vy) = x4+ u(y) entraine la linéarité de la fonction u:

(24) u(x) =ax+0C.



(23) et (24) donnent
(25) cow(R, 20, ) =vQ'+2(I'2+0).
En combinant (18) et (25) nous obtenons enfin
02 +oI'Q = vQ' + T 4+0Q

ou
(26) oI’ =T'Q+4C.

C’est une contradiction & cause de ’indépendence des variables v, I'
et Q. L’axiome (19) n’est pas donc admissible.

Cherchons un autre axiome supplémentaire. Admettons notamment
d’apres Schouten et Hlavaty [9] I’hypothése

(27) Vv('Ql+'Q2) = Vv'Ql_*'Vv'Qz

pour tous les deux champs 2, et 2, des vecteurs contravariants. Cette.
hypothése conduit & la suivante condition pour la fonection A(¢, %):

Q , Q ,
v (71, Q, +r91) + 04 (72, Q. +r92)

T2 (@00 412+ )

Mais vu la relation (2,+9,) = Q,+9Q, nous obtenons, aprés la
reduction des deux membres par v,

Q , 0 ,
12, aera)+a(2, 2 +r0,

:z(:‘?jﬁz_

, 9;+9;+ml+m).
2

Cette équation fonctionnelle donne, pour v =1 et I' = 0,
(28) }*(-Qu Q;)-i—z(g?’ -Q;) = (£, +sz -Q;‘F-Qz’)-

C’est une équation connue dans la théorie des équations fonction-
nelles. En admettant une faible régularité de la fonction 2 (p.ex. la con-
tinuité) nous concluons que la solution générale a la forme

(29) A(&,n) = 0&+o0on (0, o arbitraires).
Dans ce cas nous avons
Q
(30) v(Q, 2,0, I ZU{QT‘FU(Q,‘FF-Q)}

= 0024 ov (2 +1'Q)
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et I’ensemble des solutions dépend de deux constantes ¢ et o seulement: o
est tout & fait arbitraire, ¢ doit étre différent de zéro. On obtient la dérivée
classique en posant ¢ =0 et ¢ = 1.

Notre résultat peut étre formulé sous la forme suivante:

THEOREME. St la dérivée covariante V,Q2 d’un champ de vecteurs £
par rapport au champ de vecteurs v est un champ de vecteurs, si la dérivée
de la somme Q,+ 2, est égale a la somme des dérivées des composantes 2,, 2,
et si le comitant V,Q, qui est de la forme (10), est une fonction faiblement
réguliére, alors la structure générale de V,2 est donnée par la formule

(31) V,2 = 0Q+0ov(Q2 +TQ), o #0,

oww o et o sont des constantes arbitraires.

On pourrait prendre au lieu de ’axiome concernant la dérivée de la
somme de deux vecteurs un axiome portant sur la dérivée covariante
du produit de deux vecteurs (par analogie a I’axiome F, de Schouten et
Hlavaty [10], p. 74) et chercher la forme particuliéere de V,2 provenant
de cette hypothése. Cette étude sera le sujet d’une note ultérieure.
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