ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
APPLICATIONES MATHEMATICAE
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M. KWAPISZ (Gdansk)

UWAGI 0 PEWNYM ALGORYTMIE ROZWIAZYWANIA ROWNAN
ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH

1. R. Zuber w swojej pracy [1] formutuje pewien algorytm (tzw.
algorytm Z) shuzacy do rozwigzywania zagadnienia Cauchy’ego

(1) y' =flx,y), y(®,) = y,.

Algorytm Z jest uogélnieniem metody Picarda, a takze metody Czaply-
gina. Algorytm ten pozostaje w zwigzku z pewng modyfikacja metody
kolejnych przyblizen Picarda, badang przez wielu autorow ([2]-[6]).
Jednak w ogdélnym wypadku nie pokrywa si¢ on ze wspomniang mody-
fikacjq.

Twierdzenia o zbiezno$ei ciagéw {y,(x)} skonstruowanych w pracy
[1] maja charakter lokalny (por. zatozenia (1.7), (5.8)). Celem tej pracy
jest sformulowanie twierdzen o zbieznosci ogolniejszych od twierdzen
zawartych w pracy [1]. Dowody tych twierdzen beda si¢ opieraé na
prostym lemacie z teorii nieréwnosei catkowych [7], [8].

LEMAT 1. Jeieli

10 funkecja k(x, s, u) o wartosciach rzeczywistych jest okreslona ¢ ciqgla
dla xel = {xy, x5+ a), 0 <a < +oo, $el¥, Ty, Ue(—o00, +00),

20 k(x,s,u) nie maleje wzgledem zmiennej wu,

30 w przedziale I istnieje gorne rozwiqzanie u(x) rownania

x
ww) = [ ka,s,u(s)ds+g(@),
Zo

gdzie ¢(x) jest funkejq ciagla w przedziale I, to dla kazdej funkcji ciaglej
v(x), xel, takiej 2e

v(x) < f k(xz, s, v(s))ds+ g(x),

zachodzi nieréwnosé v(x) < u(x), vel.
Z lematu 1 wynika (por. takze [9])
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LeEMAT 2. Jegeli funkcje ¢(x), w(x), A(x) sa okreslone, ciaggte dla
xel,p(x) =0, A(x) =0 ¢ funkcja y(x) jest niemalejaca, to z nierdwnosci

¢(@) < pl@)+ [ As)g(s)ds
Zo

wynika oszacowanie
€&

plx) < w(w)-exp[f l(s)ds], xel.
%o

2. Teraz sformulujemy twierdzenie uogoélniajace twierdzenie 1 [1].
Niech B oznacza dowolng przestrzen Banacha.

ZALOZENIE 1.

1° Funkeje f(x, y), F,(x,y) o wartosciach z przestrzeni B sg okre-
Slone 1 ciggle dla (z, y)e R, gdzie R = I X Ky, Ky = [y:|ly—y,ll < b, yeB],
YoeB.

20 Istnieje stala L > 0 taka, ze

1f (@, y)—f(z, )
HFn(x? y)_Fn(x7 y“
dla (z, y), (z,y)eR.

3° Dla kazdego = = 0,1,... istnieje funkecja u,.,(x), okreslona
dla xel, o wykresie lezagcym w zbiorze R, i spelniajaca warunki

ly —9ll,

L
(2) _
Lily—yl

VA

(3) '.I/;H_l(m) = Iﬂn(wa yn-',-l(w))a ynJ,-l(mo) = Yo-
40 Dla kazdego ae{0, a) zbiezny jest szereg

(1) D) max |16, ()],

)
n=1 wel,

gdzie I, = {xy, o+ a),
On () = Fn(w7 ?/n(ﬁ)) —f(w’ yn(x))

UWwWAGA. W odrdéznienin od pracy [1] rozwazamy tu rozwigzanie
zagadnienia Cauchy’ego tylko w prawo od punktu poczatkowego wx,;
uwarunkowane jest to metoda dowodu. Ogélny wypadek moze byé
sprowadzony do rozwazanego w drodze stosowanej zamiany zmiennej
niezaleznej.

TWIERDZENIE 1. Jezeli spelnione jest zalosenie 1, to ciag {y.(x)},
n=0,1,..., gdzie y,(x) = vy,, jest zbiezny niemal jednostajnie w prze-
dziale I do funkeji y(x) bedacej rozwiqzaniem zagadnienia (1).

Dowdd. Pokazemy, ze ciag {y,(x)} jest zbiezny jednostajnie w do-

wolnym przedziale I,. Ze zwigzkéw (2), (3), postepujac jak w pracy [1],
otrzymujemy kolejno
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y;b-f-l(w) = f('”a ;'/n(-”)) +F'n(‘”’ Yn 1 (x)) —Fn('”’ Yn (56)) + du (),

Unsr (@) —yu(@) = [ [f(t, yu(0)—F(t, yu_s () 1d1+
Zo

+f [Fn(ta ?/n-{_l(t))—'Fn(t) y7z(t))]dt+f [F‘n—l(t7 2 n(t))_
x z

_Fn_.l(ty yn_l(t))] dt+f [67»“)_ (Sn_l(t)]dt7
Zo

(5) 1 () < L f Uy o (1) dt+ 2L f Uy (1) dE+ f o, (1) dt,
gdzie A ° °
’“'n+l(x) = ”'yn+1(m)_yn(‘1})“’ Qn(t) = Hén(t)H+ Han-l(vt”l’ n=

Z mnieréownoseci (5) i lematu 2 wynika nieréwnosé

i (2) < | f 2L -u, (t)dt+

Zo
Niech
D = 2L-exp(La), y, = max[g,(t)-aexp(La)].
tel
Mamy wowezas
x

(6) Up 1 (@) <Dfun(t)dt+yn, wel,, n=1,2,...

To

Niech

[ en(t)dt]-exp [L(z— )].

Vo = ntl?xhlyo(t)ll exp[—A(t— xo)]] ’

vn:nlax[un(t)'exp[—l(t—-’vo)]], A>0, nmn=1,2,..

tel

wewezas z nierdwnosei (6) otrzymujemy kolejno

Uy (@) <D f exp(4s)-exp(—As)u,(s)ds+ y, <

Lo

< Dy, %-[exp ()»(m—xo))—I]ern <

1
< Dy, I'GXP(}'(W"“"O))JFWU

tn;1 (@) exp(— Aa—a0) < D= 4y, exp(— Az —av),

R

DY
M
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D

(7) Vgl < —Vutyn, n=1,2,...

A

Wybierzmy teraz A takie, aby speliona byla nieréwnosé m = < 1.

3

Z nieréwnosei (7) wynika, ze majoranta szeregu

o0

(8) D

N=0

jest szereg
n—1 -1

vo—l—z (’mn-vl—i—z mi-yn_i), 2 o 0,
n=0 1=0

ktory jest zbiezny dzigki zbieznoSci szeregu (4) i nieréwnosci m < 1;

jego suma wynosi
1 oo
Vot '(”1+ § ?’n)-
1—m
n=1

Ze zbieznoSci szeregu (8) wynika jednostajna zbiezno$é w przedziale I,
szeregu

(o0}

?/o(x) +Z [yn+1 (w) - /l/n(w)]

Nn=0

Oznacza to, ze zbiezny jest jednostajnie w przedziale I, ciag {y.(x)}.
Podobnie jak w pracy [1] pokazujemy latwo, ze funkcja

y(x) = lim ()

n—>00

spelnia réwnanie rézniczkowe (1) i podany tam warunek poczatkowy.
Istotnie, wykorzystujac nieréwnosci (2), wystarcza przej$sé do granicy
Przy n —> oo w réownosei

;’/n-l-l(x) - ff(ta y?t(t))dt+f [Fn(ta ynfpl(t))_
T Zo z
— Bolt, yu(0)]dt+ [ ou(t)dt+y,.
o]
UWAGA. Z lematu 2 wynika nastepujace proste oszacowanie bledu:

(@) — ¥ @)1 < Iy (@) —Yo— [ fls, Yn(s))ds|-exp (L@ —wy)),
Zo

n=20,1,...,xel. Istotnie,
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[y (@) — Y (@)]] = |lyn(2)—yo— fxf(s, y(s))ds+
Zo
+fmmmmﬂ—fﬂ&mwww<
3 A
< [y (@) —Yo— f fls, yu(s))ds+
Zy

+ [ Llya(s)—y (s)l|ds;
%o

stosujac teraz lemat 2, otrzymujemy podane oszacowanie.

3. Powtérzmy w nieco ogélniejszej postaci sformulowanie algorytmu Z
[1] shuzacego do wyznaczania rozwigzan zagadnienia (1).

Biorge dowolng funkcje y,(x) okreslong i ciggla dla xel, o wykresie
lezaeym w zbiorze R, spelniajaca warunek y,(z,) = v,, konstruujemy
funkeje F,(x, y), o wartosciach z przestrzeni B, okreslong i ciggla w zbio-
rze R, spelniajaca warunek

Fo(w7 yo(w)) Ef(w7 ']/0(.’1}))

oraz taks, ze zagadnienie

y' = Folz,y), y(xe) = Yo

ma rozwigzanie vy,(x) okreslone w przedziale I, o wykresie lezgcym
w zbiorze R. Dalej, gdy dane jest y,(x), konstruujemy funkcje F,(x,y),
okreSlong i ciggla w zbiorze R, spelniajacg warunek

(9) Fn(wa yn(m)) Ef(wv Q/n(x))

oraz taks, ze zagadnienie
(10) y' = Ful@,¥), Y(@) = Yo,

ma rozwigzanie ¥,.,(x) okre§lone w przedziale I, o wykresie lezgcym
w zbiorze R.

W podany sposéb zostaly okreslone dwa ciagi {y,(z)}, {F.(r,y)}
dla » =0,1,...

Z twierdzenia 1 wynika

TWIERDZENIE 2. Jedeli wyrazy ciggu {F,(x,y)} ¢ funkecja f(x,y)
spelniajq warunek Lipschitza (2), to ciag {y,(x)} jest niemal jednostajnie
zbieiny w przedziale I do rozwiqzania zagadnienia (1).
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Dowdd. Z przytoezonych zalozen, a w szczegdlnofei z warunkow
(9) i (10) wynika, ze spelnione sg wszystkie zalozenia 1, wiec teza twier-
dzenia 2 jest bezposrednia konsekwencja tezy twierdzenia 1.

UwAGA. Funkeje F,(x,y) moga byé np. postaci

(11) a) Fo(x,y) = f,le, yu(©) (v — yu (@) + fl2, yu (),
(12) b) Fo(z,y) = do(@)(y — yu(@)+ fl2, yul(z)),
(13) c) .F,,,(.’I/',’}/) :G(w7?/7?/n(m))7 G‘“’)?/??/) :f(a%?/).

Rozwazymy blizej przyklad c).

ZALOZENIE 2.

1° Funkecja G(x, y, 2), o wartosciach z przestrzeni B, jest okreslona
1 ciggla dla (x,y,2)eS, S = IXK X K,.

20 Spelnione sg warunki

G(z,y, 2)—G(x, 7, 2)l| < Lly—7ll,
(14)
<

1G(z, ¥, y)—G(2, 7, )| < Lily—7l
dla xel, y,y,z2eK,.

Z twierdzenia 2 mamy

WNIOSEK 1. Jezeli spelmione jest zalozenie 2, spelnione sg zwigzki
(13) i ciag {y.(x)} jest okreslony wedlug algorytmu Z, to cigg ten jest
niemal jednostajnie zbiezny w przedziale I do rozwigzania zagadnienia

(1).

UwAGA. Funkeja G(z, y,2) moze by¢é w szczegdlnosei postaci
G(x,y,2) = f,(z,2) (y—2)+f(x, ?),
G(x,y,2) = dp(x) (y—2)+f(=, ?),

otrzymujemy wowezas przykltady (11), (12). Warunki (14) sa spelnione
wtedy, gdy |If,(z,2)| < L, ||d,(x)|| < L. Widaé¢ natomiast, ze nierow-
nosci te nie wystarczaja na to, by spelmiony byt przez funkeje G(x, v, 2)
ogllny warunek Lipschitza wzgledem obu zmiennych ¥ i 2

IG(2, y,2)—G(x, ¥, 2)| < L{ly—7l+ ll=—2l].

Wykazemy teraz

TWIERDZENIE 3. Jezeli

10 spetnione jest zalozenie 2, 10,
20 gpetnione sq warunks

WG (x, 2z, y)—G(z,y, ) < Llly—7ll+ llk—vl],

(15) i _
If(@, y)—Fle, Pl < Lly—7l
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dla rel, yv,7y,zeK,,
(16) 30 Fu(z,y) = Gz, y, y.(2),
(17) 4o O (@) = G2, Yo (@), yu(®)) —f(z, yu(2)) > 0

dla n — oo, xel,

50 ciag {yn(x)} jest okreslony wedlug algorytmu Z, to ciag {i.(x)}
jest niemal jednostajnie zbiezny w przedziale I do rozwigzania zagad-
nienia (1).

Dowéd. Pokazemy, ze ciag {y,(x)} jest zbiezny. Z definicji ciggu
{yn(x)} 1 zwigzkoéw (15), (16) mamy kolejno

Ynoa () —yn(x) = f [G(Sa Yno1(8), ?/n(s))_G(S, Yn(8), ?/7,,,,,1(8))] ds,
To

U1 (2) < [ Lty (s)ds+ [ Ly, (s)ds.
Zo Ty

Dalej, postepujac jak w dowodzie twierdzenia 1 i przyjmujac wprowa-
dzone tam oznaczenia, znajdujemy
D

v'll/-%—l gﬂ.vn, 72:1’2’...

D : :
Z nieroéwnogei tej, przy A takim, ze By < 1, wynika niemal jednostajna

—

zbiezno$é w przedziale I ciagu {y,(r)}. Pokazemy teraz, ze funkcja

y(x) = lim y,(x), wel

N—00

jest rozwigzaniem zagadnienia (1). Istotnie, z udowodnionej zbieznosci
ciagu {y,(x)} wynika, ze y(r) spelnia warunki

(18) y'(x) = Gz, y(2),y(@), ¥(@) = Yo,
Natomiast ze zwigzku (17) wynika réwnosé
(19) fle, y(@) = Gz, y(2), y(x)), xel.

Ze zwigzkow (18) i (19) wnioskujemy, ze y () jest rozwigzaniem zagadnie-
nia (1).

4. Teraz rozwazymy algorytm Z w wypadku, gdy spelione sa
rownosei (13) przy ogélniejszym warunku niz warunek Lipschitza.

ZALOZENIE 3.

1° Spelnione jest zatozenie 2, 1°.

20 Tstnieje funkeja w(x, u, v) o wartosciach rzeczywistych, okreslona
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i ciaggla dla zel, w,ve(—o0, +00), niemalejaca wzgledem » i v, taka,
ze w(z,0,0) =0, xel.
30 Dla kazdego n > 0 istnieje gérne rozwigzanie réwnania

(20) w = (@, u, u)

okreslone dla xrel i spelniajace warunek poczatkowy u(x,) = 7.

40 Istnieje dokladnie jedno rozwigzanie réwnania (20) spelniajace
warunek poczgtkowy u(x,) = 0 1 jest nim funkeja w(x) = 0.

5° Spelniona jest nieréwnosé
(21) 16 (2, y,2)—G(@, 7,2 < ole, ly—7l, l—=)

dla xel, y,y,2,zZeK,.
Niech wu4(x) bedzie rozwigzaniem rownania

x

(22) w(x) = f (s, u(s), u(s))ds+ h(z),

gdzie
2:b dla wel, b< Hoo,
h(x) = x
Wo(@)—yoll+ [ 11 G(s, yo(s), ya($)ds, wel, b= oo,
Zo

Zbudujmy ciag {u,(x)}, » = 0,1, ..., nastepujaco: gdy dane jest
u,(r), to u, ., (x) okreslamy jako gorne rozwigzanie réwnania
T
(23) w(@) = [ ofs, u(s), w,(s))ds,
Zo
gdzie uy(x) jest rozwigzaniem réwnania (22).
LEMAT 3. Jezeli spetnione jest zatozenie 3, 20-4° i ciqg {u, (x)} okreslony
jest formutq (23), to
190 uy g (2) < Up(x), n =0,1,...,2el,
20 limu, () = 0, xzel, 2bieinosé ta jest niemal jednostajna w prze-
dziale 1.
Dowodd. Z definicji funkeji «,(xr) mamy
Z
us(@) < [ ofs, uy(s), ug(s))ds+h(z),
Zo
lecz z lematu 1 otrzymujemy u,(x) < u,(x). Dalej, zakladajac nier6wnosé
Uy (2) < Up_,(x), z nieréwnosei
&£ x

Uy (X) = f (')(87 un+1(8)7 un(s))ds < f w(s, 7‘1&;—1(8)7 un—l(s))ds

:1:0 (130
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iz lematu 1 mamy w,_,(z) < u,(x). Zastosowanie zasady indukeji mate-
matyecznej konezy dowodd wniosku 1°.

Funkcja

w(x) = limu,(x), xel,
N—00
spelia réwnanie (20) i warunek «(0) = 0, a wiec dzieki zalozeniu 3, 4°
jest ona rowna zeru tozsamogciowo.

Niemal jednostajna zbiezno$é ciagu {u,(r)} w przedziale I wynika
ze znanego twierdzenia Diniego. W ten sposéb lemat 3 zostal udowodniony
calkowicie.

Teraz mozemy sformulowaé

TWIERDZENIE 4. Jezeli spelntone jest zaloienie 3 © ciag {y.(x)} jest
okreslony za pomocq algorytmu Z, przy warunkw (13), to jest on zbieiny
niemal jednostajnie w przedziale I do rozwiqzania zagadnienia (1).

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze shiszna jest nieréwnosé

(24) (@) —yo ()| < uo(®), p=20,1,..., wel.

Istotnie jest ona sluszna, gdy b < +o0; wynika to bezposrednio z defi-
nicji funkeji wy(x).
Zalézmy wiee, ze b = 4 oo. Korzystajac z nierdwnosei (21), mamy

1y () — yo(@) | < 1| [ Gls, ¥n(8), Yoor(8))dsil+ [yola) — yoll <

Zo

<[ [G(s, ¥p(8)5 Yp—1(8))— Gs, ya(s), yols))] dsll+

+ 11 [ G, y0(s), Yo(s)) dsll+ lyo (@) — yoll <
Zo
< [ ofs, 1yp(s) =30l Iyp-1(5)—yols)l) ds+
To

x
+ [16(s, 30(8), yo(9))]|ds + Iy (@) — yoll.
Zo
Nierownosc¢ (24) jest prawdziwa dla p = 0; wynika to z definicji funkeji
uy(x). Zakladajac, ze jest ona prawdziwa dla p—1, z powyzszej nierdow-
nosci otrzymujenyy

(@)= yo (@)l < [ ofs, [4(5)— yo(s)ll, wo(s))ds+ T (w),

Zastosowania Matematyki. Tom IX, z. 3 6
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stad natomiast 1 z lematu 1 wynika prawdziwos$¢ nieréwnosei (24) dla p.
Uzyecie zasady indukeji matematycznej konezy dowdd nieréwnosei (24)
dla dowolnego p =0,1,...

Dalej, rowniez za pomoca zasady indukeji matematyeznej, poka-
zemy, 7¢

(25) H?/n+p(x)_?/n(w)|l < Uy (), xel, n,p=20,1,...

Istotnie nieréwnosé¢ ta jest prawdziwa dla » = 0. Zalézmy, ze jest ona
prawdziwa dla n, wowezas z nierownosei (21) mamy

“l’/na—p—;—l(él’)—?/7L+1(x)]1 < f "J(S7 H!/n-;.pq-l(s)_?/n.'rl(g)”a H.’/n+p(3)_yn-(s)mds <
x
o
< f (”(5'; ”.’/71.:—29441(8)_?/n+1('3) |y 'N’n(s))d'g-
T

Stad, z lematu 1 i definicji ciggu {w,(x)} otrzymujemy nieréwnosé

Hyn»yp-;—l(d’)'— (?/n+1(él’)H < un.g.l(m)'
Uzycie zasady indukeji matematycznej konezy dowdd nierdownosei (25).
Z nierownogei (25) i lematu 3 wynika niemal jednostajna zbieznosé
w przedziale I ciagu {y,(x)} do rozwiazania y(r) zagadnienia
Yy =G@,Y,Y), Y(@) = Yo,

lecz ze zwigzku (13) wynika, ze funkeja () jest réwniez rozwigzaniem
zagadnienia (1). Prawdziwe jest ponadto nastepujace oszacowanie
bledu

[Yn(2) —y ()] < up(®), xelI, n=20,1,...,
ktore otrzymuje si¢ z nieréwnosei (25) przy p — oo.
UwaGA. Funkeja o(x, u,v) moze byé w szezegdlnym wypadku
funkeja liniowg wzgledem zmiennyeh « i v, np.
o(x, u,v) = Ly(x)-u+ Ly(x) v,

gdzie nieujemne funkeje L;(x), ¢ = 1,2, sg ciaggle dla xel. Funkcje
L;(x) moga byé stale; jezeli L,(x) = L,(x) = L = const, to przy zalo-
zeniu G(r.y,y) = f(x,y) otrzymujemy twierdzenie 5 [1].

5. Algorytm Z moze byé sformulowany dla dowolnego réwnania
postaci

(26) y =f()
rozwazanego w dowolnej przestrzeni Banacha B.
Sformulujemy najpierw uogolnienie twierdzenia 1.
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TWIERDZENIE 5. Jezeli
1° funkeje f(y), Fn(y),n = 0,1, ..., 83 okreslone i ciggle dla yeK,,
20 gstnieje stata k = 0 taka, Ze

If () —f@I < klly—7ll,
[1Fn(y)— Fu(P)ll < klly —7ll

dla dowolnych y,yeK,, 0 <k <%,
30 dla kazdego n = 0,1, ... istnieje w kult K, rozwiqzanie ¥, ., row-
nania@

(28) y = F,(y),

40 zbhieiny jest szereg

DUlsll, gdzie 6, = Fu(yn)—f(ya),
n=1

to ciag {y.} zbiezny jest do rozwiqzania rownania (26).
Dowod. Ze zwigzku (28) mamy
(29) Ynrr = Ful¥ni1) +F(Un) — Fu(Yn) + Fu(Yn) —f(Ya),
stad wobec nieréwnoscl (27) otrzymujemy
Yni1r—Yu = [¥n) = F(Un_1) + Fn(Yny1) — Fu(¥n) +
F+Fu_1(Yn) = Fr_1(Yn_1)+ 0n— 0n_1,
1Yo —Yull < EllYyn—Yn_all+ElYn 12— Ynll+

+ El[Yn—Yn_all+ [0l + 10n_1ll 5

2k
”yn+1_‘?/n” < —i_———k ”yn_‘yn—1”+ ”‘SnH+ ||5n_1H, h = 17 2’ KR
Z nieréwnosci tej, podobnie jak w dowodzie twierdzenia 1, wnioskujemy
zbieZnos¢ szeregow

oll4+ Y Wnsr—all, Yot D Wnir— ),
n=0 n=0

lecz zbieznosé ostatniego z tych szeregéw dowodzi zbieznosei ciagu {y,}
do elementu y, ktory, jak to wynika ze zwigzku (29), jest rozwigzaniem
rownania (26).

Algorytm Z dla réwnania (26) polega na zbudowaniu dwéch ciggow
{Yn}, {Frn(y)} wedlug procedury analogicznej do uziytej w przypadku
rownan rdézniczkowych. Majac y,eK,, konstruuje sie funkecje F,(y)
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o wlasnosciach wyrazonych w zaloZeniach 1°-3° twierdzenia 5, takg ze
Fo(ye) = f(y,), a nastepnie znajduje si¢ ¥y, jako rozwigzanie réwnania
¥y = Fy(y). Gdy dane jest y,, konstruuje sie funkeje F,(y) o whasnosciach
z zatozen 1°-3° twierdzenia 5, takg ze F,(y,) = f(y,), 1 znajduje sie ¥,
jako rozwigzanie réwnania y = F,(y).

Ze sformulowanego wyzej twierdzenia 5 wynika oczywiscie zbieznosé
ciagu {y,} do rozwigzania réwnania (26).
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M. KBAIIN U (I'naubck)

3AMEYAHUA O HEKOTOPOM AJII'OPUPME PENIEHMS OBBIKHOBEHHbBIX
JAN®OEPEHLVIAJIBHBIX YPABHEHUI

PE3IOME

Pabora racaercsa nexoroporo aaropudma Z, paccMmarpuBaemoro panec 3yOepom
[1], mospomAwIero NOCTPOUTH MOCIAeO0BaTeldbHble NpuOIMKenna y,(z), y.(z),...,
pelIeHUA HAYAJLHOM 3amauiu.

(A) ¥ =fx,y), y@) = yo.
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CyTp aaropudma cogepKUTCA B TOM, YTO UMeA PYHKIMIO ¥y, () cTpouTcsa QYHKINIO
Fp(x,y) obaamaoinyo CBOICTBOM

Fu(z, yn(z)) = f(z, yn(2)).

QYHRUMIO Yni1(2) MOIyyaeTcA KaK pelleHUe 3agaul

Yy = Fu(z,y), y(xo) = Yo,

{yo(2} — mpuHUMaeTCA NPOU3BOJIBHO.

B pabGore paroTca pocCTATOYHBIE YCJIOBMA CXOAMMOCTH IIOCJIEJ0BATEIbHOCTH
{yn(x)} ® pemienmio paccmarpuBaemoii 3amauu (A). PopMmyaupyemMee TEOpEeMH, B OT-
JHvie oT TeopeM paGoTs [1], HMeOT HelOKAaJNbHHIT XapaKkTep. JlokasareabCcTBa TeopeM
ONIIPAITCA HA NPOCTYI0 JIeMMY K3 TEOPMHM MHTerpajJbHHIX HEpaBeHCTB.

Bce poccyspgenus BegyTcA B NpOM3BOJIBHOM O0anaxoBoMm Ipoctpancrse. Ilo-
Ka3BIBAETCA TaKMKe, YTO alropudm Z moxeT OBITh M3MONBL30BAH K POCTPOEHUIO IIOCJe-
J0BaTeNBHHX NpUOIMKeHHMiT AuIA o0muX YypaBHeuuit Buga y = f(y) poccMarpu-
BaeMEIX B IIPOM3BOJILHOM 0aHAX0BOM IIPOCTPAHCTBe.

M. KWAPISZ (Gdaisk)

REMARKS ON A CERTAIN ALGORITHM FOR SOLVING OF ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATIONS

SUMMARY

The paper is dealing with a certain algorithm Z which was considered by Zuber
[1]. By this algorithm it is possible to obtain successive approximations ¥y, (x), ¥, (), ...
for the initial value problem

(&) ¥ =f@,y), Y @) = Yo-

The main idea of algorithm Z is the following: if y,(x) is given, we construct the
function Fy(x,y) with the property

Fu(@, yn (@) = f(@, yu (@),

then the function yn,1(x) is obtained as a solution of the initial value problem

’!/, =Fn(m’y)! y(wo) = Yo-

The function y,(x) is arbitrarily fixed.

In this paper sufficient conditions for the convergence of the sequence {yx(x)}
to the solution of the problem (A) are given. The theorems stated here have a non-
local character. The proofs are based on simple integral inequalities. All conside-
rations in the paper are given for problem (A) in an arbitrary Banach space.

It is also shown that algorithm Z can be used for obtaining approximate so-
lutions of the general equation y = f(y) considered in an arbitrary Banach space.



