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Sur la relation entre le probléme de Goursat, le pro-
bleme de Cauchy et le probléme mixte pour I’équation
de la corde vibrante

par A. LasotA (Krakow)

Le probléme posé par E. Goursat [2] concerne la question de l’exi-
stence et de 1'unicité de-la solution de 1’équation

1) Uy = [(Z, Y)

qui admet des valeurs données d’avance le long de deux courbes I} et I,
issues d’un point P, dans le plan (x, y).

Les résultats de MM. A. Bielecki et J. Kisynski concernant ce pro-
bléme ont été publiés dans le mémoire [1].

Dans la présente note nous considérons le sujet suivant: Supposons
que les courbes I'| et I', tendent vers une méme courbe I' et que les valeurs
données forment & la limite une bande de valeurs initiales. Cela posé,
nous allons montrer que la solution du probléme de Goursat correspondant
aux courbes I et I, tend vers la solution du probléme de Cauchy corre-
spondant & la courbe limite I

Une circonstance analogue a lieu pour le probléme mixte.

1. Pour abréger ’énoncé du théoréme nous allons formuler certains
problémes et hypothéses.

PrOBLEME C (Cauchy). Le probléme C déterminé par les fonctions
¢(x), p(x), r(x) consiste &4 chercher une solution %(z,y) de 1’équation (1)
ayant des dérivées ., u,, 4, continues dans le rectangle

II:. 0<e<a, 0<y<db
et satisfaisant aux conditions initiales
(2)  ulm,c(@) =r@®), ulz,c@)=p@ pour 0<z<a.

Les conditions suffisantes pour ’existence et 1’unicité de la solution
du probléme C sont bien connues. Il suffit par exemple d’admettre ’hypo-
thése suivante:
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HyproTHESE Hc. Les fonctions c¢(z), p(x), r(x) sont de classe C! et
satisfont aux conditions

¢c(0)=0, c(a)=b, c(z)>0 pour O0<z<a.

PROBLEME M (mixte). Le probléeme M consiste & chercher une so-
lution u(z,y) de 1’équation (1) ayant des dérivées wu., u,, u;, continues
dans le rectangle IT et satisfaisant aux conditions

ul(z,c(@) =r@), ufr,c®)=p@ pour O0<z<a,
u(s(y),y) =t(y) pour d<y<b.

Les conditions suffisantes pour l’existence et 1’unicité de la solution
du probléme M sont aussi bien connues. Il suffit d’admettre ’hypothese
suivante:

HypoTHESE Hym. Les fonctions ¢(z), r(z), p(z), s(y), t(y) sont de
classe (! et satisfont aux conditions

¢(0)=0, cla)=d, s(d=a, sb)=0 O<d<b),
c'(zy>0, sy <o0 pour O0<z<a, d<y<hbh,
p(a)(1—¢'(a)s'(d)) = r'(a)—¢'(a)t'(d), r(a)=t(d).

Ces deux derniéres conditions proviennent du fait que, au point (a,d),
les valeurs de la solution du probléme mixte, ainsi que celles de sa dérivée
dans la direction du vecteur (s’(d), 1), sont déterminées aussi bien par
la donnée de valeur de la solution du probléme mixte sur la courbe z = s(¥)
que par la donnée de la valeur de cette solution et de la dérivée u, sur la
courbe y = ¢(z).

ProOBLEME G (Goursat). Ce probléme consiste a chercher une solution

de I’équation (1) ayant des dérivées continues dans le rectangle IT et
satisfaisant aux conditions

(4) u(z, k(x)=g(x), u(l(y),y)="h(y) pour 0<z<a, 0<y<h-

Les conditions générales suffisantes pour l’existence d’une et une
seule solution du probléme G ont été données par MM. A. Bielecki et
J. Kisynski [1]. Il suffit par exemple d’admettre I’hypothése Hg.

HYPoTHESE Hg. Les fonctions k(z), g(z), L(y), h(y) sont de classe C?
pour 0 <z < a, 0 <y <Db et satisfont aux conditions
k(0)=0, 1(0)=0, &(0)=g(0),
(5) k'(0)l'(0) #1,
lk(z)) 2 pour O<z<a,

6
© o<r@<p, o<imy<a powr o0<s<a, 0<y<b.
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La condition (6) signifie que les courbes y = k(z), x = I(y) n’ont pas
de points communs sauf le point (0, 0).

Nous convenons de dire que les fonetions k(z), g(z), l(y), h(y) satisfont
a4 I’hypothése Hg si elles satisfont & I’hypothése Hg, & l’exception de
D’inégalité (4).

2. Nous allons démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 1. Supposons que pour 0 < A< A, les fonctions u*z,y)
soient les solutions du probléeme G, c'est-a-dire

(7) uzn(z,y) = (2, 9),
(8) u‘(w, kA(CD)) = gi(x) , u‘(l,;(y), ?l) = hy(y)
pour O0<z<a, O0<<y<b,
on la fonction fi(x,y) est continue dans le rectangle IT et les fonctions k;,
L, g1, ha satisfont a Uhypothése Hg.

Supposons de plus que u®x,y) soit une solution du probléme C, c’est-
-a-dire

ugu('”’ y) = fol2, ¥),
uo(w, ¢(z) =r(z), ug(m, ¢c(@) =p(x) powr O0<z<a, 0<y<hb,
o la fonction fo(z,y) est continue dans le rectangle II et les fonctions ¢, r, p

satisfont & Uhypothése Hg.
Supposons enfin que

(9) liin:h(:v, y) = o, y) pour (x,y)ell,

(10) lim#k;(@) = e(x) pour O0<Lz<a,
A0

(11)  limly(y) = ¢™(y) pour 0<y<b,
A—0

(12) limgyy) = r(x) pour O0<z<a,
=0

(13)  limbhy(y) = r(c(y)) pour O0<y<b,
>0

ga(x) — hz(ka(w))
A0 T— la(k;.(m))

(14) =p(x) pour O<z<a

les convergences exprimées pas ces formules étant supposées uniformes dans
les ensembles envisagés.
Cela posé, on a
limwX(z, y) = uz, y)

i—0

uniformément dans le rectangle IT.
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Démonstration. En vertu de (7) et (8) les fonctions u*(x,y) sont
données par la formule

(15) W@, y) = Fi@, y)+ma@) +na(y),  ma0) =0
ou les fonctions m;(x) et m;(y) satisfont an systéme d’équations

16) ma(@) + my(ka(@)) = ox(®) pour O0<w<a,
mala(y)) +ma(y) = 7a(y) pour 0<y<b,

ou nous avons posé pour abréger,

oxr) = gu(®)— F(z, ka(@)) ,  Ta(y) = haly)— F*(Wu(y), 9) »

(17) z v
Fa,y) = [ a& [ fi&, man.
D’autre part, pour 0 <z <a et ¢ =1, 2, ..., posons
(18) n@) ==z, @) =hk@), @) =m7in@)

pour O0<zr<<a, O0<iA<4, ¢=1,2,..

Il est aisé de voir que pour 2 =1,2,.., 0 <A< 1, les fonctions
vi(x) satisfont aux conditions suivantes:

(19) 0<vz)<b pour O0<z<a,

(20) v3(0) =0,

(21) viz) <vi(2) pour O<z<a,

(22) }imvi(m) =0 uniformément pour O0<xr<a.

De plus, nous montrerons que
(23) lim (v} () — v}(2)) = 0
-0

uniformément pour z et . En effet, en vertu de la définition (18) et des
hypothéses (10) et (11), on a
v (@) — vi(@) = vi(vi(@)) — vi(x) = ll(kl(v,'{(m)))— ()
= ll(ka(vi(w))) - 0—1(7‘71(’0::(5”))) +
+c"(kl(vﬁ(a:)))—c‘l(c('vf(m))) ~0+0=0.

Posons ensuite
_ oi(@)— k()
R

wx(x)

pour O0<z<a, w(0)=p(0).
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On aura alors, en vertu de (20)

N
8
N
8

(24) 0a() —TA(kA(w)) = W) (‘F— ’”}1(37)) pour 0

Admettant les notations (17), on obtient

z ky(z)

ds &, n)d
gz(fﬂ)—hz(kz(w)) + 7}12';) of f‘( 77) n

@ — v}(@) x — v3(<)

wy(w) =

et, en vertu de (9), (10) et (14)

c(x)

(25) lim w,(x) = p(x)— f fol@, n)dn  uniformément pour O0<z<a.

Admettant les notations (18) et éliminant la fonction n,(y) des équa-
tions (16) on obtient

my(x) = mz(’vi(m)) + ax(@) — tl(k,(a})) .

Il en résulte en général

N
mi(@) = ma(o) (2)) + D, ax(oi(®)) — vl kafok())),
1=0

c’est-a-dire, tenant compte de (22) et (24)
N
ma(@) = mafof (@) + D, wifvi(@)) (vi(w) — o (2))
i=o

= 3 o) o) — o)

=0

Nous allons maintenant montrer que

(26) limmy(o) = [ g(a)do
i-0 o
ol

o(z)

¢(@) =p@)— [ folz, n)dn.

0

La fonction ¢(z) étant continue, pour tout ¢> 0 il existe un nombre
4> 0 tel que

(27) l¢(z)—q(Z)| < ef2a pour |T—7|<9.
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En vertu de (25) et (23) il existe des nombres 0 < 4, < 4, et 0 < 4, < 4,
tels que

lwi(z)—q(z)] <e¢2a pour O0<L=z
o) — it (@) <6 pour O0<z<a, O

Donc, en utilisant (23), on a pour 0 < 42 < min(4,, 4,)

o0 ”Z(I)

ma@)— [ q(&)agl =1 D wfol(a)) (olla)— o @)~ Y [ a(s)ds]
0 =0

i=0 i+1(z)

=| X (i)~ (09) om) — 050

ol vi*!(x) < 6; < vi(x) et par suite, en raison de (19), (20)

ma() — f a(8)de |

lZ(w‘(”ﬂ 7)) — ¢(t3(@)) (bi(@) — i@ l+

+] 3ttt — at00) ol - 57|

1=0
oo

Z'v'(w v (@ +2—22(v§( )— 05" (@))

i=0

&€ £
a+—a=c¢

<ﬂ 2a

ce qui prouve (26).

Nous allons considérer la limite de la fonction #,(y) lorsque 4 tend
vers zéro. En vertu de la seconde des équations (16) et des notations (17)
on a

na(y) = Taly)— mz(l;.(?/)) = hz(?/)—Fa(lz(?l)y y)—mz(lz(y))
ou

z v
F(z,y)= fdfffa(f, n)dn .

De la et de (9), (11), (13), (26) on obtient immédiatement

cYy) < Yy)

(28) hmm)—r(c-ly))—f dsffos,ndn—f q(&)de .
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En passant & la limite, pour A tendant vers zéro, dans la formule (15)
et tenant compte de (9), (26), (28) on en tire

z ] < .
(29)  limui(z, y) = [ ae [ 1i&, man+ricw)+ [ pords.

Wy e i)
Il est évident que la fonction (29) est la solution du probléme de Cauchy
pour I’équation
Uzy = fo(@, Y) -
Donc, elle est identique & la fonetion %z, y) et la démonstration est
ainsi achevée.

3. Nous allons considérer la relation entre le probléme de Goursat
et le probléme mixte.

THEOREME 2. Supposons que pour 0 < A < Ay les fonctions w*(z,y)
soient les solutions du probléme G, c'est-d-dire

Un(@,Y) = i@, y), W@, K@) = gul@), W), ¥) = Ma(y)
pour 0<zr<a, 0<<y<hb,
ou la fonction f;(x, y) est continue dans le rectangle IT et les fonctions k;, 1,
da, h; satisfont a Uhypothése Hg.
Supposons de plus que u®x, y) soit une solution du probléeme M, c’est-
-a-dire
un(,y) = fol@,y), Wz, c@) =r(@),
uzfz, o(@) = p(2), w(s(y),9) = 1(y)
pour O0<r<a, 0<Ly<hdb,

ou la fonction f(z,y) est continue dans le rectangle IT et les fonctions'c, 7y Py 8y
satisfont & Uhypothése Hy.
Supposons enfin que

(30) aj_-?.}fl(wy y) = folz, y) pour (z,y)ell,
(31) limk,(x) = ¢(2) powr O0<z<a,
A0
-1 SY<
(32)  liml(y) = { ¢ (y) pour 0<y<d,
30 8(y) pour d<y<b,
(33) limgu(z) = r(z) pour 0O0<Lz<a,
10
r(e?! our O0<Ly<ad
(34)  limhyy) = (=) p y<d,
A0 t(y) pour d<y<b,

gu(@) — ha(Foa()) _

L N Y

plr) opour O0<uz<a;



182 A. Lasota

les convergences exprimées par ces formules étant supposées uniformes dans
les ensembles envisagés. ’
Cela posé, on a
limu¥(z, y) = w2, )
A0

uniformément dans le rectangle II.

Démonstration. De méme que dans la démonstration du théo-
réme 1 on démontre que les fonctions #*(z,y) sont données par la formule

(36) W@, y) = F@, y)+ ml@) +m(y),  my(0) =0
o les fonctions my(x) et n,(y) satisfont & un systéme d’équations

mx(@) +m(kx(@)) = ox(x) pour O0<z<

@,
(37) )

<
<

T
ni(y)+ ma(li(y)) =1(y) pour O0<y

et ou ’on admet les notations (17).
De la méme facon on démontre que (cf. (26))

(38) limmy(a) = [ q(&)de
A—0 0

uniformément pour 0 < z < a. De la seconde des équations (37) et des
hypothéses (32), (31) et (32) on tire

W) v cYy)

i) — [ d& [ 1&,man— [ q(&dE, 0<y<ad,
(39) limn,(y) = a(y) ’ v ’ s(y) ’
a0
tiy)— [ @& [ 146, man— [ q(e)ae, d<y<b.
1] 0 0

En tenant compte des formules (26), (36), (38), (39) et (30) on obtient
immédiatement

- z T v
rle@) + [ p&ae+ [ ae [ f(&,mdn, 0<y<d,

c~Yy) cXy) o)

(40) limuX(w,y) =
10

Tz 4 v
i)+ [p&ae+ [ae [ f&,mdn, d<y<b.
s(y) (y) (§)

On vérifie facilement que la fonction (40) est solution du probléme M
pour 1’équation

Uzy = fo(@, Y) -
Dong, elle est identique a la fonction «%z,y) ce qui achéve la démonstra-
tion du théoréme 2.
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4. 11 est & noter que dans les hypothéses des théoréemes 1 et 2 on
doit avoir forcément la convergence uniforme
limuX(z, y) = u¥, y) ,
10

mais la convergence des dérivées peut ne pas avoir lieu. En voici un
exemple relatif au théoréme 1.

La fonction %%z, y) = 0 est solution du probléme C pour ’équation
(41) Ugy = O
aux conditions initiales
Wz, ) =0, ulzx,z)=0.

La fonction % (z, y) = A%xrsin(x/A2) + A%ysin(y/4?) est solution du pro-
blemé G pour ’équation (41) aux conditions aux limites

Wa, o) = 2Mosin gy,  w{(1-2)y,9) = 2y (sink +(1— z)sm“;j)y)_

Il est facile de vérifier que les fonctions

c@=kiz)=x, Ly)=(1—2A)y, g(r)=24zsin—

A’
ha(y) = Aﬂy(sm— +(1— ].)sml‘1 }'y), riz)=p(z)=0

satisfont aux hypothéses du théoréme 1 et par conséquent

limu*z,y) =0.
A0
D’autre part, les fonctions

ui(x, y) = A2 sin = + T cos =

A2 2’
( y¥Y) —}.23111/12-i—ycos;{2

n’ont pas de limites pour A—0 en tout point (x, y) tel que z = 0 ou y # 0.
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