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Sur les équations intégrales singuliéres dans I’espace
résolubles par la méthode des approximations successives
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1. Introduction. W. Pogorzelski [2] a démontré quelques pro-
priétés importantes d’une intégrale singuliére dans I’espace et il les a appli-
quées a la démonstration de l’existence de la solution d’une équation
intégrale singuliére dans 1’espace. Nous résoudrons cette équation par la
méthode des approximations successives, notamment par l’application
du théoréme du point invariant de Banach dans 1’espace fonctionnel
construit pour ce probléme. Les résultats obtenus, fondés sur les pro-
priétés démontrées par W. Pogorzelski, présentent une nouvelle appli-
cation de la méthode donnée par l'auteur ([3] et [4]).

Pour généraliser les résultats aux systémes d’équations il y a lien
de considérer des fonctions d’un espace, mais les propriétés établies par
W. Pogorzelski sont évidemment vraies pour ces fonctions. C’est pourquoi
nous ne donnerons pas leurs démonstrations, qui sont analogues a celles
de W. Pogorzelski.

2. Notions et notations. Nous rappellerons d’abord quelques
théoréemes de W. Pogorzelski [2] pour les fonctions a valeurs dans un
espace de Banach.

Soit E" un espace euclidien 4 » dimensions. Soient S,, Sy, ..., Sp
des surfaces de Liapounoff fermées, disjointes et telles que toutes les
surfaces 8y, ..., S, soient situées & ’intérieur du domaine £, borné par la
surface §,. Désignons

(1) S=So+sl+--.+Sp,
(2) Q =Qo~(s1+m+sp) .

Soit X un espace de Banach donné. Soit S;).',' I’ensemble des fonctions
u(x) appartenant & ’espace X, définies et continues dans le domaine L,
qui satisfont aux inégalités:

(3) Ju(@) < — 2
|z — xs|
~ k
(4) u(z)—u(@)] < To— e le— T,




290 D. Przeworska-Rolewicz

Jlu|| désigne la norme du point % ¢ X, |x— 7| la distance euclidienne des
points z et %, z et T étant situés a l'intérieur de ’un des domaines bornés
par les surfaces S,, 8, ..., 8p; s désigne le point de ’ensemble §, ou la
distance |z— zg| (por x ¢ 2 fixé arbitrairement) atteint sa borne inférieure.
On peut admettre (sans restreindre la géméralité), que

Ia:—ws] < |$—5,s| .
Les constantes a et h satisfont aux inégalités:

(5) 0<a<l, O0<h<l, a+h<l.

Les constantes positives M, k sont arbitraires.

Nous désignons par 5{,’(M , k) un sous-ensemble de l'ensemble $?,
les constantes M, k étant fixées.

Soit 1’ensemble 335.""‘ des fonctions u{x,y) a valeurs de ’espace X,
définies et continues pour x ¢ 2, y € 2, qui satisfont aux inégalités sui-
vantes:

(6) (2, y)I <

ly —ys|®’

~ o~ k
) lu(@,y)—u(F, §) < P le—3"+ly—7 ™M,

ou les définitions sont les mémes que dans le cas précédent et ol l'on
a posé
(8) 0<h<h<l1

et |y—ys| < |¥—7sl-

Les constantes M, k étant fixées, nous désignons par $r"*(M, k) un

sous-ensemble de ’ensemble $*™.

Soit N (z) une fonction complexe définie par les propriétés suivantes:
9) N(z) =|z| "K(z'), ou 2 =uaf|z|,
(10) [K@)ds =0

o désignant la sphére unité |r| =1, et la fonction K (r) satisfait & la
condition de Holder suivante:

(11) | K(2')—K(y)| <klg—y| (0<h,<1).

Nous appellerons valeur principale d’une intégrale au sens de Cauchy
(ou simplement intégrale de Cauchy) la limite

(12) im [ N(z—y)uly)dy,

=0 o—q
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si cette limite existe (la fonction % (y) est ici & valeurs de 1’espace X, 2, dé-
signant I’ensemble des points: |z—y| < ¢). Nous désignons cette limite par

(12) [ N(@z—y)yuly)dy .
Q

THEOREME 1. Si la fonetion u(y)e Hr, alors la limite (12) existe
toujours et elle appartient a Uespace X.

THEOREME 2. 8i la fonction u(y) € SH(M, k), alors la fonction

(13) w@) = [N(@—y)uly)dy

appartient & Pensemble $u(CLM + Cok; CoM + C k); les constantes positives
C., Cy, Cy, Oy ne dépendent pas de la fonction u (hy, = h, voir la formule (11)).
THEOREME 3. S8i la fonction u(wx,y)e SX™(M, k), alors la fonction

(@) = [ N@—y)u(z,y)dy e §r(C,M + Csk; C.M + O.k)
o

et les constantes positives C,, C,, Cy, C, sont indépendantes de la fonction u.
Les constantes a, k, h, étant fixées, on a évidemment

(14) HrC HoM .

Désignons pour toute fonction u(z,y) e Ho™
(15) s(u) =sup |y —ys*lu(z, ),
T,yENR
_ eth _ ~ A~
(16) h(u) = sup 1YY !uh(lw,y) g(:v,y)ly
ZUT,VEQ le—Z" + |y —7]|

Nous admettons dans l’ensemble $"™ la norme:
(17) llully = 8(u)+h(u).

L’ensamble $r™ est donc normé. X

L’ensemble $X(M, k), dont la métrique est déterminée par la norme
(17), est complet. Il en résulte qu’'on peut.appliquer dans 1’ensemble
$H(M, k) le théoréme du point invariant de Banach:

St dans un espace métrique et complet X, la transformation A diminue
pour tout couple ¢,y € X la distance o(x,y) avec la constante positive ¢ < 1:

(18) o(4dz, Ay) < qe(z,y),
alors il existe un point invariant unique de la transformation A

(19) = Au
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qui est la limite de la suite des approximations successives (au sens de la
métrique)

(20) w=limAu,, ou Up= AU, (n=1,2,..)

uy btant un élément arbitrairement fixé de Vespace X.

Remarquons enfin qu’on peut, d’aprés les définitions (15) et (16),
énoncer les théorémes 2 et 3 comme il suit:
THEOREME 2 . Si u e S, alors u e H* et

(21) 8(u) < Cy8(u)+ Coh(u) ,

(21) h() < Cys(u)+ Ceh(u),

les constantes positives Cy, C,, C;, C, ne dépendant pas de la fonction w.
THEOREME 3 . Si u € Hi™, alors & € Hr et

(22) $(u) < Oy8(uw)+ Ceh(u),

(23) h(w) < Cy8(u)+ Cih(u),

les constantes positives C,, Oy, Cy, C, ne dépendant pas de la fonction w.

3. Opérations de la classe %% Définissons une classe % d’opé-
rations par un procédé analogue & celui des travaux [3] et [4].
L’opération F(x,y,u) e X est déterminée pour @,y e2, ue X (X est
un espace de Banach), appartient & la classe ok, si
(24) F(z,y, w)—F(z,y, u) =Fi(z,y, y, us) [Folthy— u,)]
ol:
1. L’opération F, transforme 1’espace X en lui-méme.
2. Fy(0) =0.
3. F, satisfait & la condition de Lipschitz:

(26) 1Fo(%) — Fo(@)ll < Fallu— 2|l -

4. L’opération F,(x,y, u,, 4,)[«] est linéaire pour z,y, u,, u, fixés
(u € X) et transforme 1’espace X en lui-méme.

5. F, satisfait aux conditions suivantes:

(26) 1@y Yy %ry Uo)llxsx < Mo+ Mi|y—ys| [l +lualil

(27) Py, y, ugy %) — Fo(X, ¥ 5 Uy y U)l|x->x

o -3+ ly—7 "
ly—ysl®

ol les constantes positives a, h, h, sont soumises aux inégalités (5), (8),

|F|lx—»x désigne la norme de ’opération linéaire F (dans 1'espace des opéra-
tions linéaires transformant 1’espace X en lui-méme).

<k + Miy — ys|"Cliwn — sl +[lg — ws[]
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Remarquons, d’aprés les propriétés (2) et (3), qu'on a

(28) IFg(u)ll < Kollul] -
Désignons
Fu =F(z,y,u).

THEOREME 4. Chaque opération F(x,y,u)eHe, satisfait sur Uen-
semble 52(M , k) aux conditions suivanies:

(29) 8(Fuy—Fus) < a8 (uy—uy) ,

(29) B (Futy— Futg) < ag8 () — Us) + arh (U — %,)
ou

(29") al =k2(M1+2MiM) ) ay =k2(k1 +2Mik) .

Démonstration. Soit Fu = F(z, y, ) une opération de la classe
". Nous pouvons écrire

(30) | Fey — Frn|| = [[Fy(y Yy gy Ua) [Fa s — up)]|
< @y ¥y Ury Us)|| x> x || Fo Uy — %)
< M+ M1y — ysI"[llwall +lloea||T} Falluyg — 2.l
(B1)  (Fus—Fug)— (Faiy — Filo)||
= |Fy(@, ¥, Uy, ) [Fo(thy— )| — F(T, ¥, Uy, Up) [Fo(%hy — %)l
S FA@y ¥y Ury Ua) —FoT, y Uy s Ug)||xox || Fa g — o) || +
+[|F1(~: Yy Uy )| Pty — %g) — Fouy — %,)|

7 (e— a’l tly— ~|h)+M1|y Y| [y — %[ + e — "2”]}7‘2“'“1"“2"+

<l
ll — sl
+ { My + Mily—ys|"[loell +-lloeal 1 ell (20, — 20d)— (2, — ) -
Si uy, Ug, %y, % € He(M, k), nous avons les inégalités suivantes:

(32) [[Fuy — Fuall < [My+ 21 M Ey|[26 — 2,
(33) [(Fuy — Fug) — (Frty — Fio)||

’ r—ao . y a
< (ky+ 2 M R) - Iy' +'|§’+,,yrh Feoll g — wal| - |y — ysl” +
|

+ (M4 2 M1 M) Eyl|(%; — tg) — (U — ta)| -

11 en résulte que Fu,—Fu, € H et les formules (29), (29'), (29) sont donc
vraies.

THEOREME 5. St Vopération F(x,y,wu), qui dépend des paramétres
xz,y €, admet une différentielle dF,,, (au sens de Fréchet) satisfaisant
a la condition sutvante:

~h1 ~h
r—o - ’ a ~
(34) [[@Fayu—dFz55lzox < oA ly‘ ;'rfi,,y' 0|y —ys|lu—l
—YsS
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(oi les oconstantes positives a, h,, h satisfont aux inégalités (5), (8)), alors
FeH et

(35) Fyw,y, uy, us) = f AF 2y totu—un @0, Folu) =u.
0

La démonstration résulte immédiatement du théoréme d’Hada-
mard (voir [3], p. 249 et 263).

THEOREME 6. 8i Vopération F(x,y,w) appartient & la classe o
el 8’il existe pour chaque v ¢ X (suffisamment petit), une suite de nombres
positifs r; >0 lelle que la limite

Fy(rmv) .

(») Lim <+ oo

joo T4

exisle, alors la différentielle dF ., ., (aw sens de Fréchet) existe el elle satisfait
& la condition (34).

La démonstration de l’existence d'une différentielle dF est ana-
logue & celle du théoréme 17 dans le travail [3], p. 263. Il résulte, d’aprés
le méme travail (p. 265-266), que ’hypothése (*) sur les opérations F ¢ KHa
ne peut étre omise que dans un espace & un nombre fini de dimensions.

4. Solution du probléme. THEOREME 7. Admeltons les hypo-
théses suivantes:

1. La fonction complexe N (x) satisfait aux conditions (9), (10), (11).

2. L'opération F(xz,y,u) de Vespace X, déterminée et conlinue pour
@,y €, ueX, satisfait aux conditions suivantes

(36) 1Pz, y, w) < —— + Mzul,

ly—ysl
37) |F(z,y,uw)—F(z,9, )l
<__br__ kr
1y —ysl|
ou les constantes positives a, h, h, satisfont aux inégalités (5), (8), h, = h
(théoréme 2); en outre Popération F(z,y, u) e Hi.
3. La fonction f(z) e HH(M,, k).
Sous ces hypothéses Véquation intégrale singuliére

—F s Ua—B" +y— V"1 + Mplu—all,

(38) w(z) =f(@)+1 [ N(@—y)Plz,y, u(y)]ldy
a2
admet une solution unique

w(z)e S M, k), on M>M,, k>k
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pour les valeurs du parameétre complexe i satisfaisant o l'inégalité

(39) |A| < A% (M, k)
o
(40) 33, k) — min{A(M, k), (M, &), (M, B)]
el
. B M— M,
(41) (M, k) = G T 0 + Cuer - 305K
k—k

(42) (M, k) =

Cs(Mp+ My M)+ C(kp + Mpk)’

(43) 3(M , k) = 1/max[(C, + C3) a; + (0O + Cy) ay; (Cp+ Cp)ai]

(44) ay =ko{ M, +2M1 M), ay=kyk,+2Mik);

les constantes k,, ky, M,, M1 sont déterminées par la définition de la classe R,
les constantes C,, C,, 05, C, sont indépendantes de la foncltion wu.

Démonstration. Soit u(x) e Hr(M, k). En vertu des inégalités (36),
(37) nous pouvons écrire

M, MM
|7(@, y, w(@)| <« =222
Iy —ysl
~ ~ ~ k Mrpk ~ ~
|#(2, 5, w9) —F (3,7, v @)| < TEZEL o3+ ly—F M
ly—ys|
d’ou il suit que la fonction F(z,y,u(y)) ¢ Ho™ et que
(45) s|P(z,y, u(y)] < Mr+ MM,
(46) hlF(z,y, u(y)] < kr+ Mpk.
Il résulte du théoréme 3’ que la fonction
(47) u(x) =f(x)+1 fN(w—y)F(w,y,u(y))dy
0
appartient & la classe $. et
(48) 8(u) < My+|A|[C(Mp+ My M)+ Cy(kr + Mpk)],
(49) h(u) < i+ |A|[Co(Mp+ My M)+ Cy(kr + Mpk)]

ou les constantes positives C,, C,, C3, U, sont indépendantes de la fonc-
tion . Alors pour les valeurs du paramétre A satisfaisant & 1’inégalité

(560) A < AN M, k)
ou
(50") AY(M, k) = min[AX(M, k), 2(M, k)]

20+
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(les nombres positifs A, 23 sont définis par les formules (41) et (42)), la
fonction u(z) appartient & la classe donnée (M, k).

L’opération F(x,y,u) appartient, en vertu des hypothéses 2, 4 la
classe *. En désignant

G1) @) =f@)+1 [ N@—y)Flo,y,wy)ldy (G =1,2,..)
2

et en admettant u; e (M, k), nous obtenons, en vertu des théorémes 4, 3’,

(62) 8(Uy— Ug) < 18 (Fuy— Futy) + Coh (Frty— Futp)
< (Chay + Cpap) 8 (U — uy) + Coarh (U — us) ,
(63) h (i, — Ug) = O38 (Fuy— Fuy) + Ch(Fuy—Fu,)

< (Caty 1 Cia,) 8 (U, — ) + Cyarh (u; — uy)

ou a;, a; sont définies par les formules (44).
Alors, pour les valeurs du parametre A, satisfaisant & l'inégalité

(54) |4 < A3(M, k)
(A3 est définie par 1'égalité (43)), nous avons l'inégalité
ity — thalls < gllttr—%sglls, oW O <g<1.

Nous :obtenons ainsi, en’ vertu du théoréme du point invariant de
Banach (p. 291), pour les valeurs du paramétre 2 qui satisfont 4 la condi-
tion (39), une solution unique u e Sjﬁ(M , k) de 1’équation (38). Cette
solution est la limite au sens de la norme dans ’ensemble $. de la suite
des fonctions u,(x):

un(2) = f(@)+ 4 [ N(@—y)F(2, ¥, tas(y))dy (0 =1,2,..)
Q

(u, est une fonetion arbitraire, appartemant & l'ensemble $X(M, k)).

COROLLAIRE 1. Sous les hypothéses du théoréme 7, Uéquation (38)
admet une solution unique u(x) € 5Z(M , &) pour les valeurs du parametre
qui satisfont & Dinégalité:

(565) [A] < A™(M, k)

ol

(56) A M, k) =min[43(M, k), 4],
’ . __ 2

(56) 14 - MIIE‘(C*+01+C‘,) '

(56") C* = V(01— 0, +20,0,

et 23(M, k) est déterminé par la formule (43), A{ ne dépend pas de M et k.
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Démonstration. Considérons les formules (50), (50’). Soit un
positif M, fixé pour I'instant. Nous obtiendrons la valeur la plus avanta-
geuse du nombre Af*(M, k) en supposant

(57) (M, k) = A3(M k)

(A est une fonction décroissante de k, 22 est une fonction croissante).
La derniére égalité est équivalente 4 1’équation qui suit:

(568) a(M)2+b(M)k+c(M)=0.
Cette équation a une racine positive k,(M). On peut facilement calculer que
— . __ —

Mo M—M, 20,
d’ol résultent

lf[Ma ko(M)] = 1;[M; ko(M)] = lf‘[Ma ko(M)] ]
(60) lim AM*[ M, ko( M)] = 4}

Mo
et, enfin, le corollaire en question.

5. Remarque sur DPéquation linéaire. L’équation (38) est
linéaire, si 'opération F (xz, v, u) est linéaire par rapport & u, donc si elle
est de la forme suivante:

(61) F(w’ Y, u) = G(w’ y)u

ol l'opérations G qui dépend des parameétres x,y, est linéaire.

Nous ne savons pas résoudre cette équation pour toute valeur du
parameétre 1, mais en nous appuyant sur les considérations précédentes,
nous obtenons, pour les valeurs du parameétre 1 suffisamments petites,
le théoréme suivant:

THEOREME 8. Admeltons les hypothéses suivantes:

1. La fonction complexe N (z) satisfait auzx conditions (9), (10), (11).

2. L’opération linéaire G(z,y) déterminée pour x,y € 2 et transformant
Vespace X en lui-méme, satisfait aux conditions suivantes:

(62) G (z, ¥x-x < Mg,
~o ~ k ~ ~
(63) Gz, y)—G(T, §)lx->x < m[lw—ﬂh“*‘ ly—yl"] '
—Ys

IS

ot les constantes positives h, h, satisfont & Uinégalité:

O<h<h<l, h>h.
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3. La fonction f(x) e S)ﬁ(M,, ki), ot 0 <a<1l—h.
Sous ces hypothéses Véquation intégrale singuliére

(64) (@) = f(@)+4 [ N(@z—9)6G (@, y)uy)dy
Q
admet une solution unique

w(z) e He(M, k) (M > My, k> k)

pour les valeurs du paramétre A qui satisfont & Vinégalité:

(65) |A| < min[C**, 23(M, k); A§( M k)]
o
(66)  C* ~min [—1__ S ]
(Co+C)Mg  (Cy+Cy) Mg+ (Co+C) ke |’
M-—-M
’ *® — !
(667) RO, k) = o+ Ooka) M T Oy M gk’
k—k
7 * _ !
(66) A8(M s %) = TG T Coog) M+ C. M o

Démonstration. Remarquons que, d’aprés la formule (61), nous
avons pour toute fonction u(x) e S M, k)

I (@, y, w)l| < G (2, y)lx-xlul < Mallul
\F(z,y,w)—F@, 7, %) < [G(,y)— 6@, v +IGE, §)(u—u0)|

kollu ~ ~ ~
< Kol G 1y F1M+ Mlu—
|y —ysl
kaM ~ ~ ~
< — Mo =3+ ly — 7 "1+ Mellu—%|
Y —ys|
d’ou
(67) Mp=0, Mp=Ms, Fky=keM.
‘En outre, d’aprés 1’égalité
(68) F(w,y,ul)—F(m,y,ug) :G(m)y)('u’l—uz)

l'opération F(z,y, u) € KE et

(69) Fyz,vy,u,u)==0C(x,y) (pour toutes u,,u,), Fy(u)=1w
enfin, nous avons

(70) M, = Mg, M,=0, k==%ks, k=1.

11 en résulte, d’aprés le théoréme 7, la conclusion du théoréme 8.
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Remarquons que l’inégalité obtenue par la limitation de la norme
de Popération linéaire

Nu = [ N(@—y) G, y)u(y)dy

2
fait correspondre au parameétre A un intervalle plus petit que la limi-
tation (65).
Remarquons en outre, que nous avons, en vertu du corollaire 1:

COROLLAIRE 2. Sous les hypothéses du théoréme 8, Véquation (64)
admet une solution unique:

u(®) € Ha
s1 les valeurs du paramétre A satisfont a Uinégalité:
(71) |A] < min[C**, 2/ Mg(C*+ C,+ C,)]

ou la constante C** est définie par la formule (66).

Démonstration. Nous obtenons 1’inégalité (71) de la méme ma-
niére que l’inégalité (56). L’inégalité (71) ne dépend pas de M et k, ces
constantes peuvent étre arbitraires.

Travaux cités

[1] W. Pogorzelski, Sur une classe de fonctions discontinues el une intégrale
singuliére dans Uespace, Bull. Acad. Polon. Sci., Sér. sci. math., astr. et phys. 8 (1960),
p. 445-451.

[2] — O ceoticmsax cunzyanprozo unmezpasa 8 npocmparcmee t ux npumeHenuu K ooHotl
cucmeme CuHYAAPHWX uKmezpasvuix ypaeHenudi, IIpobnembl Mexauwrm cniomHOR cpemwt,
Haparemscteo A.H. CCCP, Mockea 1961, p. 288-301.

[3] D. Przeworska-Rolewicz, Sur les systémes d’équations intégrales pour les
lignes fermées, Studia Math. 18 (1959), p. 247-248,.

(4] — Etude des systémes d’équations intégrales singuliéres pour les arcs non fermés
par la méthode des approzimations successives, Bull. Acad. Polon. Sei., 8ér. sci. math,,
astr. et phys. 8 (1958), p. 697-703.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK
INSTITUT MATHEMATIQUE DE L'ACADEMIE POLONAISE DES SCIENCES

Regu par la Rédaction le 7. 1. 1961



