ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
XXI (1968)

Charakterisierung des Flicheninhalts
mit Hilfe der Funktionalgleichungen

von M. KUCHARZEWSKI (Katowice)

Es sei V, ein n-dimensional Riemannscher Raum mit dem metrischen
Tensor

gi(ah), Lk, I=1,2,..,n.

Wir werden voraussetzen, daf die quadratische Form g:&'t" positiv
definit ist, d.h., daB V, gewdhnlich ist.

In diesem Raume sei eine p-dimensionale Fliche V,, durch die Glei-
chungen

et=oi(u*), a=1,2,..,p,1<p<n,

definiert, wo xi(u°) von der Regularititsklasse C' in einem gemeinsamen
Gebiete D, und die Vektoren
i oxt

1) 7= (ah) = [52,)
linear unabhingig sind.

Bezeichnen wir mit D ein beschrinktes Gebiet, das im D, enthalten
ist. Der p-dimensionale Flacheninhalt x des durch D bestimmtem
Flichnestiicks von V, bestimmt die Formel

(2) u(D) = [Vadu'...dur
D

WO a = |a.| die Determinante des metrischen Tensors aqs vom V,, ist. a4
hat folgende Form

(3) aaﬂzgikm;‘vgﬁ a,f=1,2,..,p.

Wird das skalare Produkt der Vektoren y, z in V, mit (¥, 2) bezeichnet,
so kann a, folgendermallen

(4) Qap = (ZTay Zp)

dargestellt werden.

In dieser Note mochte ich zeigen, da der Flicheninhalt x durch
gewisse Bedingungen (1°-4°) charakterisiert werden kann. Diese Be-
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dingungen stammen im wesentlichen von L. Bieberbach [1], 8. 50, und
treten auch im Lehrbuch von D. Laugwitz [3], S. 27, § 3.8, auf. Hier
werden sie aber etwas verallgemeinert. Und zwar betrachten L. Bieber-
bach und D. Laugwitz nur den 2-dimensionalen Flacheninhalt im 3-di-
mensionalen Euklidischen Raume. Die hier angebenen Bedingungen 1°-4°
charakterisieren den p-dimensionalen Flicheninhalt 1 <p <n im n-di-
mensionalen Riemannschen Raum V,.

Die hier dargestellte Methode kann zur axiomatischen Einfiihruhg
des Flicheninhalts ausgenutzt werden. Ich glaube, sie ist interessant,
weil sie gewisse wesentliche und trotzdem bisher nicht geniigend aus-
genutzte Eigenschaften des Flacheninhalts zeigt.

§ 1. In diesem Paragraphen gebe ich die oben erwihnten Bedingun-
gen an. Zuerst aber erklire ich die in diesen Bedingungen auftretenden
Begriffe der zulidssigen Koordinaten im V, und der zuldssigen Parameter
auf der Fliache V,.

DEFINITION 1. ¥ heilen zuldssige Koordinaten in dem Gebiete @G
des Raumes V,, wenn sie durch die Funktionen

(1.1) gt = z¥(2*), (o%)e@

der Klasse C' mit nichtverschwindender Determinante
P ., ox’

(1.2) 4E] = lak] = 5| # 0

der urspriinglichen Koordinaten 2* ausgedriickt werden konnen.

DEFINITION 2. Die Parameter #® auf der Fliche V, sind in dem
Gebiete D C D, zuldssig, wenn sie folgende Relationen

(1.3) ut = ¢g*(uf) (wf)eD

erfiillen, wo ¢° der Klasse €' im D sind und die Jacobische Determinante J
dieser Funktionen im D von Null verschieden ist

ou*

oup

Der durch die Formel (2) bestimmte Flacheninhalt px erfiilllt offen-
sichtlich folgende Bedingungen:

1° u ist ein additives Funktional, das von den Funktionen z? ihren
ersten Ableitungen x., von dem metrischen Tensor g, des Raumes V,
und von den Parametern u¢ auf der Fliche V, abhingt, d.h. der Flichen-
inhalt hat die Form

u(D) = fF(:ci, zh, gir, wt)du' ... du”
D

(1.4) J = |BY = £0.

wo F eine stetige Funktion hinsichtlich aller ihren Verdnderlichen ist.
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2° u is von der Wahl der zulissigen Koordinaten z¥ im V, unab-
hingig.

3° u ist von der Wahl der zuldssigen Parameter %* auf der Fliche V,
unabhingig.

4° Tm n-dimensionalen Euklidischen Raume E, ist der Flichen-
inhalt p des p-dimensionalen Wiirfels @ mit der Seitenlinge 1 gleich 1

n(@ =1.

Im weiteren zeige ich, dall die Bedingungen 1°-4° den durch die
Formel (2) bestimmten Flicheninhalt vollstindig charakterisieren, d.h.
beweise ich folgenden Satz:

Satz 1.1. Der einzige p - dimensionale Flicheninhalt, der die Bedingun-
gen 1°-4° erfiillt, hat die Form (2).

§ 2. Den Satz 1.1 beweise ich mit Hilfe der Funktionalgleichungen.
Darum formen wir die Bedingungen etwas um. Insbesondere ersetzen
wir 2° und 3° durch entsprechende Funktionalgleichungen.

Aus 1° und 2° ergibt sich, dass ¥ folgende Funktionalgleichung

(2.1) F(a', xl, gon, w) = F(x', 22, gir, %)
fir beliebige Koordinatentransformation

(2.2) ot = x¥(z?)

der Klasse C' mit nichtverschwindender Determinante

T

erfiillt. Im (2.1) sind .'v"", z! und gixw durch Ausdriicke a'i'(;v"), Al
AfrA',ﬁrg,-k zZu ersetzen.

Aus 1° 3° und aus dem Transformationsgesetz fiir Integrale erhalt
man nachstehende Funktionalgleichung:

(2.4) P&’y a5y gk, B | = F (2%, 23, gin, 1) -
Diese soll fiir beliebige Parametertransformation
(2.5) us = g*(uf)

der Klasse €' mit nichtverschwindender Determinante

ou’

v}

J = (sl =

£0

erfilllt werden. Im (2.4) sind i, @* gemiB den nachstehenden lFormeln

(2.6) ri=ayfh, W ="
zu ersetzen,
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Schliefllich kann die Bedingung 4° in forlgender Form dargestellt
werden. Bezeichnen wir mit ¥, den % -dimensionalen Euklidischen Raum.
Der metrische Tensor von E, hat also die Form

Jix = Oux .
Im K, sei eine p-dimensionale Hyperebene H, durch die Gleichungen
H,: o' =viu*+rg

definiert, wo die Vektoren 24(ve), a=1,2,...,p orthonormal sind, d.h.
gemafl der am Anfang eingef.rhrten Bezeichnungen gilt

(Va,y Tp) = 6ikv§v§ = Oap -
Dann bestimmen die Ungleichungen
Q: o0<wu<1
einem p-dimensionalen Wiirfel @ auf H, mit der Seitenlinge 1. 4° ist mit
(2.7) 1(Q) = f]f’(:v", va, dik, u)dad ..du” = 1
dquivalent. ¢

§ 3. Der Beweis des Satzes 1.1 wird auf folgenden Hilfssatz gestiitzt,

den wir ohne igrendwelche Regularititsvoraussetzungen iber die Funk-
tion F beweisen.

HivLrssAatz 3.1. Allgemeine Liosung der Funktionalgleichungen (2.1)
und (2.4) hat die Form

F(.’L‘l, -'17;, ik, ua) = c]/a y Q= ia’aﬁ! y

w00 Gqop 0 (3) definiert sind.
Beweis. Setz man in (2.1) ¥ = x4 ¢! ein, so ergibt sich

(3.1) F(mi"'cia 'Triy Giky ) = F(mi7 -'L':a Gir, 1) .
Riir ¢ = —ai folgt daraus
F(0, .’Di, Jiny W) = F(a}i, :L‘i, Qiky W) ,

d.h. die Funktion F hingt von den Verdnderlichen z? nicht ab. Sie hat
also die Form

(3.2) F("l"iv -77:, ik, '“’u) = ﬁ(m;v Gix, u’) ’
wo F durch nachstehende Relation

~. a, af i a
F(Zay gire, w') = F(0, Zay Gix, )
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definiert ist. Setzt man jetzt in (2.4) @* = w*+° und fir F, die soeben
bestimmte Funktion F ein, so erhalten wir, ganz analog wie vorher, da8 ¥
auch von w«* nicht abhingt. Mit Hilfe einer entsprechend definierten
Funktion f kann sie folgendermaflen dargestellt werden

(3.3) F(zl, gin, w*) = flal, gir) -

Alle weiteren Betrachtungen werden wir in einem festen Punkt
durchfithren. Da aber die Funktion F wegen (3.2) und (3.3) von den
Koordinaten des Punktes z(«?) und von den Parametern «° nicht abhéangt,
werden diese fiir beliebige Punkte der Mannigfaltigkeit V, gelten.

Wegen (3.2) und (3.3) nimmt die Gleichung (2.1) folgende Gestalt

(3.4) flATal, gAY AR) = f(al, gir)

an. (3.4) soll fiir beliebige nichtsingulire Matrizen A = |A}|| erfilllt wer-
den. Wir setzen in (3.4) fir 4 eine Matrix ein, die auf folgende Weise
gebildet ist.

Der Voraussetzung nach sind die Vektoren x, = (afr;'.") linear unab-
hinging. Erginzen wir diese mit den Vektoren «, o = p—+1,...,n s0,
daf alle Vektoren , x! linear unabhingig sind. Diesen Vektoren ordnen
wir mit der Methode von E. Schmidt [2], 8. 210, § 6, das System der
Vektoren

(3.3) 2y 24

die hinsichtlich der durch den Tensor gx; bestimmten Metrik orthonormal
sind. Die Vektoren (3.5) nehmen wir als Spalten der Matrix A ' = ||4}|:
an. Wir haben also

(3.6) Ab=z2, Ap =
Da (3.6) orthonormal sind, gilt die Relation
(3.7)  gudizn = guAiAn = (21, %) = Otm, Lym=1,2 .. n.

Die Vektoren z; haben folgende Gestalt

. & —_— — . 9 — i —1—1 ’ .9
VI (g, 2y) x| VI 1Y
. (zy, ) ... (71, T1-4) m;l 1
Rl = | et e e i i it s i et ,j; 1: y
(X1, 2y) ... (@1, Z0-1) @ VI Iy
' (L5 &) (1 @)
]’, —— e e e e e e e e e e e e e ’ l — 1’ 2, y n
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Daraus folgt, daB die Elemente Al = ylk der Matrix A, die zur A™" invers
ist durch nachstehende Formeln

k k
i ; 1
(3.9) gi=f e |Eo@) gam) 1
VI (Tgy 21) gonxr | VIV IS
(21 #,) (), 214) gik-’ﬂf 1

dargestellt sind.
Jetzt bestimmen wir die in (3.4) auftretenden Produktie
(3.10) Az, = (| A @2l = lly'aall -
Fir a <! sind diese gleich Null
(3.11) Azl =yizi=0, a<l,

weil 9.z, wegen (3.9) einer Determinante gleich ist, in der zwei Spalten
identisch sind.

Es geniigt also nur yiz, fir 1 <I < a zu bestimmen. Aus (3.9) er-
halten wir

. (‘Tl’ wl) e (wla -'Dl—l) (wl’ wa) I

(38.12) i e
(X1, @y) ... (X1, @1—1) (21, 2,)
1<li<a,a=1,2,..,p.

Nach Einsetzen (3.7), (3.11) und (3.12) in (3.4) nimmt diese Gleichung
folgende Gestalt

(3.13) f(@s, gix) = f(yizs, 8:x)

an. (3.13) bedeutet, daB f nur von den Produkten yiz: (1 <!
abhingen kann. Sie hat also die Form

1
VIi.I; ’

N
Q
A

2

(3.14) fl ga) = o(vial), 1<li<a<p,

wo ¢ eine entsprechend definierte Funktion ist.
Jetzt benutze ich die Gleichung (2.4), Wegen (3.14) hat diese folgende
Gestalt

(3.15) p(7:23) | T = @(yiai) .
Die Produkte y',-mi driicken sich auf Grund (3.12) durch die skalaren
Produkte der Vektoren x;, d.h. durch a;, = (z:,2.), A, u=1,2,...,p
aus. Bei der Parametertransformation (2.4) auf der Fliche V), gehen a,,
in a;-

LYZ

_ A g
ai::— alﬂﬁlﬂu
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uber. Daraus folgt, daB a;; gleich, wie die Koeffizienten der quadratischen
Form ay, £'&* bei llnearen Substitutionen sich indern. Da die Vektoren x;,
A=1,2,..,p linear unabhangig sind, sind alle Gramschen Determinan-
ten 1“,1, }L= 1,2, .., p positiv. Die quadratische Form a;,£'¢" ist also
positiv definit. Man kann solche Parametertransformation finden, daB
Haz;fl der Einheitsmatrix gleich ist

a'/;(; = a;; R

Bei diesen Parametern sind folgende Relationen

(=, x=) (2, =) | L
(3.16) gl;Té: ___=6z’
| (@7, @3) (x5, =) Vrz 115
e pf
(3.17) 6;; = aaﬂB;B‘-‘
erfiillt.

Aus (3.17) erhilt man weiter
1= |8:1=J "a,
wo J = |Bi| und a = |a,| ist. Daraus folgt
(3.18) | =Va.
Setzen wir (3.16) und (3.18) in (3.15) ein, so ergibt sich
9(yizs) = p(8)Va.
Die letzte Beziehung kann in der Form
(3.19) p(yiwd) =cVa

dargestellt werden, wo ¢ = q)(éa) ist. Auf diese Weise ist der Hilfssatz 3.1
bewiesen.

§ 4. Erfiillt der p-dimensionale Flicheninhalt x4 im ¥, die Bedingun-
gen 1°-4° so muf} die Funktion ¥ den Funktionalgleichungen (2.1) und (2.4)
geniigen. Auf Grund des Hilfssatzes 3.1 hat sie die Form F = ¢} a. Aus
der Bedingung (2.7) folgt weiter, da C = 1 ist. x4 hat also die Gestalt (2)
und der Satz 1.1 ist vollstindig bewiesen.
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