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1. Introduction. Rappelons quelques définitions relatives a la dimension
de Hausdorff. On considére une famille % de parties d’un espace métrique X.Si E
est une partie de X, on en note diam E le diametre. Si, de plus, « et ¢ sont deux
nombres strictement positifs, on pose

H;,(E) = inf{) (diam B))*; B;e %, diamB; <¢ et |) B; > E},

jed JjelJ

9(E) = lim H; 4 (E),

£—0
dimg(E) = inf {x > 0; H%(E) = 0}.

Bien siir, ces définitions n’ont d’intérét que si, pour tout x dans E, il existe des
¢léments de % qui contiennent x et dont le diamétre soit arbitrairement petit.

Lorsque % est I'ensemble des parties de X (ou, ce qui revient au méme,
I'ensemble des boules de X), I'indice % est omis; dim E est la dimension de
Hausdorff de E. De I'inégalité évidente H*(E) < H%(E) on déduit la relation
dimE < dim4E.

Deux problémes se posent. En premier lieu, donner des conditions sur la
famille % pour que, pour toute partie E de X, on ait dimE =dimg4E. La
proposition 2.1 donne une réponse a cette question dans le cas ou X est un pavé
d’un espace euclidien. En second lieu, étant donnée une partie E de X, quelles
conditions imposer @ % pour que l'on ait dim E = dimy E? Ceci fait I'objet des
propositions 2.2 et 2.3.

Dans la partie 3, nous donnons comme application de ce qui précéde I'étude
de certaines mesures singuliéres obtenues en effectuant des partages aléatoires du
pavé [0, 1[“

2. Du calcul de la dimension de Hausdorff. On considére une suite
{%,),>1 de partitions finies de [0, 1 [ constituées de pavés, produits de d
intervalles semi - ouverts a droite (tous les pavés que nous considérerons seront
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de tels produits, sans que cela soit a chaque fois précisé). On suppose que I'on a
4, = {[0, 1[*} et que %, , est un raffinement de %,. Si I appartient 3 %,,,,0n
note p(I) l'élément de %, qui le contient. On pose ¥ = (J %,.SiI est un pavé, on

nz1
note |I| sa mesure de Lebesgue d - dimensionnelle, | 1|, la mesure de sa plus grande
aréte et |I|,, celle de sa plus petite. Si x est un point de [0, 1[% on note I,(x)

I'élément de %, qui le contient.

ProposITION 2.1. Supposons que Ton ait

1. limsupll| =
n—wo Ie¥),

2. lim (sup LogIII)/( mf Logl|l|) =1,

n—w I%),

3. lim sup Log III,,,/Log Hip =1,

n—w 9,

4. lim sup Log|I|//Log|p(I)| = 1.

n—~o [e¥y, 4

Alors, pour toute partie E de [0, 1[% on a dimyE = dimE.

Démonstration. Ilrésulte des hypothéses qu’il existe une suite {a,},>,
décroissant vers 0, telle que, si I appartient 3 %,, on ait |I| < a,, |I| < inf |I ’|1 ~on
- . . . - I'e9,

s <l “ et, si I appartient & %,.,, Ip(D| < II|' ™.

Considérons, pour chaque ¢ > 0, le nombre n(e), borne inférieure des entiers
v tels qu’il existe un élément I de %, , , tel que |I| < &%. Clairement, n(g) croit vers
+ oo lorsque ¢ décroit vers 0. Soit ¢y un nombre strictement positif tel que I'on ait
a"(zo) < 1/2 1-a 1-a .

Si I appartient & 4,, on a |I|% < |1|,, < || ™"<a, " Ilsensuit que
tout cube contenu dans [0, 1[¢ contient un élément de 4.

Soit ¢ un nombre appartenant a l'intervalle ]0, g,[. Nous allons montrer
que, si Q est un cube, contenu dans [0, 1[¢ dont les arétes ont une longueur !

Y

inférieure a ¢, on a

d(1 - an)

1-3 -14d-1
HeZ,1/8 4(Q) < Cd¥/2 [ ™ 3me)e = 14~ Dine)

ou C ne dépend que de d.

Soit donc Q un tel cube. On note v le plus petit entier tel que Q ne contienne
aucun élément de ¥,, mais en contienne un de ¥, , ,. Clairement, on a v > n(g).
Pour alléger I'écriture, nous posons n' = n(g). S’il existait un I dans %, tel que I'on

. d(1-a,) "2 . d(1-ay)~ 1
ait |I| < (1/2) , alors, pour tout I dans %,, on aurait |I| <(l/2) ,

d’ou 1| < /2, cequi contredirait le choix de v. Pour tout ] appartenant 4 ¢,, on

—-a,) a -a)—3 ” .
a donc || = (2" ™% don |1, = 1ML > 12" "™, On en déduit
que le nombre d’éléments de ¥, qui rencontrent Q est majoré par

I(d—l)(l—(l_a,.')_3) R ; , .
C ou C ne dépend que de d (en effet, les éléements de %, qui

rencontrent Q, en rencontrent la frontiére). D’autre part, puisque Q contient un
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élément de %,,,, tout élément I de ¥, satisfait les relations

diam] < \/2|1|M< \/3|1|:.-a"' < \/Elllu-a..')/ds \/21(1—.,",,3.

On a donc
1-a,)3a+@d-1)1-(1-ay)~3)
tha(l—a"l)s.g(Q) < Cdﬂ/ll( n " 9

d’ou 'on déduit l'inégalité annoncée.
Si E est une partie de [0, 1[¢ ¢ un élément de ]0, ¢,[ et « un nombre positif,
on a donc

(1= 3apea+(d—1)1—(1 - -3
Hj,1/8 4(E) < Cd¥2 H, ~ e’ ey ) (),

ce qui montre I'inégalité H%(E) < Cd*? H* (E), valable pour tout o’ € J0, a[.Ona
donc prouvé l'inégalité dimgE < dimE qu’il fallait démontrer.

PrOPOSITION 2.2. Soit pu une mesure positive et bornée sur la tribu T
engendrée par 4. L’ ensemble E des points x de [0, 1[? tels que on ait lim |I,(x)]p
=0 et limsupLogu(l,(x))/Log|l,(x)lyy <x a une dimension de Hausdorff
inférieure a «.

Démonstration. On observe que I'ensemble En{) {Ie¥; u(l) =0}
est vide. Soit 1 un nombre strictement positif. Posons F, = \ U {Ie %,; u(l)

n21
= inf(t, |I|})}. On a linclusion E < | F,,,. Pour montrer la proposition, il
nz1
suffit de prouver que, pour tout t >0, on a dimENnF, < a.

Soit ¢ un nombre strictement compris entre 0 et ', Pour chaque
xe F, N E tel que u({x}) < &% choisissons un élément I, de ¥ tel que xel, et
u(l,) <¢*. Par définition de F,, on a |[ |3 < u(l,). Soit maintenant
Xy, X2, ..., X, les points de F,nE tels que u(|x;}) > ¢&*. Choisissons, pour
chaque j, un élément I,j de % tel que xjel,,j,‘llleu <get ) IIXin, <1

1<j<v

Alors, si {J;},c4 est une sous -famille extraite de la famille {I,},..r,, formée
d’ensembles deux a deux disjoints et recouvrant ENnF,, on a

suplJau <& et Y |Jilh < p((0, 1[9+1,
e

Aed

ce qui achéve la démonstration.

ProOPOSITION 2.3. Soit p une mesure positive et bornée sur la tribu T
engendrée par ¥, E un élément de T tel que u(E) >0 et {u,),>, une suite
décroissant vers 0 et telle que lim Logu,.,/Logu, =1. On suppose que,

pour tout x dans E, on a e
1. liminf Log u(l,, (x))/LoglI,,(x)l > a,

n—aw
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2. limsup Log |1, (X)|n/Log |1, (X)|x < B,

o Log|l,(x)| _ .. Log |1, (x)l
. ——< ———= <.
3 0<y<11:r_1’;nf Logu, ln_’:p ou, <
Alors on a dimE > d(fa+1— Bd/y).

Démonstration. Posons 4, = ) {Ie%;; u(I) = |1 ou |14, ou ||

jzn

3
=ul ou || <uj} et F, = IU;' 1.
E' 'l - . 9 .
On observe que F, N E décroit vers @. Choisissons n, tel que I'on ait

p(Fo, N E) # 0 et notons u' la mesure p- lrf,ons- On remarque que, si 'on a
n>=ny le%, et (I)>0, alors on a u(l) < |15, ||, > 1|5 et ud < |I| < ul.

Soit Q un cube contenu dans [0, 1[¢ et dont la longueur ! des arétes est
inférieure & u,/?. Soit n I'entier défini par la double inégalité u,,, < ¥ <u,; n

tend vers l'infini lorsque [ tend vers 0. Si I appartient 4 ¥, et est tel que u'(/)
soit non nul, on a ||y, < [I|13/# < |I|'"#4 < u?/P. Le nombre d’éléments I de ¥,
tels que T'on ait W' (I)#20 et INnQ # @ est donc majoré par (4 2ul/fu; 3,
donc par 3¢u-¥A=% On obtient donc u'(Q) < 34 u* WA =3 g0y, si I'on
pose ingn+l =1+¢, p(Q < 3d dlya+inf(1,y/B) =81 +e  Opn en déduit
Uy

facilement Tlinégalitt dimE > dimEn F,) > d[ya+inf(1, y/f)—4]. Si Ton
remplace u, par u!’?, on obtient le résultat annoncé.

Remarque. Dans le cas d =1, des analogues de la proposition 2.1
apparaissent dans [9] et [11]. Les propositions 2.2 et 2.3 généralisent des
résultats de [2], [6], [10], [11].

3. Une famille de mesures aléatoires. Dans tout ce qui suit d et v
designent deux entiers tels que 1 <v <d.
Soit n une injection de 'ensemble {1, 2, ..., v} dans {1,2,...,d} et W
=(W;, ..., W,) un point du pavé ]0, 1[*. Ces données permettent de
d

. , C e,
partager un pavé [ = ]_[ [ax, by[ en 2* pavés {If}osqu ainsi qu'on va
k=1

lexpliquer. On décompose j en base 2: j= )Y 2'71; alors I
=1

= T1 (a0, ) ou

1. si k n'est pas dans I'image de n, a,(j) = a; et b,(j) = b,,

2.s1 £ =0, a,, () = ayy et byy() = (1 —=W)a,,+ Wby,

3. si él = 1, a,"“ (]) = (l - “/l) a,,(,)-}- u/’b"(n et bn(l) (]) = b,,([).

Posons v, = (2" 1)n+2—=2". Soit {&,},>1, {Ma}nz1 €t {W(n)},>, trois
suites de variables aléatoires telles que

1. ¢, prend les valeurs 1, 2, ..., v, avec des probabilités égales,
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2. n, prend comme valeurs, avec des probabilités €gales, les injections n
de {1,2,...,v} dans {1, 2,...,d} ayant la propriété suivante: n est une
application croissante de {1, 2, ..., v} dans {n(1),...,d, 1,..., n(1)—1}.

3. W(n) est a valeurs dans ]O, 1[“

Ces données permettent d’obtenir une suite aléatoire |{I, ;] < ,\v"},,;, de

partitions de [0, 1[“ en pavés de la fagon suivante. La premiére partition est
constituée de I'unique élément I, , = [0, 1[“ Pour passer de la niéme a la
(n+1)iéme on effectue sur I,, la partition déterminée par 7, et W(n) et on

insére dans la liste, & la place de I,, , les 2" pavés obtenus en respectant
l'ordre défini plus haut.

Cette construction dans lecas d = 2, v =1, est due a R. F. Voss qui en a
effectué des simulations a I'ordinateur [13]. Le cas d = v = 1 est étudié dans
[10]. Des constructions ressemblantes ont été faites ou étudiées par plusieurs
auteurs [1], [3], [S]-[8], [12].

On définit une mesure aléatoire u,: elle a pour densité par rapport a la

mesure de Lebesgue la fonction aléatoire 1 Y oLt
Vn 1<j<y, "

Nous ferons les hypotheses suivantes. Pour le lemme 3.1 nous
supposerons que les variables {¢,},>; sont indépendantes. Ensuite nous
supposerons de plus que les v.a. {n,},>, sont indépendantes et indépendantes
de la suite {¢,},>,. A partir de la proposition 3.7 nous supposerons que les
variables {W(n)},», sont indépendantes et équidistribuées avec une v.a. Wet
quen outre elles sont indépendantes des v.a. {g,},>; et {,}.>1-

Lemme 3.1. Soit F une partie de Tlensemble {1,2,...,v,} ayant b
éléments. Alors, presque sirement, p,,,(U 1,;) tend vers une v.a. Z,p. Cette

variable Z, ¢ est indépendante des varlables W31, )iz et &) 1<j<a €
sa loi a pour densité
T (va/(2° = 1)) 223"~ D=1 (1 — )0 DI'= D=L T (52" — 1)) T (v, — b/(2"— 1))

par rapport a la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Démonstration. C’est une conséquence des résultats sur le modele
de Polya [4].

En particulier, on a E(Z,f) = b/v,. Si F = {j}, nous noterons Z, ; au lieu
de Z, .

LemMme 3.2. Soit p,, la probabilité pour qu’exactement k des pavés
I.j}1<j<v, touchent la cloison {0} x[0, 1[*"'. On a

Y kppy = O(n'24= 12771 =@~ ba))
. Kz
Démonstration. On a

k k—2"+1 v (k=2""1+1)v
Pr+1x = l—z pn.k+—'vn_ 1—‘_1 Poy-2virt v, d Pri-2v-14,
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2d—v)2""'—d
Y kppiix = (H’( L ) Y kpni-

k21 v,d k>1

On achéve facilement la démonstration.

LemMme 3.3. Soit ny un entier =1, j, un élément de {1,2,...,v,).
Considérons une cloison C du pavé 1, ;, (Cest un pavé (d — 1) -dimensionnel
contenu dans sa frontiére). Désignons par t,,7,,...,T,, ... les instants
successifs ou I'on effectue une dissection dun pavé contenu dans I, ; . 1l sagit
de temps darrét adaptés a la suite W, = 0 ({&;}1<j<n Mj}1<j<ns \W()}1<j<n)
Soit p,x la probabilité, sachant W, , que k exactement des pavés -{I,M.}j
touchent la cloison C. On a

2d-v)2¥ " 1 —q))(2V- 1)d
Z kpn.k = O(n“ v) L ) )).
k=1

contenus dans 1, ;

Démonstration. Clest la méme que celle du lemme précédent.

LEMME 3.4. Les données sont les mémes que celles du lemme précédent.
Désignons par F, lensemble des j tels que I, ; soit contenu dans I et
touche C. On a E(Y Z,;) = 0(n~*""'12"= 1)

jeFpy
CoroLLAIRE 3.5. Soit ng > 1, jel, 2, ..., v,,o} et C une cloison de I, ;.

ng.Jjo

Désignons par F, T'ensemble des j tels que I, ; soit contenu dans I et touche

no.Jjo
C. Alors, presque siirement, on a

lim Z Zn.j = 0.

n=w jeF,

Démonstration. Cela résulte du lemme précédent et du fait que
Y Z,; décroit.
jeFn

PrOPOSITION 3.6. Presque siirement, il existe une unique mesure u sur la
tribu J engendrée par les pavés (1,;},<;<., telle que Ton ait u(l,)=Z

nj-

Démonstration. Considérons l'arbre o/ formé par les suites finies
d’éléments de {1, 2, ..., 2"}. Soit &/ U 0/ sa compactification naturelle. La
donnée des [¢;};>, définit une application ¢ de I'ensemble {(n,j); n
>1,1<j<v,} dans o: si I,; est, & l'instant n, coupé en 2° pavés, les
images par ¢ de ces pavés sont les descendants de ¢(n, j); de plus, si I, ;
= In'.j‘a alors (P(n,j) = (P(n’oj')-

A chaque élément a de ./, on associe une partiec I, de do/: I, est
constitué des éléments de {1, 2, ..., 2"}¥ qui commencent par a. En vertu du
théoréme de Carathéodory, il y a une mesure ji sur d./ telle que 'on ait

ﬁ(‘P(n, J)) T= Zn.j'
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On définit une application y de [0, 1 [ dans ds/: Y (x) = ﬂ (o(n,jy)”

ou xel,;,. D'aprés 3.5, on a u(0/\y ([0, 1[*) = 0. La mesure cherchee est
I'image de u par ¢~ 1.

Dans un cas on peut obtenir un résultat plus précis, qui a comme
conséquence que u est presque sirement une mesure de Borel

ProrosiTION 3.7. Supposons que v =d. Si Ton pose

2d—l d
o-sup[ P E(W+(1—W)J/<2‘—ur

t>1
on a, presque sirement, supn® sup diaml/,; < oo.
nz1 1€j<v,

Démonstration. Elle est analogue a celle du lemme 24 de [9].

Nous allons maintenant étudier la mesure aléatoire u (que nous
noterons aussi y,). Rappelons que nous supposons que les trois suites {;},
{n;} et (W())) sont indépendantes et que les v.a. W(j) sont indépendantes et
équidistribuées avec une va. W =(W,, ..., W,).

Nous notons (2, U, P) un espace sur lequel les v.a. &, n et W sont
définies et U, la tribu o((€)1 <j<n ()1<j<m (W())1<j<n)- Etant donnés un
entier n, un élément A de A, et un entier j dans {1, 2, ..., v,} nous notons
V(A, n, j) l'ensemble {(w, 1)eQ x[0, 1[?; weA et tel,;}. Soit #, la tribu
engendrée par {V(4,n,j); Ae¥U,, 1 <j<v,) et F la tribu engendrée par
(V(A,n,j); n=>21,Ae¥q,, 1 <j<v,). On peut observer que cette derniére
famille est stable par intersection finie. Il existe donc une unique probabilité
P sur # telle que l'on ait P(V) = [({1y (o, t)du, (t))dP(w) pour tout Ve #.
Dans ces conditions P-presque silirement équivaut a presque sirement,
U -presque partout.

Dorénavant nous noterons I,(x) l'intervalle I,; qui contient x.

LEMME 3.8. Presque siirement, pour u presque tout Xx, on a
limsupnu(I,(x))/Logn < 1 et, pour toute suite croissante {a,}.>, telle que

n—aw

Y a2 soit fini, iminfno, u(l,(x) > 1
nz0 n—wo

Démonstration. Posons M,(x) = u(I,(x)). On a
P(na,M, < 1)

1/nay,

— V..F(V../(Z“_l)) J\ 1/2°- 1) 1— (V= DI2Y=1)-1
“rue-nri-ne-m | 40 dt

1/na,

1)] f‘tll(zv-l)(l—t)"-zdt =0(an—l-l/(2"—l)).
0

v_
nl+l/(2 1)

T+ -

18 — Colloquium Mathematicum 51
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On utilise cette estimation et le lemme de Borel-Cantelli pour minorer
M[q"l (@ > 1) et on déduit la seconde assertion du fait que M, décroit.

Démontrons la premiére assertion. Soit ¢ > 1 et t > 1. Posons g, = [q"],
B, =t(Logn)/q, et u=1/(2"—1). On a

1

r(g,—1 i
P(q.M,, > tLogn) =vl'l(u()qr(q jlu)) I P - 2dt
1

q; tlogn

1

qu+u J I"(l—t)q"-zdt

q, Lilogn

1
doi Y u,<C[op()t“dt oi ¢ est constante sur 18, B,_,[ et vaut

ll/ﬂ

0
Y q““(l r)qj sur cet intervalle. On a donc

jzn
Z u,,<C’[l+ Z (ﬁl+u ﬂp1|+")(l"ﬂu)qn 2 1+u]<w

n2ng nZng

Par suite, presque siirement, on a limsupg, M, /Logn <1 et 'on termine
n—®o

comme précédemment.
Dans la suite nous utiliserons uniquement le résultat suivant.

CoRrOLLAIRE 3.9. Presque siirement, pour u-presque tout X, on a

i LEA U () _

—-1.
n-« LOgnN

LEMME 3.10. Notons L;(n) la fonction aléatoire Z njli 1, y ou |1,
=1
désigne la longueur de la liéme aréte de I,; (il n'y a puas de confusion a

craindre avec les notations de la partie 2). Les variables {L,(n+1)/L,(n)},>,
sont indépendantes relativement a P et, pour tout te[0, 1[ on a

v—-1 v

P(L,(n+1) <tLy(n) = o Y [P(W, <0)+P(1-W, <)
nt+1% k=1
¥n
Démonstration. Soit A un borélien de [0, 1[* et X = ) X; 1'...1
j=1

une v.a. bornée et #,-mesurable. On a

=~ —E(X.,) Z [P (W, A)+ P(1— W, A)]

ELX Ly (Li(n+ 1Y Ly(n)] = =

v—1
= E(X) Y [POHe A)+P(1-WeA],

n+11 k=

d’ou le lemme.
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ProPOSITION 3.11. Presque siirement, pour - presque tout X, on a

v—-1
lim Log|L,()/Logn = z5—-7 3
Démonstration. Elle est analogue, & partir du lemme précédent, a
celle de la proposition 3 de [10].
Notons u,; le nombre d’ancétres de I,;. Plus précisément, posons
Upy=card{Ip,; 1<m<n 1<k<v,, I,,,cI,,,b I,;# I,:}. On pose u,

Z E[Log W, (1-Wy)].

= z ull.j llll.,)
1€j<v,
LEMME 3.12. Presque sirement, pour u-presque tout x, on a
li ull(x) 2"
m = .
n—a log n 2V_ 1
¥n
Démonstration. Si X =} X;l, . est une va. bornée et #,-
j=1 '

mesurable, on a
2v

nt+1

2v
E [(un+1— 1) X] = E(p(lne) X,,) = -

E(X).

On achéve la démonstration comme dans [10].

THEOREME 3.13. Presque siirement, il existe un élément A de la tribu .7
engendré par les ensembles {1, ;)n>1,1<j<v, 1€l que Ton ait pu(A) =1 et

2"—1

dimA=D= — d/ Y E[LogW,(1-W,)].

1<ksSv

De plus, si v=d, tout borélien F de dimension < D est presque
sirement de u-mesure O.
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