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Les propriétés des solutions non négatives
de I'équation linéaire normale parabolique

par W. Bonanko (Czestochowa)

Introduction. Considérons I’équation

1) Fu) = ayl@, )ufm+ D, bil@, )b+ e(@, ) u—uj = 0

7,j=1 i=1

dont les coefficients sont définis dans une couche H = E, x (0, T).

n
Nous supposons que la forme ) ay(z, t) 1 est définie positive pour
1,5=1

(z,t) e H.
D. Widder [8] a démontré que le probléme de Cauchy pour ’équa-
tion

Ut = Uzg

admet dans la classe des fonctions non négatives une solution univoque.
J. Serrin [7] a étendu ce résultat & 1’équation

Uy = a(T)Usz+ b(@)uz+c(z)u .

A. Friedman [2] a démontré ce théoréme pour 1’équation (1) dans
le cas ou:

1,j=

n n
1) D ay(z, )ik > p D 43 pour (x,t) e H et p = const > 0.
1 i=1

2) Les fonctions ay, (ay)ze,,bs, (bi)z;, ¢ sont continues, bornées et
satisfont & la condition de Holder dans H.

Enfin, sous les hypothéses de Friedman, M. Krzyzanski [6] a obtenu
des nouveaux théorémes.

Dans la note présente nous démontrons que ses résultats sont vrais
sous des hypothéses plus faibles.
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§ 1. Détinitions et théorémes auxiliaires.

DEFINITION 1. Une fonction w(z, t), localement intégrable dans H,
s’appelle dérivée généralisée par rapport a x¢; de la fonction u(z,t) locale-
ment intégrable dans H, si 'on a 1'égalité

[ 60+ 422t =
g 0Ty

pour chaque fonction @ (x, t) de la classe ! dans H, s’annulant en dehors
d'un cylindre D C H.

DEFINITION 2. Nous disons que les coefficients de 1’équation (1),
satisfont a la condition (W) si:

a) Les fonctions ay, b;, sont continues et bornées dans H.

~ b) La fonction ¢(z,t) est continue dans H, localement holderienne
par rapport & z et satisfait & l’inégalité

—M <o(z,t) < N(r*+1) pour (a,0)eH.

n n
c) 12 ay(®, )l =5 D A pour (z,t)e H et i = const > 0 et pour
t,7=1 i=1
tout vecteur (4,, ..., 4s).
d) lag(a’, t')— ay(@, 1)| < K(lo'—a|'+ | — "),

[bi(’y 8)— be(z, )] < K (jo'— =),

K>0,0<2<1,i,j=1,..,n, o= 1.

=1
DEFINITION 3. Nous disons que la fonction f(z,t) est réguliére
dans H si elle admet des dérivées fr,, fazy, fi (3,5 =1, ...,n) continues
dans H et si elle est continue dans H.
D’apreés [3] et [5] on peut démontrer que si les coefficients de 1'équa-
tion (1) satisfont & la condition (W), il existe une solution fondamentale
U(x,t,y,8) de ’équation (1) déterminée dans le domaine

S(W)={z,yeBn, 0<8<t<T, t—s< T(W)},

la constante 7'(W) dépendant de ay, b, c.

LEMME 1. 8% les coefficients de I’équation (1) satisfont & la condition (W)
et st la fonction u(z,t) est une solution non négative et réguliére dans H,
de Déquation (1), alors

(2) fU(w,t,y,s)u(y,s)dygu(m,t) pour t—s<T(W),0<t<T.
En
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Démonstration. Soit B> 0 et y(z) une fonction telle que

1 pour |z|<R,
a) y(w)==0 pour |z|>R+1,

b) y(z) est une fonction continue et 0 < y(z) <1 dans E,.
La fonction

wiz,t) = [U(e,t,y,)uly, dyw)dy, t—s<T(W),
Eq

est la solution de 1’équation (1) et
1) limw(z,t) = u(z, 8)y(z) < u(x, 8) pour z e by,
t—8 .
2) lim w(z,t) = 0 uniformémént pour te <0, T').
z]~>00
Introduisons une fonction H(z,t) de classe C? dans H, jouissant
des propriétés suivantes [4]:
a) H(z,t) > 1 pour (z,t) e H,
b) F(H)/H < 0.
La fonction o(z,t)= (u(x,t)—w(z,t))/H(z,t) est une solution de
I’équation

3) D, (@, V0t D, bil@, )05+ 5(, ho—vi = 0,
1,7=1 i=1
ou ¢=F(H)H <0 et v(z,8)>0.
Soit (Z, %) un point quelconque de

We={xeEn, 0<t—s<T(W), 0<t< T}

et £¢ > 0 un nombre arbitraire.

Nous choisissons un nombre E > 0 de fagon que 'on ait w(z,t) <e
pour |z| > R, et |Z| < R.

D’apres le principe de l’extrémum on a

Le nombre & étant arbitraire, on a v(z,?) > 0.
Nous avons ainsi démontré que

f Uz, t,y,8)uly, 8)dy <u(x,t) pour t—s<T(W),0<t<T.
izI<R
Si R—>oo on a (2).

LEMME 2. Nous supposons que les coefficients de I’équation (1) satisfont
& la condition (W). Alors pour chaque £ > 0 on peut choisir des mombres
positifs a(e) et f(e) tels que

(4) al(e)exp{—B(e)lz—yP} < U(x,t,y,8) pour e<t—s<<T(W).
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Démonstration. Soit U(x,t,y,s) une solution fondamentale de
I’équation

(5) F(u) = 2 ay(@, 1) Uz + Ebf(a:, Nug+(—M)u—u;=0.

i,j=1 {=1

Introduisons la fonetion [1]

— _ Fol“’—ylz—_’j}
V(w,t,y,s)—exp{ t—s—¢/2 ’
(y, 8) étant un point arbitraire de H.
On peut choisir les nombres y, et », de sorte que ’on ait

(6) Fv)y=o0

pour (z,t)eH,= {xeBp, ¢2<t—s<T(W), 0<t<T}.
En effet,

n

_V_/z)z{ Z (21— Y1) (25— Y1) — 2po(t— 8— €/2) Z Qii—

1,7=1 i=1

F(V)=

= 2plt— 8= e]2) D bular—ya)— M (t— 5= e/2)— plo— Y[+ o).

=1

D’aprés la condition (W) il existe des nombres 4, B tels que:

Qau<d, Dblm—y) < Bl+la—yP).
=1 {=1

Ensuite

F(V)> {[47so— (2BT +1) po) lo— y*— 2 T (A + B)— M T+ v} .

V
(t—s—ef2)?
Pour pu, et », assez grand on a (6).

Les constantes yu, et », dépendent des coefficients de 1’équation (1)
et de T. Choisissons R > V7/ue €t posons

Ay,8)=minU(z,t,y,8) pour (z,t)eH, et r—y| <R.
Pour chaque a > 0 il existe un # > 0 tel que
U@,t,y,8) > M(it—s)"™ i le—y <a(t—s)
(voir [3], p. 83). Comme on a, pour a > 0 assez grand,
{(@,1): (z,0) eHs, lz—y| < R}C {(2,1): [o—y|* < a(t—s3)}
il existe un nombre positif A tel que

Ay,8) =>4 pour (y,s8)eH et s+¢2<T
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La fonction

A

Z(@,1) = exp {2v,/¢}

V(z,t,y,s)— Ulz,t, Y,$)
satisfait & la condition F(u) > 0 pour z € En, t—8—¢/2 > ¢/2 et Z(z,1) <0
sur la surface latérale et sur la base du cylindre

D= {j(ml—yl)z < B2, t—3—§>

iml

0<t< T}

L\DI""

D’aprés le principe de l’extrémum
' Z(x,1) < dans D.

Ensuite on a lim Z(z, )\< 0 pour |[z—y| > R, donc [4] Z(z,t) <0
(z.t)y—>(x,3+5/2)
pour [x—y| >R et i—s—¢/2 >0 et enfin Z(z,t) <O sizeE,, t—s>e¢,

0t T
Par conséquent

U-(.’D, t,y,8)=>

ou

s P | el = a(e)exp - Ale) oy

__ 2 ) — 2t
(6) = exp (wife} P 7 e ==
Puisque ¢(z, t) > — M, il en résulte ([5], p- 9) U(z,t,y,8) > U(z, t,y, s).
D’aprés les lemmes 1 et 2 nous avons évidemment:

LeEMME 3. Si les coefficients de Véquation (1) satisfont & la condi-
tion (W) et si la fonciion u(x,t) est une soluiion, non négative et réguliére
dans H, de Péquation (1), alors pour chaque h e (0, T) il existe un a = a(h)
> 0 tel que

h
(7) ffu(a;, t)exp(— ar?)dzdt < oo

0 Eq

et la fonction f(t) = Ef u(z, t)yexp(— ax?)dx est continue dans {0, h).

§ 2. Théoréme fondamental.
THEOREME 1. Nous supposons que
1) Les coefficients de Déquation (1) satisfont a la condition (W).
2) Il exwiste des dérivées généralisées (@i1)zizyy (@ij)zy, (be)z et
(@ip)azy| < M(r*+1),
(8) (@ip)z] < M(*+1)2,

(0)n] < M(P+1), = D'z

presque partout dans H pour i,j=1,..,n

Annales Polonici Mathematici XX 8
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3) La fonction u(z, 1) est une solution, non négative et réguliére dans H,
de Véquation (1) et u(z,0) = 0 dans E,.

Alors u(z,t) = 0 pour (z,1) e H.

Démonstration. Choisissons & € (0, T) arbitraire. Nous démon-
trerons que u(z,t)= 0 dans H, = E, x (0, h).

Multiplions 1’équalité F(u) = 0 par une fonction ¢(z,t) de classe C?
dans H,, s’annulant en dehors d’un cylindre D C H,. La classe des fonctions

ayant les propriétés ci-dessus sera désignée par C;(’Hl). Nous intégrons
cette expression et nous profitons des égalités:

f a“u;'mqumdt =f(a,,){,‘,,,uqada:dt+ f(a.-,);,wz,d:vdt—i-
H, H, H,
+ f (i) ugyy dadi - f aij Uz drdl ,
H1 Hl

[ biuppdndt = — [ (b updwdt— | bougydmdt
H,y H, H;y

Jwpdzdt = — [ ugidedt+ [ u(z, h)g(z, h)de .
H,y H, Eqn

Alors nous avons 1’égalité

(9) ju[ 2 a1 Pmzy+ ZE;¢},+E+ q;ildmdt— fu(m, h)o(z, h)de = 0
En

H, €]l i=1

ou

Bi=—bit+2 ) (@, E= D (aidam— D (biite
1,7=1

w1 i=1

pour ¢(z,t) ¢ Cy(H,).
Soit yg(x) une famille de fonctions jouissant des propriétés suivantes:

{ 1 pour [z|<R,

» VED =10 pour ol > R+1.

b) Les fonctions yg(z) sont de classe C? dans Ej.

° re@)|+ X |ra@)a+ X s <X,
i=1 i, =i

la constante K ne dépendant pas de R.

Posons ¢(z, t) = yr(z)exp(— a(rt+1)e*). La fonction ¢(z,t) ¢ Cy(H,)
pour a et f# arbitraires.
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Nous mettons cette fonction dans (9) et nous obhtenons

h

n
(10) f J uwexp (— a(,-2+1)eﬂt)[4aze2ﬂ¢ Z P
0 |zl<R i

n n
—2ae# 3 ay—2ae* Y bewi+ é— ap(r+1)o#|dwdt+

i=1 i=1

+ f f uexp(—a(r*+ l)eﬂ‘)[4a’e2ﬁ‘ 2 A4y RTIT] —
0[z|>R i,=1
n

—2ae® D aiyl@ilyr)sy+ 2i(yr)s) — 2068 D auyr+

1,7=1 i=1

+ 2 a;;(YR)ziz— 200"21)1:1/‘(7/34- Zbi(J’R)zr*' CYR— aﬁ(’r’+1)e‘”]da:dt-—

i,7=1 i=1

— fu(m, h)exp(— a(rz+1)eﬂ") yr(z)de =0 .
Eqn :

D’aprés le lemme 3 on peut choisir @ > 1 tel que la deuxieme inté-
grale converge vers zéro pour R —»oo. L’égalité (10) admet la forme

(11) fuexp (— a(r? +1)eﬂ’)[4a=ezﬂ, 2 ayTiT;— 2aeht Z ay—

=1
— 2aef 2b:wt+c—aﬁ(r’+1)e"‘]dmdtf fu(m t)exp(—a(r*41)eM)dz = 0

i=1

pour § > 0 arbitraire.
La condition (W) et (8) donnent

(12)  4ae?t 2 Gy TiT;— 2a6f 2 ay— 2aef Z bixi+c—af(r:41)es

v’ i=1

< 4@ M(r 1) e —ap(r+1)eft < —

ol = dged +1 et t < 1/8. La constante M dépend des coefficients de
P’équation (1).
En tenant compte de (11) et (12) nous avons:

u(z,t)=0 dans H,=E,x<0,1/8).

On divise le domaine H, en domaines partiels par les plans t = m/§
(m=1,...,r) et on établit de proche en proche 1’égalité u(z,?) = 0 dans
ces domaines.

q*
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§ 3. Propriétés des solutions non négatlves. Nous supposons
que les coefficients de 1’équation (1) satisfont & la condition (W).

LEMME 4. Pour chaque a >0 on peut choisir T, = T,(a) de sorte
que Von ait
(13) 0< Uz, t,y, s)exp(ay?)
— 2 — 2. _ 2
< H— s)-n/zexp(l)l | ) p [~Hle=ss

O'I‘l, t‘— 8 < Tlo
Ensuile

(14) lim U(z,t,y,s8)exp(ay?) =0

uniformément pour ]a:] <K et—s<T,.

Démonstration. I1 existe des nombres M > 0 et 4 > 0 tels que
P’on a
U(z,t,9,3)

< B (t—s) ™ exp|— G (lo+ lyP ctg 4 (1— )+ 5 lol lylsin™ 4 (t— o))
ou t—s < T(W) ([5], p. 8).

Puisque
lim A(t—s)sin'A(t—s)=1, lim A(t—s)ctgA(t—s)=1,
{—8—-0 t—a—+0
on a

U(z,t,y, 8)exp(ay?)

S L T

pour t—s << T1 < T'(W).
Soit 7, un nombre tel que

a—L4;(t—8) <0 pour ¢—s<<T,.
Ensuite on a |z||y| < 2|z|ly| < |y} D+D|z|? pour D> 0, donc pour

1/D < 1/32 nous obtenons (13), d’ou résulte directement (14).
En appliquant les lemmes 3 et 4 on peut démontrer [6]:

LEMME 5. Choisissons h € (0, T). St la fonction u(z, t) est une solution,
non négative et réguli¢re dans H de Véquation (1), alors la fonection

w(w,?) = f Ulz,t,y,8)u(y, s)dy
En

est continue pour t—s < T, 0 <8 <t< T et satisfait a la condition

(15) lim w(x,t) = u(z,s).

t—8+

La constante T, dépend de h.
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THEOREME II. Nous supposons qu’une fonction u(z,t) est ume solu-
tion, non négative et réguliére dans H, de Véquation (1) et que les hypothéses
du Théoréme 1 sont vérifides. Soit h e (0, T).

Alors il ewiste un T, = T,(h) tel que

(17) u(a:,t)=fU(w,t,y,s)u(y,s)dy pour t—s<T,, 0<s<t<h.
En

Démonstration. Soit @ > 0 un nombre tel que I'on ait
fu(y, t)exp(—ay?)dy < E=const pour O0<I<<h
En

et {E,} une suite de nombres tels que R, > E,+1.
Désignons par ws(x) une suite de fonctions jouissant des propriétés
suivantes:
{ 1 pour lxl < .Rn ’
%) @?)=10 pour |a|> Rat1,

b) 0 < ws <1 et w, sont continues dans E,.
Les fonctions wux(z,1) = f Uz,t,y,s)u(y,s)ws(y)dy forment une
En

suite croissante et sont des solutions, non négatives et réguliéres, de
I’équation (1).
Ensuite

0 <wz,t)—ualz,t) < f U(w,.t,y,s)u(y,s)dy
v|>Ra

donc un(w,t) >w(z,t) pour v e E,, 1—s < T(W).
n—>00

D’aprés le théoréme de Lebesgue la différence F(z,t) = u(x,t)—
—w(z,t) établit l'identité (9). De plus, la fonction F(x,t) est continue,
non négative et F(z, 0) = 0. Donc F(x,?t) = 0.

THEOREME III. Soient w,(x,t) et u,(x,t) des solutions, non négatives
et réguliéres dans H, de Déquation (1), u,(z, 0) = u,(x, 0) dans E, et sup-
posons vérifiées les hypothéses du théoréme 1.

Alors

u(x,t) = u,(x,t) pour (z,t)eH.

Démonstration. Soit (Z,?) un point arbitraire de H. Choisissons
T, = T(i) tel que

u;(a:,t)=fU(a:,t,y,s)ug(y,s)dy pour t—s<T,,0<s<tKli.
Eqn
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Considérons la couche H,= E, x (0, T,> ou T, = min(l, T,).
Dans ce cas

w(z, 1) = IU(w’ 5, Y, 0)u(y, 0)dy = J'U(w) 6 Y, 0)us(y, 0)dy = uy(x, t)
E'] Efl
c’est-a-dire u,(x,t) = uy(x,t) dans H,.
La démonstration de l’égalité %, = u, duns les couches

Hipn= En X {T¢, Ti11),

ou T,y = min(?, T,+T) pour i = 2,3, ..., est pareille.
Comme (Z,!) e H; pour un k convenable, on a wu,(z, ) = uy(r, ).
En appliquant le théoréme II on peut démontrer, sous les hypothéses
du théoréme I, les théorémes suivants [6]:

THEOREME IV. Soit w(z,t) une solution non négative et réguliére
dans H de Uéquation (1). Alors w(z,t) est de classe E, (voir [4]) dans chaque
couche H' = En X (hyy hy), 0 < hy < by < T.

THEOREME V. Soit u(z,t) une solution, non négitive el réguliére
dans H, de Véquation (1). Alors il existe un he (0, T), tel que

u(w,t):fU(w,t,y,s)g(dy) pour zeE,, 0<t<h,
En

o(I') étant une mesure non mégative.

THEOREME VI. Soit u(z,t) une solution de égquation (1) non négative
et de classe C? dans H. De plus .

m u(z,t)=0 pour x#Yy.
-0+

Alors il existe un h e (0, T) et une constante A > 0 tels que

u(z,t)= AU(2,t,%,0) pour xekE,, 0<t<h.
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