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Les fonctions univalentes, p-symétriques et bornées
dans le cercle unité

par Z. J. JAKUBOWSKI (R.6dZ%)

Introduction. Désignons par p un nombre naturel quelconque
fixé, par S, la famille des fonctions holomorphes, univalentes et p-sy-
métriques dans le cercle |z] << 1, de la forme

(1) f(2) = @12+ @py 2P Ggp 1 22PH L

bornées au sens de Lowner, c’est-a-dire satisfaisant a la condition |f(2)] < 1
pour |z| < 1. Sans nuire a la généralité des raisonnements on peut admettre

que f(0) = a, > 0. Soit z = 0 un point quelconque fixé du cercle unité.
Posons

2 r=lkl, o=IfE)l, v=If@, .., o=If"%).
Les nombres a,,r, v, ..., o™ satisfont aux inégalités:

0<e; <1, O<ogr<l, O0<o, 09, ., 0LoW;

en particulier, si ¢,=1 ou v=17r, on a f(2)=2, done »'=1,v" = ..
= ) — (Q,

L’établissement de relations non triviales entre les grandeurs
Gy, 7y ¥,y ..., V™ semble étre un probleme intéressant. Le présent travail
a pour objet I’étude du cas » = 1 et constitue une extension des recher-
ches précédentes de 'auteur [2].

Dans la premiére partie du travail nous utilisons ’équation de Lowner
pour les fonctions p-symétriques [3], [1], pour établir deux inégalités
fondamentales liant les nombres a,,r, v, respectivement r, v,v’. De la
seconde d’elles, en éliminant v, nous obtiendrons une limitation supérieure
de v’ pour r donné. Ensuite, en admettant successivement que les couples
de nombres: 1) r, v; 2) 7, v’; 3) a,, 7; 4) a,, v et ) v, v’ sont donnés, leurs
éléments étant des nombres quelconques qui satisfont aux conditions

0<ea, <1, O0<ogr<l, O0<?,

nous obtiendrons aux §§ 3-7 des limitations des deux grandeurs restantes
d’entre les quatre a,,r,v et v'. La méthode que nous appliquerons ne
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permettra pourtant pas d’obtenir des limitations exactes dans tous les
cas considérés. Ainsi, par exemple, étant donnés les couples a, et r ou g,
et v, les limitations inférieures de v’ seront définitives, tandis que les
limitations supérieures ne seront valables que pour certaines valeurs
des données admissibles. Pour les autres valeurs, les limitations ne seront
pas exactes.

Dans la seconde partie du travail (§ 8) nous résoudrons un probléme
isopérimétrique restant en étroit rapport avec l’équation de Lowmner.
En nous appuyant sur les résultats obtenus nous trouverons au § 10
de ce travail une limitation supérieure du module de la dérivée pour des
valeurs données quelconques de a, et r.

Dans un travail ultérieur nous nous proposons d’établir une limitation
exacte de la fonctionnelle v’ en fonction de a, et v et aussi d’étendre notre
étude a certaines autres classes de fonctions.

Certaines relations entre les grandeurs a,,7r,v,v dans la famille
- des fonctions 1-symétriques bornées ont été étudiées par R. Robinson [4].
En posant dans les résultats de notre travail p = 1 nous retrouvons les
résultats correspondants de Robinson.

§ 1. Inégalités fondamentales (I). Désignons par 85 la sous-
classe des fonctions w = f(2) de la famille 8, qui représentent le cercle
unité sur le cercle jw| < 1 entaillé suivant un nombre fini d’arcs de Jor-
dan. Aux fonctions de la classe S; on peut appliquer le théoréme de
K. Lowner [3] généralisé par J. Bazylewicz [1]. En vertu de ce théoreme
il existe pour toute fonction f(z) ¢ 83 une fonction k(¢), k()| = 1, con-
tinue par intervalles dans lintervalle 0 <t <t,= — plogf'(0) et telle
que la solution f(z,t) de ’équation de Lowner

of (2, 1) 14+ k(@) f°(z, 1)
1.1 20— f(a,t
(L1) P ot e 1—-k(t)fP(z, 1)
avec la condition initiale
(1.2) f(2,0) =z

prend pour { = t, la valeur
(1.3) f(z, 1) = f(2) .

La fonction f(z,?) est holomorphe et univalente dans le cercle |2| <1
pour tout ¢ fixé (0 <t < ¢, et satisfait aux conditions: |f(z, t)] < 1 lorsque
l2] <1, f(0,1) =0 et f(0,t) = e~'P.

Pour toute fonction k(t), [k(¢)| = 1, continue par intervalles dans
lintervalle 0 < ¢ < ¢, il existe une solution f(z, t) de I’équation (1.1) avec
la condition initiale (1.2) telle que f(z, {,) ¢ Sp; par conséquent, en tenant
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compte du fait que la sous-classe 87 est dense dans la famille Sy, il suffira
dans la suite d’étudier les fonctions de la forme f(z, t,).
Come f;(0,t) = e~*?, on a, en vertu de (1) et (1.3),

(1.4) a, = e~bin
D’autre part, ’équation (1.1) donne

2 __ 1 ifle
(1.5) PRl = — e O

o Im {k()f*(z, 1)}
]1—k(t)f”(z, P

Le second membre de 1’équation (1.3) est négatif (|f(z,?)] <1),
done s = | f(2, )| est, pour z fixé, une fonction décroissante de ¢; de (2),
(1.2) et (1.3) il résulte que si ¢ croit de 0 & t,, 8 décroit de » a4 v. On peut
donc considérer 8 comme variable indépendante & valeurs dans Pintervalle
(v, r) et t comme fonction de cette variable.

Posons ensuite

(1.6) P argf( y ) = —

Az, 1)
1.7) ) =
( 9O =k o
et
(1.8) h(g) = '1';%")—'2.

Des propriétés des fonctions k(t) et f(z, t) il résulte que ¢(s) est une fonction
définie et continue dans l’intervalle (v,r) 4 l’exception d'un nombre
fini de points de discontinuité de premiére espéce. En vertu de la défini-
tion (1.8) on constate que la fonction h(s) aura aussi les mémes propriétés.
De plus, |g(8)] = 1 et par suite la fonction k(s) satisfait a 1’inégalité

1 1+s

Avec les notations admises la formule (1.5) peut étre mise sous la
forme

(1.9)

§ 1.

// \

ds
(1.10) Pg= —sh™(s) .
Qn tire de 1a
L
(1.11) t=pJ ha) =,

et, en particulier,

(1.12) fo=p ’ h(w)%.

*
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Si maintenant ¢g(s) est une fonction donnée quelconque, continue
par intervalles dans l’intervalle (v, r), |g(8)| = 1, on obtiendra de (1.8)
la fonction k(8), aussi continue par intervalles. En outre, la relation (1.11)
définit 8 comme fonction de ¢, 0 < ? < 7y, donc (1.7) permet de déterminer
k(t)f?(z, t). En mettant ensuite I’expression obtenue dans 1’équation (1.6),
on déterminera argf(z,t) et, par conséquent, aussi la fonection f(z, 1),
ou f(z, 0) = 2. La fonction %(t), |k(f)] = 1, sera ainsi univoquement définie
et elle sera continue par intervalles pour 0 < ? < ¢,.

Si h(s) est une fonction donnée quelconque continue par intervalles
et satisfaisant & la condition (1.9), on peut évidemment obtenir de (1.8)
la fonction g(s) et ensuite k() et f(z,t) et, par conséquent, une fonction
de la forme (1.3) appartenant a la classe S,.

On voit aisément que si f(2, t) est une fonction continue, holomorphe
par rapport & z pour tout ¢ fixé de l'intervalle (0, ¢, et telle que f:(z, t)
est une fonction continue, alors les fonctions fii(z,t) et fii(z,t) existent
et sont égales.

De 1’équation (1.1) nous tirons donc

R o KOS, O 2pk(Df (2, 1)— 1
at - [1— k(@) f%(z, )T

K (2)f* (2, t)— 2pk(t)f"(, 1) :1}
(1— k@) f?(z, )] ’

b

d’ou

2 , _
pa—tlog Ifa(z, )] = re!
done
(1— £ ) (p+1)If (e, P +p— 1
Piirse, ot 1—E@®)f"(z, 1)*

Avec les notations admises (1.7) et (1.8) nous déduisons donc de la rela-
tion (1.10)

(1.13) aloglfife, 1) — (s — PELELL= e

0
p alog [fe(z, )] = —

En intégrant les deux membres de ’équation (1.13) on obtient

log |4z, to)l = — f L f (ilnsp=t g,

Finalement, en tenant compte de (2) et (1.3), on a

rP-{(1—o%) _

(1.14) 'v’ = m) ,

N

ou

(1.15) R=1p f h"(s)?.
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Remarquons ensuite que la relation (1.12) et l’inégalité (1.9) en-
trainent 'inégalité

1—s”ds 14-sPds
J1tsvs \%\pfl—sp?’

d’ot il vient, en intégrant,

u(r) _ty uy(r)
(1.16) log m < ‘5 <lo u—z(,'T) ’
ol
(1.17) Uy() = u—+‘:;p—)w—p; Up() = (1__3;,,)2,;,-

Par conséquent, avec (1.4), on obtient

uy(v) %,(v)
(1) N S ™ i

D’une fagoh analogue on trouve, en tenant compte de (1.15) et (1.9)
Pinégalité

'1—s?ds f1+.91"ds
1+8PT<R gpv 1—s? 8’

d’ou

() (7)
1.19 log 2 <lo .
(119) 8w <7 <8 u0)

En tenant compte de (1.17) on déduit de (1.14) la relation

v ua(r) ¥ Ua(0)
(1.20) r ua(v) SUS T Uy(T)
ou

) l1—azr

(1.21) Ug(x) = 1ree

Les inégalités (1.18) et (1.20) ont été établies en admetant que v < r.
Elles restent pourtant vraies lorsque v = r, car on a alors a, = 9" = 1.

Nous avons ainsi démontré le

THEOREME 1. St f est une fonction quelconque de la famille Sy, les
grandeurs a, = f'(0), r= |z|, v = |f(2)| vérifient Pinégalité (1.18) et les
grandeurs r, v et v' = |f'(2)] vérifient Uinégalité (1.20).

Remarquons que pour la fonction w = f*(2), de la classe Sp, définte par
Péquation

(1.22) w hz

(1= eizwp)2lp — (1— ¢=zp)up
les formules (1.18) et (1.20) donnent égalité.
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§2. La borne supérieure du module de la dérivée pour r
donné.
1. Nous allons d’abord démontrer le

THEOREME 2. St f est une fonction quelconque de la famille 8p, on a,
pour tout r = |z| fixé, les limitations exacies suivantes:

1 88 0<r<r,,
(2.1) v = |f'(2)] < ’%%,({7)) 5i r<r<l
ou
(2.2) Ty = VI/W—P

et ol la fonction us(x) est définie par la formule (1.21).
Démonstration. Pourr donné, 0 < r < 1, on tire de 'inégalité (1.20)
la condition

, 1
22) " S ey L, )

Comme zu,(x) est une fonction croissante dans l'intervalle (0, r,) et dé-
croissante dans l'intervalle (ry, 1), ol r, est défini par la formule (2.2),
on a
rug(r) B 0<r<nr,,
oiggr to(o)} = rous(ry) 8i re<r<1.
De 1a et de (2.3) résulte (2.1).
La limitation (2.1) est exacte, car 1’égalité est réalisée dans le premier
cas par la fonction identité, dans le second par la fonction (1.22) ou a,
est choisi de telle maniére que 1'on ait v = r,.
2. Remarquons qu’il n’est pas possible de déduire de 1'inégalité (1.20)
d’autres relations non banales liant seulement deux d’entre les trois

quantités v’, r, v. En effet, en procédant de méme que dans la démonstration
du théoréme 2, on tire de (1.20) les relations

Us(7) inf —< v,
T oco<r Us(D)

v .. u(r) 1 }
uy(v) St S S S o) veri rug(n)f’

VUs(7) < VUs(v)
rUs(v) T ruy(r)’

d’ol, en tenant compte de (1.21), on obtient

0y, 0900, v

VA

r.
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En procédant de méme dans le cas de l'inégalité (1.18) on aura

1
inf w,(v) < <L ——= sup (v
,uz(r) o<p<r 2( ) a'l ul(,r) o p l( ) 1]

<v<lr
nf
uz(v)nlr<l “z( ) ul(v)vs:l.gl 1("')

(V) _ Uy(V)

. us(7) \ul(r) !
d’ou
0, <1, v<r.

§3. Les bornes des fonctionnelles ¢, et v (r, v donnés).
Admettons maintenant que r et » sont deux nombres quelconques don-
nés ().

Alors l'inegalité (1.18) fournit les limitations inférieure et supérieure
du coefficient a, = f'(0) pour les fonctions de la classe S, de module v
fixé, v = [f(2)|, 2| = r. D’une fagcon analogue, la condition (1.20) déter-
mine les bornes inférieure et supérieure du module de la dérivée lorsque r
et v sont donnés.

Il résulte de (1.22) que ces limitations sont exactes.

§ 4. Limitations inférieure et supérieure de v et q, (r,v
donnés).

1. Supposons donnés r et v’ (*). Alors l'inégalité (1.20) donne pour v les
limitations suivantes:

v

(1) u3(v) < Us(7)
et
(4.2) vuy(v) > Vru(r) .

En profitant des inégalités (4.1) et (4.2) nous allons limiter v au moyen
de r et v'.

Dans ce but remarquons qu’il suffit, en vertu du théoréme 2, de
considérer dans la guite les couples (v, v') qui appartiennent a ’ensemble

A=A, A4, 4,,
ou

A, = {(7’, V) ro<r<l1,1<0 < ":;((7:))}
A=, v): 0 <7<y, o' =13,

Ag={(r,?'): 0<r<l1, 0 <o <1}.
(!) Satisfaisant évidemment aux conditions 0 < v < r < 1. Dans toute la suite,

nous maintiendrons en vigueur, sans en faire mention, les conditions respectives
U<eg £l,0<rvsr<l,v >0
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Nous étudierons trois cas:

1° (r, ') € A,. Alors ’'inégalité (4.1) est vérifiée pour tousles 0 < v < r,
puisque la fonction x/uy(x) est croissante dans l’'intervalle (0,1) et o' > 1,
done

sup . <90 r_.
o<osr Ua(V)  Uy(7) Uy(T)

D’autre part, xu,(z) est une fonection croissante dans l'intervalle (0, r,)
et décroissante dans l’intervalle (ry,1). Comme ryuy(ry) > v'rus(r), on
obtient de l’inégalité (4.2)

(4.3) 7 <YK,
oll 0 <9, <1y, 7o < ¥, <r sont racines de 1’équation
(4.4) vus(v) = 0'ruy(r) .

2° (r,9') e A;. Alors (4.1) et (4.2) donnent

ﬁ«ﬁ < ,,7{;7 Dus(0) > rus(r) -

D’autre part, r < r, et les deux fonctions z/u,(x) et zu,y(x) sont croissantes
dans l’intervalle (0, r,); on a donc dans ce cas

(4.5) v=1r.

3° (r, v') e 43. Dans ce cas’inégalité (4.1) a lieu pour tous les 0 < v < v,,
ou v, 0 < v, <r, est racine de 1’équation

v , T

(4.6) o=

et l'inégalité (4.2) a lieu pour v, <v <7, ol v;, 0 < v; <7, désigne la
racine de 1’éguation (4.4).

Remarquons que Yon a, par définition des nombres v; et v,
vy 1—ovf .1+r’° _l—vﬁ’ .1+r”

v, 1—7° 1402 1—¢ 148
d’ol v, > v;. Les deux inégalités (4.1) et (4.2) sont donc vérifiées pour

L

(4.7) 0, < V<L,
Posons
UM 0,y si (r,v)eA,,
(4.8) =17 oy=1{7 si  (r,v)eAd,,
0, v, si (r,v')ed,,

ol v, 7,, v, v, sont respectivement racines des équations (4.4), (4.6).
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En rapprochant (4.3), (4.5), (4.7) et (4.8) on obtient donc le

THEOREME 3. 8i f est une fonction quelconque de la famille S, satis-
faisant & la condition |f'(z)| = v, odt v" et r = |z| sont des nombres donnés
quelconques, on a la limitalion exvacte

(4.9) va < V= |f(2)| < v,
v, et vy élant définis par (4.8).

La fonction extrémale est respectivement la fonction w = f*(2) (v. (1.22))
ou la fonction identité.

2. Si r et v’ sont donnés, il résulte des inégalités (1.18) et (4.9) que
le coefficient a, = f'(0) de la fonction qui vérifie la condition | f'(z)] = ¢’
pour |2| = r satisfait & 1'inégalité:

us '(r) min u,(v) < a, < uy'(r) max u,(v) .
”ngﬂgl’N Dng‘DSUN

Comme les deux fonctions wu,(x) et u,(x) sont croissantes dans ’intervalle
(0, 7), on obtient ainsi la limitation

ty(Vn) uy(VN)
4.10 2L <
( ) Uy(7) ! ()
ol v, et vy sont définis par les formules (4.8), les fonctions u,(z) et u,(x)
par les formules (1.17).

La limitation inférieure (4.10) est exacte, la limitation supérieure
I’est, seulement pour les couples (r, v') e A, u A,.

§ 5. Bornes de la fonctionnelle v; limitation (partielle)
de v. Donnés: a,, .

1. Admettons maintenant que a, et r sont des noiabres donnés
quelconques. Alors Yinégalité (1.18) fournit aussi certaines limitations
pour ». En effet, le module de la fonction v doit vérifier les conditions

(5.1) uy(0) = ayuy(r)
et
(5.2) e(V) < @ uy(7)

ol u,(z), uy(x) sont définies par les formules (1.17).

Comme u,(x) est une fonction croissante dans l'intervalle (0,7) et
0 < a, <1, linégalité (5.1) a lieu pour v, < v < r, out v, > 0 désigne la
racine de 1’équation

(5.3) Uy (Vm) = @ u,(7) .

D’autre part, u,(z) est aussi une fonction croissante dans lintervalle
(0,7), donc Yinégalité (5.2) est vérifide quand 0 < v < vay, O vy <7
désigne la racine de 1’équation
(5.4) Uy(Vp1) = @ U(T) .

Annales Polonici Mathematici XX 9
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Mais, en vertu de (5.3), (5.4) et (1.16), on a

ot 7]
1—7° 1428 77

Um
done vy = vm. On obtient ainsi le

THEOREME 4. Si f est une fonction gquelconque de la classe Sp, satis-
faisant & la condition f'(0) = a,, et 8¢ a, ef r = |z| sont des nombres quelcon-
ques fixés, on a la limitation eracte suivanie:

(5.5) o < U= |f(2)| < vm,

ol v €l Vpy 80nt respectivement racines des équations (5.3) et (5.4). La fonction
extrémale est la fonction w = f*(z) ou la fonction w = z.

2. 8i a, et r sont donnés, il résulte des inégalités (1.20) et (5.5) que

ug(T) max {vuy(v)} .

v
’ o) oyo L
(5.6) T om<v<oy \Us(V) 7Us(7) o<y

Comme zu; '(z) est une fonction croissante dans lintervalle (0, 1),
on obtient immédiatement de (5.6) le théoréme suivant fournissant la
limitation inférieure du module de la dérivée:

THEOREME 5. St f est une fonction quelconque de la classe S, vérifiant
la condition f'(0) = a, et si a, et r = |2| sont des nombres quelconques fizés,
on a
_ , , Uy(r) v
(5.7) v = |f(z)| > L)t

rUs(Vm)

o 0 < vp <r est racine de Véquation (5.3). L'égalité est réalisée par la
fonction w = f*(z) (voir (1.22)) ou par la fonction identité.

- Comme la fonction zu,(x) est croissante dans l’intervalle (0, r,) et
décroissante dans l’intervalle (r,, 1), on obtient en tenant compte de (5.6)

Vm Us(Vm) Si 1y < Up,

(5.8) max {vus(v)} = { Ya%al(o) 8L Om <7 < Oy,
Ym <Oy IMUs(Vpy) Si oM <7y,

ou 7, est défini par la formule (2.2), vm et vy sont respectivement racines
des équations (5.3) et (5.4).
Soient B; (=1, 2, 3) les ensembles suivants:

B, = {(rya,): mp<r<1, ul(’o)“l—l(") <a <1},
<

B, = {(r,ay): 1o <7 <1, us(ro)uz '(r) < ay < wy(r)ur (1)},
et

Ba = le v By, ’
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on
By ={{rye): 0 <7 <1, 0<a <1},
Byy={(ryay): g <r <1, 0 <a < ulro)us (r)} .

La définition des racines v,, vy et du nombre 7, entraine

To < Um lorsque (r, a,) € B,
Vm < 7y < vy lorsque  (r, a,) € B,
M < T lorsque (r, a;) € By,

en tenant compte de (5.6) et (5.8) on obtient donc l'inégalité

?%E:;n) si (r,a)eB,,
roUs(7 .

(5.9) v < —;ﬁ:ﬁ)— si (r,a) eB,,
Vg Ug(V .
A:u:ér_;l—) si (r,a)eB,.

Seulement la troisiéme de ces limitations est exacte (voir (5.4), (5.9)
et (1.22)). Les bornes supérieures de la fonctionnelle »" = |f'(z)] pour
les valeurs de a, = |f'(0)] et r = |2| telles que (r,a,) ¢ B, v B, seront
déterminées par une autre méthode dans la suite de ce travail.

§ 6. Intervalles de variation de r et v’ en fonction de g, et 2.

1. Supposons données a, et v. Alors l'inégalité (1.18) fournit les
limitations suivantes pour r:

(6.1) uy(r) = a7 uy(v) ,
(6.2) C () < ar'uy(v) .

Comme u,(z) est une fonection croissante dans l’intervalle (0, 1)
admettant toutes ses valeurs positives, il résulte de (6.1) que rn, < r < 1,
ol 7m, Tm = v, est racine de 1’équation

(6.3) Ug(Tm) = a5 "ug(v) .
Soient C, et C, les ensembles suivants:
Ci={v,a): 0<v<1l,0<a < xi’/Zu,('cJ)} ,
Co={(v,8)): 0<v <1, Viu(v)<a<1).

Comme la fonction u,(z) est croissante dans l’'intervalle (0, 1), prenant
les valeurs de zéro i 477, P'inégalité (6.2) a lien pour tout » <r <1
lorsque (v, a,) € C,. Si (v, a,) € C,y, on tire de (6.2) v <r <ry, ot ry < 1
désigne la racine de 1’équation

(6.4) Un(rmr) = a5 ‘uy(v) .
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De (6.3) et (6.4) on obtient aussi r, < ry et, en particulier, rp =ry=1v
lorsque a, = 1.

Finalement, si la fonction fe S, vérifie pour &y v donnés les con-
ditions f'(0) = a,, |f(2)| = v, alors r = |z| satisfait & 1'inégalité

<1 si (v,a4) eC,,
m S

(6.5) <rm si (v,a,)eC,,

oll r» et 7y sont respectivement racines des équations (6.3) et (6.4).
2. Dans le cas ou a, et v sont donnés, on tire de 'inégalité (1.20)

(6.6) vus ()inf {r~ uy(r)} < v° < vug(v)sup {rug (7))
T T
ou r vérifie la condition (6.5).
Done, si (v,4,) € C;, on a rm < r < 1. Par conséquent
inf {ruy(r)} =0, sup {r 'us'(r)} = oo

rm<r<i rm<r<i

et la formule (6.6) ne fournit pas, dans ce cas, de limitation pour v'.
Si (v, a,) € Cy, on tire de (6.5) rm <7 <rm,d’oltil vient inf {r 'uy(r)}
TMSI<Tp
= 73 Us(rn). En tenant compte de (6.6) on obtient donc le
THEOREME 6. Pour toute fonction f de la famille Sy vérifiant les con-
ditions f'(0) = a,, |f(?)l=1v, ou (v,a,) € Cy, on a la limitation exacte
suivante:
S, V¥s(Tm)
(6.7 v = >
) THOIES e ER

D’autre part, la fonction (wua(w))' décroit dans l'intervalle (0, 7,) de
Vinfini & (rous(ro)) ™ et croit pour ry < r < 1indéfiniment, done, si (v, a,) € C,,
on a en vertu de (6.5)

(6.8) sup (rug(r) ™

l‘mgféfu
(Tm ua("'m))'_l si ruy<ry,
—{ max|(rmus(rm)) ™", (raaus(ran) '] 8i rm<1o<ra,
(rarus(rae) ™ 8L To < 7m-

Soient D¢ (¢ = 1,2, 3) les ensembles suivants:
D, = {(v,a4): 0 <V <7y, uy(v)uy (1o) < @, << 1},
Dy = Dy ~ Dy,
Dy = Dy,— (D, v Dy),
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ou
Dy = {(v,8,): 0 < <7y, u(0)t3 (1) < @y < u(0)us (7))},
Dy={v,a): 0<v<1, Viu()<a, <1}.

Les définitions des racines rm, 7ar et du nombre 7, entrainent

™ < 7 lorsque (v, a,)eD,,
rm<Ty<rty lorsque (v,a)eD,,
To < Tm lorsque (v, a,) € D,,

on a done, en tenant compte de (6.6) et (6.8),

VU4(V) .

Tmu—:(rms 81 ('01 a,) € D, ,

(6.9) v’ < | Vity(0) max | (rmta(rm)) ", (raus(ran)) "] si (v, @) € Dy,
PU,5(V) .

o urer) si (v,a4)eD,.

La limitation (6.9) est exacte lorsque (v, a;) € D,. Elle est aussi exacte
dans le domaine D; C D, dans lequel

max | (rmus(rm)) "y (russ(ra)) '] = v s (vm) -

§ 7. Intervalles de variation de r et ¢, en fonction de v
et v,

1. Soient v et v’ des nombres donnés. Nous allons déterminer 1’inter-
valle de variation de r. Comme v et »’ sont donnés, on obtient de (1.20)
les conditions suivantes pour r:

(7.1) rug'(r) > 2 ug'(v)
(7.2) ruy(r) < 1%“3(”) .

Considérons la premiére de ces inégalités. La fonction au;’(z) est
croissante dans l’intervalle (0,1) et on a 7 > v. Done, lorsque v’ > 1, il

vient ru;'(r) > vuz '(v) 2%11;’('0), Pinégalité (7.1) a done lieu pour tout 7,
p<r<1. 8 0<92 <1, l'inégalité (7.1) a lien pour r, <r <1, o0 r =7,
(v <7, < 1) est racine de 1’équation

(7.3) ruy (r) = ';3, uz '(v) .
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Soient E; (1 = 1,2,3,4) les ensembles suivants:

. ! v 9
By= {(v,v): 0<v<1,v>1},
) VUL ]
E3={(v,v)3 ro<v<l, rouzgfz)<v <1}’
’ v v
E‘={(v,v):0<v<7‘os o::((:)<v<1!

Nous allons considérer quatre cas.

1° (v, v’) € E,. Comme la fonction zu,(z) corit dans l'intervalle (0, 7,)
et ensuite déeroit jusqu’a zéro lorsque 7, < 2 < 1, on a dans ce cas

ruy(r) < roUa(ry) < '%u,.,(v) pour tout o Lr <1.

2° (v, v’) e E;. Alors
v
o 1a(?) < vu5(0)

donc l’inégalité (7.2) a lieu lorsque r,<r <1, ol r=17, (v <, < 1)
est racine de 1’équation

(7.4) riglr) = = a(v) .

3° (v,7') e Ey. Alors (7.2) donne v < r < 1.
4° (v, v") e E,. Alors ’équation (7.4) a deux solutions r =7y, v < 7,
<ty et r=1,, r, <7, <1, done Yinégalité (7.2) est vérifiée pour

v<r<r, ou r,<r<l.

Finalement, en comparant les solutions des inégalités (7.1) et (7.2)
on obtient les intervalles de variation suivants du module de z:

n<r<li si (v,?)eE,VE,,
(7.5) rp<r<l i (v,?") e E,,
n<r<r ou r<r<l s (v,v)ek,,

ou r¢ (¢=1,2,3,4) sont respectivement les racines des équations (7.3)
et (7.4).

Done, si v et v sont donnés et f est une fonction de la classe 8,
satisfaisant en un point z du cercle unité aux conditions |f(z)| = v, |f'(2)| = ¥’
alors r = |z| appartient aux intervalles (7.5).



Fonctions univalentes, p-symétriques et bornées 133

2. Des inégalités (1.18) et (7.5) on déduit aisément la relation
. a4 < “1(-”)“1‘1("1!)7
ou
r, lorsque (v,v')eE,v E;u E,,
Tn =
r, lorsque (v,7’)e E,
(voir (7.3) et (7.4)). Comme r peut étre, dans le cas considéré, arbitrairement
proche de 'unité, les inégalités (1.18) et (7.5) donnent a, > 0 et dans ce

cas les inégalités (1.18) et (7.5) ne permettent pas d’obtenir une limitation
inférieure du coefficient a,.

§ 8. Probléme isopérimétrique.

1. Admettons que 0 <v <7r <1 et que ¢, et B sont définis par les
formules (1.12) et (1.15), ou h(s) est une fonction quelconque admissible,
c’est-a-dire définie et continue dans l’intervalle (v, r) & I’exception d’un
nombre fini de points de discontinuité de premiére espéce et satisfaisant
dans cet intervalle & ’inégalité (1.9). Nous établirons maintenant certaines
relations entre les intégrales:

r r
d d
h=p [20%, R=p[r@%.

Dans ce but, considérons les fonctions suivantes:

®.1) ?@,7,0,0)=p [ 1602 1+ [ w@®,

(8.2) v, r 00 =p [ 5o % 4p [uim®

dans D'intervalle » < z < r. Comme

pfua(s)———lo [""’Giiﬁ)] p_f "'(s)——log ::G“Z:)]

v

P j w(o) S = w(o)log . p f w2 S = v @)og

on obtient, en vertu de (8.1), (8.2), (1.17) et (1.21),

uy(z) r’
(8.3) p(@,7r,v,p) = log 2 () +u1(w)logwp,
: uP
(8.4) y(@,r,v,p)=1log :i ; +“a(m)1°g;':;, .
L
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En particulier

P D
p(r,r,v,p)=1 gu;,_'(r)a 97(”,7’”7P)=“3(”)1°g%’
uy (V) v
(8.5)
p( ) 4 T‘D
p(r,r, v, p)=log—— ,,(”)1 p(,r,v,p) = us (”)log;{,'

En dérivant membre 4 membre les relations (8.3) et (8.4) par rapport a «
on obtient aisément

’ 2 ’ 2 r
(8.6)  gile,7,0,0) = — L ala)logl, yiw,r,0,p) =L ul(o)logL,

d’ou il résulte que ¢ est une fonction décroissante dans l’intervalle
v <o <r ety une fonction croissante dans cet intervalle. En outre

y

u(z)  4paP log5< 0

g(z,r,v, p)—y(z,7r,0,p) = 2103u1(v) -

pour v < & < r. Done

(8.7) p(ryr,v,p) <g(v,r,v,p) <wp(v,r,v,p) <p(r,r,v,p).

Remarquons encore que des formules (8.5), (1.16) et (1.19) il résulte
que les intégrales {, et R satisfont respectivement aux conditions

(8.8) p(r,r,v,p) <ty <y(r,r,v,p),
(8.9) p(ryryv,p) < BE<y(r,r,v,p).

2. Soit 7, un nombre arbitraircment fixé de l'intervalle (8.8). Nous
allons montrer qu’on a la limitation exacte suivante:

(8.10) R<o(r,r,v,p)+yp(r,r,v,p)—1,.

Dans ce but, remarquons que pour toute fonction admissible #(s)
Pinégalité
h(8)-+ h7'(8) < uy(s)+ up ()
est vérifiée (voir (1.9) et (1.21)), donc

r r r r
) d 1, ., ds ) d -1, . a
p [ 20 Z4p [0 Z<p [w@Z4p [ww®.
4 v v °

Par conséquent, d’accord avee (1.12), (1.15) et en vertu de (8.1) et (8.2),
on obtient

tht B <o(ryr,v,p)+y(r,r,v,p),

d’ou résulte immédiatement ’inégalité (8.10).
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Pour prouver que cette limitation est exacte, considérons la fonction

u3 '(s) pour <s<w,

hz(s) = l

v <
Uy(8)  pour X <LE<KT,

ol z est un point quelconque, mais fixé. Cette fonction est continue par
intervalles et vérifie l'inégalité (1.9). En outre la fonction

w(@)=p [ hafe) 2

g’exprime par la formule

Us(r)
' = 21 1
u(e) = 2loguy(o) +log 17
d’ol
, dpap-1
w(o) = gr,r,0,p), w() =9, 7,0,p), w@)=T"m>0.

La fonction #(x) est donc croissante pour v < & < r et admet toute
valeur de l’intervalle (8.8). Pour tout nombre fixé ¢, de l’intervalle (8.8)
il existe donc exactement une valeur z = z, satisfaisant & 1’équation
u(x) = t,. Alors on a pour la fonction h,(s)

d - ds
Lb+R=p f (hzo(s)'{‘hzol(s)) rin p(ryr, v, p)+y(r,r,v,p).

Pour tout ¢, il existe donec une fonction k(s) qui réalise 1’égalité
dans (8.10). La limitation (8.10) de l'intégrale R pour {, donné est donc
exacte.

3. Nous déterminerons maintenant le minimum de l’intégrale R

pour {, quelconque fixé, en démontrant que l’on a la limitation exacte
suivante:

(8.11) y(a,r,v,p) si @(r,r,0,p) <t <Lpv,r,v,p),
_ rp\2 .

(8.12) R > tol(logﬁ,) si @v,r,0,p) <t <yp(,r9,p),

(8.13) p(B,y7y0,p) si  y(v,r,0,p) <t <yp(rr,vDp),

ol a et # sont respectivement racines des équations
(8.14) pla,r,v,p) =1,
(8.15) v(B,r,v,0)=1,

et appartiennent a l'intervalle (v, r).
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Remarquons d’abord que les intervalles de variation de ?, dans
(8.11)-(8.13) sont disjoints, leur somme étant l'intervalle (8.8).
1° Admettons que t, appartient & lintervalle <(¢(r,r,v,p),
¢(v,r,v,p)). Comme la fonction ¢(z,r,v,p) est décroissante dans
lintervalle <{v, r> (voir (8.1) et (8.6)), I’équation
plo,r,v,p)=1

admet alors toujours une solution # = a vérifiant la condition » < a < 7.
En comparant les formules (1.12) et (8.1) on obtient la fonetion

h{(8) = hqo(8). Elle a la forme

u,(8) pour v<Ls8<a,

(8.16) ha($) =‘ u(a) pour a<s<r.

Nous allons montrer que pour la fonction h,(s) 'intégrale R atteint sa
valeur minimum.

En effet, soit h(s) une autre fonction admissible quelconque. Alors
les formules (1.9), (1.21) et (8.16) entrainent 1’inégalité suivante:

2
[Mn—hanﬂr—gggga >0

pour o < 8 < 7. Done

h(8)— ha(8) > us(a)[h'(8)—h7'(8)]
d’ou

r r T r
ds ds -1, ,d8 -1, ,d8
p 50 % —p [ 1) T pia)] [ 205 - [370%)].
? v v v
Comme les deux intégrales du premier membre de l'inégalité sont,
par hypothese, égales a 1,, on a

] ~1, . d8 d ~1,., 98

p [ W@ Z<p [ 10,

la fonction hk(s) étant arbitraire, cela prouve, en vertu de la définition
de R, que

. -1 ds
E>p [ 0%

En calculant ensuite cette derniére intégrale on obtient de cette inégalité
la limitation (8.11).

2° Admettons que 1, appartient 4 lintervalle <(¢(v,r, v, p),
v(v,r, v, p)>. Alors I’équation

¥p
(8.17) ty=klog—
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admet exactement une solution et on tire de (8.5)
U (V) <k < up(w) .

De (1.12) et (8.17) il résulte que h(s) = k. Comme

et KR = p [ [hie) + KA (8] %

et I’expression sous le signe intégrale atteint son minimum aussi pour la
fonction h(s) = k, il vient

toy+k:R > 2p k i";= 2, .

Done
R>t,k?,

d’ou on obtient, en vertu de (8.17), la limitation (8.12).

3° Nous omettons la démonstration de 1’inégalité (8.13), analogue
a celle de l'inégalité (8.11). Remarquons que dans la limitation (8.13)
Pégalité est réalisée par la fonction

u3'(8) pour v
ug '(f) pour B
ol f# désigne la racine de I’équation (8.15).

§ 9. Inégalités fondamentales (II).

1. Dans ce paragraphe nous établirons quelques conséquences fonda-
mentales des limitations (8.10)-(8.13) de V’intégrale R lorsque {, est une
valeur quelconque fixée. Ainsi, les formules (1.14), (8.10) donnent

)

—_— e'o - !P(fﬂ'-"m) —v(r,r,0,p)
Z w-1(1— %9 ’

ha(8) =

d’ol on obtient, en tenant compte de (1.4) et (8.5), la condition

v+l 11— _
’ . b7
(9.1) v = o ol a,

Nous avons ainsi établi le

THEOREME 7. 8¢ f est une fonction quelconque de la famille Sp, les
quantités a, = f'(0), r = |z], v = |f(2)|, ' = |f'(2)| admettent la limitation (9.1).
La fonction extrémale est la fonotion w = f*(z) (voir (1.22)).

Remarquons qu’on peut déduire de l’inégalité (9.1), en éliminant
les quantités convenables, plusieurs des limitations obtenues précédem-
ment.
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Ainsi, par exemple, si r et v sont des nombres donnés quelconques,
les formules (9.1) et (1.18) donnent la limitation inférieure du module
de la dérivée (voir (1.20)). En procédant de méme dans le cas ou a, et r
sont donnds, on obtient le résultat (5.7), tandis que si a, et v sont donnés,
on trouve la limitation (6.7).

2. La limitation inférieure de l’intégrale R (voir (8.11)-(8.15)) et
la formule (1.14) entrainent immédiatement le

THEOREME 8. St f est une fonction quelconque de la classe Sp, les
quantités a,, r, v et v’ satisfont a Dinégalité suivante:

(9.2) logv' < M(ay, r,v,p)
ol
rP-1(1—o?P
(9.3) log;}p_l(Tﬁ,‘%—V’(aa 7,0, P)
st p(r,r,v,p) < <o(v,r,v,p),
-1 o) [ yp\2
D M r,v,p) =] AT (106 5]
st p(v,7,v,p) <t <ylv,7,v,p),
P11 — 2%
(9.5) 108,‘Jp—_1i‘1j;§;*¢(ﬁ; T,v,P)
si p(o,r,v,p) <t <yp(r,r,v,p),

a et B sont respectivement racines des équations
(9.6) pla, r,0,p) =1,
(9.7) p(Byryv,p) =1,

appartenant & Dintervalle (v, r>; les fonctions ¢ et y sont définies par les
formules (8.1), (8.2),

(9.8) t, = loga; ” .

L’inégalité (9.2) établit 1a seconde relation fondamentale entre toutes
les quatre quantités a,,r, v, v".

§ 10. Borne supérieure du module de la dérivée (don-
nés: a,, 7).

1. En profitant des inégalités (1.18), (1.20) nous avons trouvé au § 5,
entre autres, une limitation supérieure de v’ quand a, et r sont donnés
(voir (5.9)). Cette limitation s’exprimait par trois formules différentes
suivant la position du point (r, a,) dans le plan, mais elle n’était exacte
que dans le cas ou (r, a,) € B;.

Nous terminerons ce travail en indiquant une des applications possibles
du théoréme 8, qui fournira la borne supérieure de la fonctionnelle | f'(z)|
pour a, = f'(0) et r = [2| donnés.
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Dans ce but, remarquons que si a, et  sont donnés, on a v, < v < vy
(voir (5.5)), ol vx et vy sont respectivement racines des équations (5.3),
(5.4).

La formule (9.2) entraine donc

(10.1) logv'< max M(ay,7,v,D).
<ULy

Comme la fonction M (e,,r, v, p) est définie par des formules différentes,
il y aura lieu de considérer les cas (9.3)-(9.5). Ces cas correspondant aux
différentes positions de ¢, dans l’intervalle (8.8), il faudra, en premier
lieu, les remplacer par les cas équivalents par rapport a la valeur de .

Dans ce but remarquons d’abord que toutes les fonctions (8.5) sont
des fonctions décroissantes de la variable v dans l’intervalle (0,r). En
effet, on tire de (1.17), (1.21) et (8.5)

, _ p(l—o7)
(10.2) Po(ry Ty 0, ) = — (1 07)’

, _ o 2ptert 7 p(l—P)
(10.3) pu(v, 7,0, p) = — (1+q;p)210gq) v(14-v?)’

, _ p(1407)
(10.4) Yolry 7,0, p) = — o(1—vp)’

p-1 21—
(10.5) w;(v,r,v,p)=—(ij—,,,y[— °g:Tp+ 'v: ]
En posant
g(v) = logv®»+v—P—vP—logr®®, 0<v<r,
on obtient
? 1_ p 2
g =282 <o,

d’ou il résulte que
gv) = g(r)>0.

La formule (10.5) permet de conclure que la dérivée yy(v, 7, v, p) est
aussi négative.

Par conséquent, chacune des fonctions considérées décroit dans
Pintervalle (0, r) de ’infini & zéro (voir (8.5)).

Donc si a, = e~%/? et r sont donnés, il existe dans l'intervalle (0, r)
exactement une solution (vm, v,, v;, ) du systéme d’équations

(10.6) @1y 7y Vmy P) = @(V1, 7y V1, P) = p(Vy, 7, Vg, D)

=9(r,r, oM, D) =1,.
De (8.7) il résulte, de plus, que

(10.7) Vo <0 < 0y < VM -



140 7. J. Jakubowski

Remarquons que les nombres v, et vy intervenaient déja dans la limi-
tation (5.5).

Nous avons donc montré que les relations (9.3)-(9.5) sont équivalentes
aux suivantes:

—}(1— v?r) : .

(10.8) logw pla,r,v,p) 8i <0<y,
yP—1(1— 2P _ rp\2 .

(10.9) M(ay,r,v,p)= logqmj)—tol(logﬁ) i 9 <0v<0,,
P11 — o2 .

(10.10) lo 08 & 151 ’,2,,; g(B,r,v,p) 8i v, <v< vy,

ol a et B sont respectivement racines des équations (9.6) et (9.7).

En dérivant la fonction M(a,,r, v, p) par rapport a v on obtient,
en tenant compte de (8.6), (10.2)-(10.5) et (9.6), (9.7), les formules sui-
vantes:

— 024 2pvP 41 (1+a1’ 1—o?P
(10.11) v(1— v%P) l—a?)‘v(l-l-’ﬂ”)
si Vm <V )
—(p+l)v**+1—p  2p*, ¥
(10.12) Mia,, 7,0, p) = v(1— %) + tov log,o
si 7y <0<,
— 22— 2pvP 41 1—-p47\ 1407
(10.13) T p 1+,817) v(1—P)
sl v, <v<om.

Nous étudierons maintenant le signe de Mgy(a,,r,v,p) dans les
différents intervalles de variation de ». Comme 0 < » < 1, il résulte immé-
diatement de (10.11) que

(10.14) My(a,,r,v,p) >0 pour v, <v<0,.

11 suffit done, dans ce qui suit, de se borner aux deux intervalles restants
(v, v et (vy, vm).

2. Soit v, <v < v,. Alors, en vertu de (10.12) et de la définition
de v,, on a

2p
(10.15) Mia,, 7,0, p) = (p—1)v1"+ 4poP +p +1 -
o, (1— 9%)

D’une facon analogue on tire de (10.12) et (10.6)

_ ,21;_ 2p
(10.16) Milar, 1, v, p) — PP p 41
(1 — v5")
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Done, 8si p=1, on a

Mia,,r,05,1) = ——=
1’( 19 ¥y V2 ) 02(1_1’5)1

d’ou il résulte que
Mya,,r,0,,1) >0 si v, <},
(10.17) Myay, r,v,,1) =0 si v,=1%,
My(a,,7,0,1) <0 8i v,>1%.
Si p=2,3,..,o0on tire de (10.16)

v/  —
—V3p2
Ma, 7,0, p) >0 81 v,< l/w1

p—1
— 2 5
(10.18) My(ay, 7,0, p) =0 i v,= 2 ;/E]; =,
. 72p—V3p 41
My(ay, 7y 05, p) <O S1 9, > p—1

Les formules (10.17) et (10.18) donnent donc pour p =1, 2, ...
Myay,r,v5,p) >0 s8I o, <,
(10.19) Mya,, 7,0, ) =0 8i v,=1,,

Mya,,r,v,,p) <0 Si v,> 0,
ou
pour p=1,

10.20 v 2
( ) o ll/2p I/3P+1 pour p=2,3,..

Nous avons ainsi établi le signe de la dérivée (10.12) aux extrémités
de Yintervalle considéré (v,, v,>. Afin de déterminer ce signe & l’intérieur
de cet intervalle, posons

. L (pHler4p—1

(10.21) gp(v) = log hp(v) = (1= o) .

Alors on tire de (10.12)

(10.22) My(ay, vy v, p) = gp(v)— hp(2) .
Comme

, _ 21)2 s
gp(v) = e (log;) +1) <0

gp(v) = (2log +1) >0,
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la fonction g,(v) est une fonction décroissante et convexe dans l'inter-
valle (v,, v,).
D’autre part, on tire de (10.21)

(p+1)v*?+2(2p*—1)v*?—p+1

ha(v) =

v2(1— v2P)2 ’
»(v)
_ 2(p+1)vP 4 2(4p*+ 6p*—p+1)v*? + 2(p—1) (4p*—2p—3)v*? + 2 (p—1)
= P(1— o22) .
On vérifie aisément que hy(v) > 0 et hi(v) > 0. De plus, on a pour
p=2,3,..
2p —_—
, . 1—2p*+py4p*—3
hp(v) <0 51 <]/ PR | s
, . 2{/1—2p=+m/4p2—3
hp(v) =0 si o= 1 ’

P/ ome / 2 a2
Bo(v) >0 i 'v>]/1 2P;“f'14p 3.

La fonction %,(v) est donc croissante et convexe dans lintervalle (v,, v,)
et 1a fonction Ay(v) (p = 2, 3, ...) est convexe, d’abord décroissante, ensuite
croissante.

En outre, il résulte de (10.15) et (10.22) que

ga(v1) > hy(vy) ,
tandis que (10.19) et (10.22) donnent
p(vs) > hp(v)) 81 v, < vy,
9p(ve) = hp(v;) 81 0=,
gp(v;) < hp(v:) 81 0, > v,.

Finalement on obtient de (10.22) en tenant compte des propriétés
de la fonction (10.21) établies précédemment:

LemMe 1. St

1° v, < vy, on @ My(a,,r,v,p) > 0 dans Dintervalle (v, vy,

2° vy = vy, on @ My(a,, 7, v,p) > 0 pour v, <V < v, et My(ay, 7, v, D)
= 0,

3° v, > vy, on a My(ay, 7, v, p) > 0 pour v; < v <y, My(a,, 7, v,p) <0
pour y < v < v, on y (v, <y <v,) est la racine unique de Uéquation

p_1+(p+1)7’2p — ?_Plogﬂ

(10.23) T o log 5.
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3. Supposons maintenant que v, < v < vy. Alors les formules (10.13)
et (9.7) donnent

. — 0P —2pr”" 41 1—°\* 140°
1024) Mia,,r,0,p)= ( )
(10:20)  Mifan,7,0,) = =B g (20} T

ol v < f < r est racine de I’équation
(10.25) v(B,7r,0,0)=1.
De la formule (10.24) on tire

B ((p—1)v" + p+1)
v(1— ™) (14 p7)°

(10.26) My(ay, r,v,p) = [G(8)— H(v)],

ou

(1+ Py 4p(14+0")°
. Gf)=——, H@m= ;
(10.27) B) =0 O T -1

pour déterminer le signe de la dérivée (10.24) il faut donc étudier les
fonctions (10.27) dans lintervalle v, < v < vu.
Dans ce but remarquons que

H'('D) _ Spmvp—l(l + 'vp)[p +1 + (l—p)'vp]
- [Pp+1+(p—1)v*}

doﬁc la fonction H (v) est croissante dans lintervalle (v,, var).
D’autre part, f = f(v) est une fonction croissante dans l’intervalle
v, < ¥ < Uy, puisque SBy(v) = —yp/yp > 0 (voir (10.25) et (8.2)). Comme

>0,

B(o) =v, Bloa)=r, Gﬁ(ﬂ>=§i(ﬂ”—ﬂ‘”)<o,

la fonction G(B(v)) est décroissante dans l'intervalle (v,, var> et elle décroit
de la valeur G(v) & G(r).

Finalement, en tenant compte des propriétés des fonctions (10.27)
démontrées plus haut, ainsi que des formules (10.26) et (10.19), on obtient
aisément le

LEMME 2. 8¢

1° 9, > vy, o0 @ Mya,,7,v,p) <0 dans Vintervalle (v,, var);
2° v, < vy et G(r) = H(vu), alors My(a,, 7,0, p) > 0 pour v, < v < 0u;

3° v, <, e G(r) < H(vm), on a Mya,,r,v,p) > 0 pour v, < v <4,
Mya,, r,v,p) <0 pour § < v < var, 0 8 (v, < 8 < vy) €8t la racine unique
de Véquation G(f) = H(4).

Annales Polonici Mathematici XX 10
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4. Récapitulant les raisonnements préocédents sur le signe de la
dérivée My(a,,r,v,p) on arrive, en tenant compte des lemmes 1, 2 et
de I’inégalité (10.14), aux résultats suivants:

1° Si
(10.28) v, <V et G(r)< H(vm),

on a
M;>0 lorsque vp<v<é,

My;=0 lorsque v=29,
M,<0 lorsque d<o< vy,
ol M,= Mya,,r,v,p); B et & sont les solutions du systéme d’équations
G(8) = H(é),
v(B, 7, 0,p) =1,
satisfaisant aux conditions

'Uz<(s<'vM’ 5<ﬁ<1‘.
2° Si

(10.29) v, <9 et G(r)>H(vm),

ona M; > 0 pour v, < v < vu8i G(r) > H(vum), et My> 0 pour v, < v < vu
lorsque G(r) = H(vnm); an point v = vy on a My, = 0.

3° 8i
(10.30) Vg = Yy,
on a
M,>0 lorsque v, < <<,,
M,=0 lorsque o=19,,
My, <0 lorsque 72,<v<om. .
4° Enfin, si
(10.31) V3 > 0,
on a

Mg>0 pour ovp<o<y,
M;=0 pour v=y,

My<0 pour y<ov<oMm,

ol y, v, < y < ©,, est racine de 1’équation (10.23).
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Les théorémes sur les extrémes d’une fonction d'une variable et
les formules (10.8)-(10.10), (8.3) et (10.6) permettent done de conclure que:

(10.32) max M(a,,r,?,p)

PmSV<V)y

0 "p;;‘:l‘l_";;f,: )(21(;:;) - 1;‘;: log;—: dans le cas (10.28),
0 vfz(ll—_r:%()l(fi—-:’; ) dans le cas (10.29),
B lo gﬂ;—_l((ll izp; to 1( r_;’o)’ dans le cas (10.30),
log :’:_1((11— zp; — 1! (log%)2 dans le cas (10.31).

5. Voyons maintenant quelles sont les conséquences qu’entrainent
les conditions (10.28)-(10.31).

On sait que la fonction y(v, r, v, p) est décroissante dans l'intervalle
0 <v<r et que y(vy,r, vy, p) =1, (voir (10.5), (10.6)). I1 a donec équi-

valence entre les conditions suivantes:
0y < Uy = P(Vy 7,09, D) <1y,
(10.33) Vg= 1, = P(0y, 7,0, P) =1,

D> Vg = P(Voy Ty 0gy P) > 1
De (8.3) on tire '

1+, »°
P(vo, 7y 0y P) = hs log 2
1—'00 o

d’olt on obtient, en tenant compte de (10.20),

1 /3 rP
Y(0g, Ty 0y, P) = L+ Vopi+ gE,-
0

Par conséquent, &4 cause de (9.8), il y a équivalence entre les con-
ditions suivantes:

Y(0oy 7y g, P) < 1o

(%)(1+Vsp'+1)lp
> Gy,

r
,,0 a+Veptiie

(10.34) Y(Voy 7y Vgy P) = 1,

ﬁ

Y(0ay 7y 00y P) > 4

i

<

(.vo (1+l/ﬂp’+l)lp

10*
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Les formules (10.33) et (10.34) donnent donc

0\ (1 +V R 1)ip
‘vz < ‘0., = al < (F) ]
v +Vepr+1)p
(10.35) V=Y = g = ;‘) ’

A 2R

'Da> Vo = al>(_;)

Nous étudierons maintenant les conséquences qui découlent de
I’égalité G(r) = H(vm). Les formules (5.4) et (10.27) donnent alors

- o o LTPY_ d4p(l4ef)’
(1—o30)* P ptl+(p—1)o%

Il est évident que si -1, on a vy —>v,, done limay(r) =0, a,(r) =1 si
r—1—

(10.36) a,(r) =

r = vy = v,. En outre

1+ﬂ'[ 1 +(1+v7.,)2[p+1+(p—1)v%£
r 11— 2(1—oh)[p+14+(1—p)vh]

La fonction a,(r) définie par les équations (10.38) est done définie dans
I’intervalle v, <r <1 et elle décroit de 1 a 0.

Considérons ensuite la condition G(r) > H(vm), ol vy est racine
de la premiére des équations (10.36). Les fonctions H (var) et va/(1— vh)*"
sont des fonctions croissantes. En posant donc

ai(r) = — ay(7)

z=maxvy lorsque H(vy)< G(r),

on obtient

(1—rp)2r @
(10'37) a‘l('r) < r ‘ (1_ wp)glp 9
ou

(I+rr2  4p(14-27)?
™ p+l4(p—1)a®’
En procédant de méme dans le cas G(r) < H(vu), on obtient les
conditions

O<ze<r.

(Q—rrpr gz (I+m)2  4p(14a2P)?
(10.38) a,(r) > - A— o)’ » T prlt(p—1)a
6. Soient F; (¢=1,2,3) les ensembles suivants du plan (7, a,):
PANCE R
F,={('r,a,1): 'vo<r<1,(-;) <a,<1},
_ . (1—rp)2ip T 0,\(1+V8p2+1)/p
F,_{(r,a,). v<r<l1, A< < 7" },

F3=FmVFaz’
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ou
Fo={r,a): 0<r<v,0<a, <1},
(1—rr)? ) T
(l_a;?)%)}’

F32={(T,al): 'Do<1’<1, 0<al1<

et ¢ (0 <2 <7) est racine de ’équation

(Ltrope _ dp(1+an)
v pilt(p—L)aw

(voir (10.38)).

Si le point (r, a,) appartient & 1’ensemble F,, alors (10.35) entraine
v, < 7, et (10.37) entraine G(r) > H(vam). On a donec le cas (10.29).

Si (r, a,) ¢ F,, alors, en vertu de (10.35) et (10.37), on obtient le
cas (10.28). ,

Enfin, si (r, a,) ¢ F,, on a v, > 9, et alors ce sont les conditions (10.30)
et (10.31) qui sont remplies.

Les formules (10.1) et (10.32), ainsi que les relations (10.20), (10.23),
(10.27) et (9.8) ménent finalement au

TBEOREME 9. 8¢ f est une fonction quelconque de la classe Sp, satis-
faisant & la condition f'(0) = a,, €t si a, et r = |z| sont des nombres quel-
conques, on a la limitation exacte suivante:

(10.39) logv’ = log|f'(2)|

- -— 2
log % — (loga;®)™ (log :—’,’,) 8i  (rya) ek,
Pé(1+ A7) (1—-6") 1-£1 .7 7
< log FPr(1— P11 1+p° Ogﬁ,, 8t (rya4)el,,

o 21— 2B (1+77)

. n
r(L+ 03 (1—7) womme

o f et & sont les solutions du systéme d’équations

1+ 4p(148)
FF p+ii(p—1)8*’

P(1—o6")? 1487, -
P I e

log

vérifiant les conditions v, <6 < om, <P <r; y,0 <y <0, €8l racine
de Uéquation

P—1+(p+1)y*
1—y%

log a;' = 2plog§,

el enfin vy, v, et vy satisfont au systéme d’équations (10.6).
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Remarquons que la troisiéme des limitations (10.39) a déjd été ob-
tenue précédemment, mais seulement dans un ensemble B; C F.

Dans un nouveau travail nous nous proposons d’étudier un probléme
analogue consistant 4 déterminer la borne supérieure dn module de la
dérivée d’une fonction de la famille S, satisfaisant aux conditions f'(0) = a,,
|f(2)] = v, ou a; et v sont donnés, et de continuer les recherches que nous
venons d’exposer.

Les résultats (1.17), (1.18), (2.1), (5.5), (5.7) et (10.39) ont été publiés,
avec des résumés des démonstrations, au Bulletin de 1’Académie Polonaise
des Sciences [2].
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