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DENDRYTOWE OBSZARY UFNOSCI

1. WPROWADZENIE

Praca niniejsza przedstawia ulepszenie metody statystycznej poda-
nej w pracy [7]. Zawiera ona rowniez przyklad praktycznego zastosowa-
nia tej metody.

Taksonomia wroctawska (p.[4]1 [5]) ma na celu graficzne przed-
stawienie wzajemnego podobienistwa rozwazanego zbioru przedmiotéw.
Postuguje sie w tym celu najkrétszym dendrytem, tj. najkrétszym po-
laczeniem odcinkami wszystkich punktow reprezentujgcych badane przed-
mioty w przestrzeni cech. Dendryt daje sie przedstawié¢ na plaszczyzZnie
i ma odzwierciedlaé¢ wzajemne polozenie punktéw w wielowymiarowej
przestrzeni.

Sens takiego dendrytu wigze si¢ z okre§leniem podobienistwa przy-
rodniczego miedzy przedmiotami. JeSli bowiem za miare podobienstwa,
lub $ciflej za miare niepodobienstwa, uznaé odleglo§é pary punktéow
reprezentujgcych dwa przedmioty w przestrzeni cech, to definicja odleg-
to$ci punktéw bedzie jednoczesnie definicjg podobieristwa przedmiotéw
i w istotny sposéb wplynie na topologiczng strukture najkrétszego den-
drytu.

Taksonomia wroctawska musi rowniez uwzglednié sytuacje, w ktorej
porzadkowane przedmioty maja cechy zmieniajgce si¢ losowo, np. gdy
s3 to losowo wybrane reprezentanty populacyj przyrodniczych lub gdy
pomiar wartosci cechy obarczony jest bledem losowym. Taki przypadek
omoéwiony jest w zakonczeniu pracy. Warto moze wspomnieé, ze zda-
niem profesora J. Roézyckiego, ktory uzyczyl nam materiatéw pomiaro-
wych, potrzeba takiej metody juz si¢ zarysowala w dyskusjach nauko-
wych na Politechnice Wroclawskiej. Interesuje nas w tych przypadkach
najkrotszy dendryt laczacy §rodki ciezkosci populacyj.

Praca [7] podaje metode przyporzgdkowania proébie losowej zbioru
(rodziny) dendrytéw, do ktérego nalezy prawdziwy najkrétszy dendryt
miedzypopulacyjny, z wiekszym niz z gory dane prawdopodobien-
stwem.
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Uwazamy tutaj dendryty za réwne, jeSli skladajg sie z odcinkéw
Iaczacyeh te same wierzcholki. Praca [7] przyjmuje jako ,,0dleglo$é¢ teo-
retyczng” (tj. miedzypopulacyjng) wzor (3),str. 394, a takze pewne zato-
zenia ograniczajace klase rozwazanych populacyj, jak ich normalnosé
i rownos$é macierzy kowariancyj.

Praca niniejsza, przyjmujgc rowniez formule odleglosci teoretycz-
nej (3), wprowadza nowg formute (4) ,,0odleglo$ci empirycznej” tzn. z préoby.
Dzi¢ki tej formule oraz twierdzeniom pomocniczym § 4, mozna z odleg-
lo§ei empiryeznych, dla populacyj klasy bardzo ogdlnej, utworzyé ilo-
razy Studenta (12), a stad znalezé obszary ufnosci dla odleglosci teore-
tyeznych.

Rozumowania podobne do przedstawionych w [7] prowadzg nas do
podstawowego wzoru (18), bedacego niewielkg modyfikacja wzoru (43)
z [7]. Sposdéb korzystania z tego wzoru w praktyce podajemy w § 5. Praca
niniejsza daje wiec unogélnienie metody z pracy [7] oraz — dla prakty-
kéw — opis jej stosowania.

Tu wspomne jeszcze o dwdoch zagadnieniach, ktére powstajg w zwigzku
z rozwigzaniem, a z ktérych drugie omawia szerzej § 3. Ot6z zbiér wszyst-
kich odleglo$ci miedzy pewng liczbg punktow w dowolnej przestrzeni
nazywamy tablicq Czekanowskiego. Wyznacza ona jednoznacznie naj-
krotszy dendryt (przypadek rownych odleglo$ci, zachodzacy dla odleg-
lo§ci empirycznych z prawdopodobienstwem 0, wykluczamy z naszych
rozwazan). Jednakze zalezy ona od przyjetej definicji odleglosci. W ni-
niejszej pracy, podobnie jak w [7], przyjmujemy odleglosé

n
5P Z lfv‘i’”— xgq)l,
im1

gdzie &{” oznacza warto$é i-tej cechy u r-tego osobnika lub przedmiotu,
ktory bierzemy pod uwage. Wydaje sie, Ze podobieristwo przyrodnicze
cechuje przechodnio$é, ktérg mozna wyrazié matematycznie prawem
tréjkata. Odleglo$¢ powyzsza jest szczegdélnym przypadkiem obszernej
klasy odleglo$ci okreslonych wzorem

n
t
o) = ]/le&”’—mﬁ“’l, t>1.
=1

Nazwiemy je odleglosciami Minkowskiego, gdyz ze znanej nieréw-
nosci (Minkowskiego) wynika dla nich prawo tréjkata:

01 < 801+ ofir

(por. [6], rozdz. VIII).
Mozna oczywiscie przyjaé rézne inne definicje odleglosci. I tak np.
J. Czekanowski (p. [3], str. 179, i dalej) uzywatl w swych pracach wspél-
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czynnika korelacji, obliczanego dla zbioru par uporzgdkowanych (#{), #{?9)
do okreflenia odlegto$ci miedzy osobnikami p-tym a ¢-tym. Takie okresle-
nie odleglosci w przestrzeni cech jest interesujace, jednakze z powodu
zwigzanych z nig trudnosei rachunkowych, nie bedziemy jej rozwazad
W niniejszej pracy.

7 punktu widzenia naszych dalszych rozwazan, sposrod odlegtosci
Minkowskiego odleglo§é 077 jest najdogodniejsza, gdyz dla niej naj-
latwiej jest uwzglednié statystyczne wilasnosci zwigzanych z nig odleg-
logci empiryeznych, ktérymi operujemy w naszej metodzie, a ktore sa
estymatorami odleglo§ci teoretycznych. To uzasadnia nasz wybor.

Metoda kostkowa prowadzi do wzoréw rachunkowo prostszych niz
metoda Hotellinga zastosowana do tablicy Czekanowskiego, a mniej jest
rozrzutna niz metoda uogodlnionej nieré6wnosci Czebyszewa (patrz § 3).

2. ZAGADNIENIE I JEGO ROZWIAZANIE

2.1. Najkroétszy dendryt. Podamy tutaj formalng definicje dendrytu,
ktéra algebraizuje pojecie réwnosei topologicznej dendrytéw, omawiane
juz w [7].

Niech 4 bedzie skorczonym zbiorem elementéw a,,a,,...,a,, %
za$ zbiorem wszystkich nieuporzadkowanych par « = (a,, a,) elementéw
zbioru /. Pare (a,,a,) bedziemy réwniez nazywali odcinkiem, a ele-
menty a, i a, kowcami tego odcinka. Dowolny podzbidr ¢ zbioru % na-
zywamy grafem. O grafie ¥ mowimy, ze jest rozpiety na zbiorze koricow
odecinkéw skladajgcych sie na niego, a konice te nazywaé bedziemy wierz-
chotkami grafu. Graf ¢ nazywaé bedziemy spdjnym, gdy dla kazdych
dwoch jego wierzchotkéw a, i a, istnieje w ¢ lancuch wiazacy a, z a,
czyli gdy istnieje zbiér takich odeinkow (b, by), (by, bs), ..., (br_y, by) nale-
zacych do ¥, ze a, = b, 1 a; = b;. Yancuch zlozony z réznych odcinkéw
i taki, ze b, = b, nazywa sie cyklem. Graf spojny bez cykli nazywa sig
dendrytem.

Niech z kazda para u = (a,, @,) zwiazana bedzie nieujemna liczba
d(u) = 0", zwana takze dalej diugoScia odeinka u. Przyjmujemy przy
tym, ze 6" =0 dla p =1,2,..., m. Tablica tych odlegtosci bywa na-
zywana tablica Czekanowskiego. Dtugosciq grafu ¢ nazywamy liczbe

3 6(u).

W literaturze rozpatrywane bylo zagadnienie wyznaczania na pod-
stawie tablicy Czekanowskiego najkrotszego grafu spdjnego, rozpietego
na ./ (zob. [4] i [9]). Wiadomo, ze najkrotszy graf spojny rozpigty na 4
jest dendrytem, a wiec najkrotszy graf spojny rozpiety na M jest naj-
krétszym dendrytem rozpietym ma /. Znane sg dwa algorytmy wyznacza-
nia najkrétszego dendrytu rozpietego na .: jeden opisany w [4] i drugi



394 J. Mikiewicz

zaproponowany przez M. Warmusa (por. [7] s. 27). Oba algorytmy sa
rowniez opisane w pracy [9].

2.2. Zagadnienie niniejszej pracy. Niech teraz elementy zbioru .#
o licznoéci m (m > 1) beda populacjami statystycznymi, z ktérych kazda
scharakteryzowana jest przez pewien rozklad prawdopodobienstwa n cech
(n > 1). Przyjmujemy, Ze cechy te zostaly juz uprzednio w pewien sposéb
unormowane, np. na Srednig lub dyspersje (tzn. przez podzielenie danej
cechy we wszystkich populacjach przez §rednig §rednich albo — w drugim
przypadku — §rednig dyspersji populacyjnych; p. [7], § 3, a takze str.
31). Zalozymy takze, ze populacje te daja sie podzieli¢ na I warstw kazda
(I > 1). Element proby z j-tej warstwy r-tej populacji jest wektorem
losowym o skladowych X7, ..., X7;.

Piszemy ui; = EX;, czyli ze uj; jest Srednig -tej cechy w j-tej
warstwie r-tej populacji.

Zakladaé bedziemy, ze dla wszelkich par p, ¢, gdziep,q =1,2, ..., m,
mamy (pionowa kreska oznacza uporzadkowanie pary wskaznikow)

(1) W = uf— p% = const
dla j =1,2,...,1 oraz
2) Aag = B(XG— po;) (Xp;— up;) = const

dla j =1,2,...,1 (a,p =1,2,...,n).
A wiec, mniej dokladnie, zakladamy tu réwne przesuniecie, bez roz-
ciggania, w odpowiednich warstwach wszystkich populacyj.

Wprowadzony tu model warstwowy moze mie¢ dwojaki sens praktyczny. Z jed-
nej strony, gdy mamy do czynicnia z jednolitymi populacjami, podzial na warstwy
ma charakter czysto teoretyczny i jego celem jest wtedy ustalenie obiektywnej za-
sady wzajemnego przyporzadkowania sobie elementéw prob z réinych populacyj
w regule postepowania wyrazonej wzorami (4) i (5). Stad, w zgodzie z (1) i (2), po-
dzial populacyj na warstwy moze byé wowezas dokonany w oparciu o dowolng ceche
niezalezna od cech rozpatrywanych; a wiec zasada wzajemnego przyporzadkowania
wyrazona w (4) moze byé loteryjna. Wowezas oczywiscie warstwy danej populacji
nie r6znia si¢ miedzy soba i zalozenia (1) i (2) sa spelnione automatycznie. Z drugiej
strony, warstwy moga by¢é odrebnymi populacjami. Widzimy to np. w przykladzie
podanym w § 5, gdzie jest mowa o kamieniolomach, w ktoérych poziome warstwy
skalne maja zwykle nieco rbézne wlasnoéci. W tym wypadku zalozenia (1) i (2) sa
najprostszymi zalozeniami o wlasnodciach tych populacyj. Zalozenia bardziej ogélne
wymagalyby dalszej rozbudowy teorii.

Odleglo$é miedzy populacja p-ta i ¢-ta okreSlamy przez

(3) o7 = D 2.
i=1
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Tak okref§lone 6”7 nazywaé¢ bedziemy w dalszym ciagu odleglosciami
teoretycenymi, a caly ich uklad teoretyceng tablicq Czekanowskiego. Odleg-
tosci 67 w rozpatrywanym przez nas zadaniu sa ustalonymi liczbami.
Interesuje nas odpowiadajacy im najkrétszy dendryt 4 rozpiety na po-
pulacjach a,, ..., a,. Dla jednoznacznosci dendrytu 4 wystarczy, jesli
diugosci réznych odcinkéw sg rézne (mozna nawet oslabi¢ nieco ten
warunek). W dalszym ciggu zakladaé bedziemy, ze dendryt 4 jest wy-
znaczony jednoznacznie.

Odlegtosei 672 w praktyce nie znamy, a o dendrycie 4 mozemy wnios-
kowaé tylko na podstawie proby. W tym celu postuzymy sie odleglo§ciami
empirycznymi, tj. obliczonymi na podstawie probek. WeZzmy miano-
wicie pod uwage prébki z populacyj, zawierajace po jednym elemencie
z kazdej warstwy kazdej z tych populacyj. Warto$é i-tej cechy takiego
elementu oznaczmy przez X;;. Otrzymany w ten sposob zbiér ele-
mentow prébkowych bedziemy dalej nazywaé préba lqczng i oznaczaéd
przez X.

Statystyke

n

4) Dyt = M'|X5—XY|

1=1

bedziemy nazywaé warstwowaq empiryczng odleglosciq populacyj a, i @y
obliczong na podstawie elementow proby z j-tych warstw tych popu-
lacyj, a statystyke

® B = 3y

po prostu empiryczng odlegtosciq populacyj a, i a,. Z naszych zalozen
wynika, ze statystyki D?? majg jednakowe pierwsze i drugie momenty
dla j =1,2,...,1. Zauwazmy przy okazji, ze postepowanie to jest po-
dobne do metody zmiennych polgczonych, stosowanej w dos$wiadczal-
nictwie (por. [8], str. 138-140).

Definicja (5) odleglo§ci empiryeznych jest konwencjonalna. Przyj-
mujemy ja jednak ze wzgledu na jej prostote¢ analityczna, a takze inne
korzystne wlasno$ci, ktére omowimy na poczgtku § 3.

2.3. Blizsze sformulowanie zagadnienia. Tablica Czekanowskiego,
zaréwno teoretyczna, jak i empiryezna, jest symetryczna i ma na gtownej
przekatnej same zera. Jest ona w zupelnoSci wyznaczona przez k =
= im(m—1) elementéw polozonych powyzej gléwnej przekgtnej. Jesli
pola tablicy Czekanowskiego nad gléwng przekatng ponumerujemy ko-
lejno od 1 do k, to tablice Czekanowskiego mozemy identyfikowaé z okre§-
lonym punktem k-wymiarowej przestrzeni euklidesowej &*, a mianowicie



tablice Czekanowskiego odleglo$ci teoretycznych 677 bedziemy identyfi-
kowaé¢ z punktem

(6) (812, ..., 8™, 6%, ..., %™ ..., 0"TIM) = (5, ..., §)e ",

Podobnie tablice odleglo$ci empiryeznych D" bedziemy identyfi-
kowaé z wektorem losowym

(D", ..., D", D®, ..., D™, ..., D"'") = (D,, ..., D)< 6"

O tym, z jakich odcinkow sklada si¢ dendryt 4, decyduje pewna
liczba poréwnan dlugosci tych odeinkéow. Algorytm Warmusa, ktory te
poréwnania w pewien sposéb systematyzuje, polega na tym, ze wybie-
ramy dowolny element zbioru .4 i jako pierwszy odcinek budowanego
dendrytu 4 bierzemy najkrotszy odcinek, ktorego jednym koncem jest
wybrany element. Nastepnie do juz zbudowanej cze$ci dendrytu 4 do-
laczamy najkrétszy odcinek, ktorego tylko jeden koniec jest wierzchol-
kiem juz zbudowanej czeSci dendrytu 4. Postepowanie to powtarzamy
az do powstania dendrytu rozpietego na calym zbiorze .Z.

Gdy dana jest teoretyczna tablicy Czekanowskiego, algorytm ten
pozwala skonstruowaé dendryt 4. Z drugiej strony, jezeli dany jest do-
wolny dendryt A4, algorytm ten pozwala zobaczyé, jakie warunki musi
spelniaé tablica Czekanowskiego, by ten dendryt okazal sie najkrétszy.

Na to, by 4 byl najkrotszym dendrytem rozpietym na zbiorze
potrzeba 1 wystarcza, zeby elementy 67?7 = §, (1 < » < k) tablicy Cze-
kanowskiego spelnialy pewien uklad nieréwnosci. Dla dendrytu A4 roz-
pietego na # oznaczmy przez %, zbiér tych wszystkich tablic Czeka-
nowskiego (d,, ..., 6;)e&*, dla ktérych A4 okazuje si¢ najkrotszym den-
drytem.

Zbior #, jest wypuklym stozkiem, tzn. takim zbiorem, ktoéry wraz
z punktem (d,, ..., 6;) zawiera punkt (ed,, ..., £6;) dla dowolnego ¢ > 0.
Zbiorow %, jest oczywiscie tyle, ile jest réznych dendrytow rozpietych
na zbiorze .#. Mnogo$ciowa suma wszystkich zbiorow %, jest zbiorem .o/
wszystkich punktéw przestrzeni &* o nieujemnych wspéirzednych.

Zbiér «,, wszelkich mozliwych tablic Czekanowskiego, jakie mo-
zemy otrzymaé zgodnie z wzorem (3), jest czefciag wladciwg zbioru 7,
gdyz konsekwencja wzoru (3) jest m. in. warunek trdjkata, bedacy istot-
nym ograniczeniem. Zbiér «7,,, jest roOwniez stozkiem.

Zgodnie z podanymi definicjami warunek (d,, ..., 0,)e #,, jest row-
nowazny z tym, ze A jest najkrétszym dendrytem rozpigtym na .Z.
Nasze zagadnienie mozemy wiec sformutowaé¢ inaczej w sposob naste-
pujacy: Mamy zdefiniowaé przepis na przyporzadkowywanie probom
losowym sum mnogosciowych pewnej liczby wieloScianow %, tak, aby
mozna bylo oszacowaé od dotu prawdopodobienstwo tego, Ze — orze-



Dendrytowe obszary ufnosct 397

kajac wedlug tego przepisu, iz przyporzadkowany prébie X zbior ¢; po-
krywa teoretyczng tablice Czekanowskiego — otrzymamy orzeczenie
zgodne ze stanem faktycznym. Zbiorowi €; odpowiada oczywiscie wza-
jemnie jednoznacznie pewna rodzina R; dendrytéw rozpietych na ..

2.4. Rozwigzanie w przypadku populacyj normalnych i dostatecznie
wzajemnie odleglych. Zalozmy obecnie, ze w rozpatrywanych przez nas
populacjach cechy maja taczny rozkiad normalny.

Niech

(7) lggzzi)ﬁ_'_ﬂ'gﬁ’ a, =1,2,...,n,
gdzie skladniki sumy sa okreSlone wzorem (2). Przyjmijmy takie, ze

(8) Dt = | X, — X%, 6% = ED™

i
n
61”1 — E 93:7(1 — E_DZJQ.
1=1

W pracy [7] (lemat 2.2) pokazano, ze jezeli rozklad prawdopodo-
bieristwa zmiennej losowej Y jest normalny z warto$cia oczekiwang a
1 dyspersja b, to

E|Y| = |a|+2y(lal, b) > |a],

y(a,b) = b‘l’(%) _“(D(_ “Z—)’

gdzie

l x
p(x) = Vo e P(z) = fqa(t)dt,
T —00
Wobec tego mamy
(9) 070 = 7|+ 2y (07, VaE) > 921,

gdzie W7 = uf—puf dla j =1,2,...,1.
Stad wynika, ze D?? jest obcigZonym estymatorem odleglo$ci teore-
tycznej 6”7 = Y »7'9|, a mianowicie §rednio biorac przecenia 7.
[

Z przyjetych zatozen oraz z wiasnoSci rozkladu normalnego wynika,
ze jeSli

(10) e V8 > 3,

to zmienne losowe D maja dla j =1,2,...,1 rozklady prawdopodo-
bienstwa jednakowe i bardzo bliskie rozkltadowi normalnemu. Wynika
stad natychmiast réwniez jedno z zalozen twierdzenia IT (ktore sfor-



mutujemy i udowodnimy w § 4) wyrazajace sie nieréwnoScig
(11) (n—1) 62> D A e
=1

Jeszeze blizsze normalnosci i jednakowe sg wtedy rozklady praw-
dopodobieristwa statystyk D??, o ile tylko nie zachodzi osobliwo$é roz-
kladéw prawdopodobienstwa jednocze$nie obu wektoréw losowych (X7,
X%, .., X2y 1 (XY, XY, ..., XT;). Wobec tego iloraz

—~ En_ ex
(12) S = 5 v,
gdzie 82 =17'Y (D;,—D,)? oraz v* = l—1, ma rozklad prawdopodobien-
stwa praktycznie nie roznigcy sie od rozkladu Studenta z v? stopniami
swobody.

Przyjmijmy poziom ufno$ci 1—a, gdzie a > 0. Mozemy woéwczas

k
znalezé taka liczbe ¢ > 0, ze P(|5,| >¢) =a, i ) a, = a. Na mocy le-
»x=1
matu 1 z § 4 bedziemy woéwezas mieli nieréwnosé

(13) P(I5] <6, |8l <0y 1B <0) 21— Da,.
x=1
Stad, biorac pod uwage pare nierdwnosei |5, | < ¢, |Z,,|<¢, otrzy-
mamy dla 0,1 i0,, prostokat ufnofci opisany przez nastepujace nierow-
nosei:

_ 8,
< -Dn +c ’
1 v
(14)

2]

v

<D, +e

Przypu$émy teraz, zZe caly ten prostokat lezy wewnatrz obszaru

2(n—1)
(15) O, > 0.+ G,y o !

gdzie dla dowolnej pary wskaznikéw x,, », okres§lamy

Gy = MAX(G,. 5 y) s

a ¢, sa dla dowolnego »x okreS§lone wzorem

; -
16 X = SH V———_ ’
( ) g yl—l(ﬁx)
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w ktorym y,_,(p,) jest takg liczba, ze dla zmiennej losowej 4 , o roz-
kladzie chi-kwadrat z I—1 stopniami swobody mamy

(17) Ply . < Yi-1(8.)] = B..

Przy uwzglednieniu (14), nier6wno$é (15) jest spelniona wowczas,
gdy

D,,— D= g, V2(n—1)[(n—2)

(18) T, =-—2 v > e.
1 2 SK1+S%2

Rola skladnika zawierajgcego G yey jest nastepujgca: Jak wiemy
z (9), 0, sa wieksze od J,. Gdy wiec dwie wartosei 0., 10, , S& bliskie, za-
chodzi mozliwo§é, ze jednoczeénie 6., >0,19,< 6 . Niech

(19) .= E(Dw . Bi "
- B(D; .~ 6,)".

W celu wyciggania nalezytych wnioskéw co do nieréwnosci zacho-
dzgcych miedzy odlegtoSciami teoretycznymi 6,, poshuzymy sie twier-
dzeniem II (p. str. 410). W zalozeniu tego twierdzenia wystepuja trzy
warunki, ktére — spetione dla pary nier6wno$eci empirycznych o wskaz-
nikach »; 1 %, — pociagaja za sobg nier6wnos$é d,, > 6,, badi o, < 0,
Z tych warunkéw nieréwnosé (11) wynika bezposrednio z (10) i uwaza,my
w zwiazku z tym, Ze jest spelniona; nieco daleJ powiemy o jej weryfiko-
waniu w praktyce. Nieréwnosei Do}, < g2 otrzymujemy zakladajaec, ze
cechy sy nieskorelowane i dobierajac liczby g, z wzoru (16) w ten Sposob,
by stosujac réwniez tu rozumowanie opisane przy wzorze (13), otrzymad
nier6wnosé

k
(20) P, < ¢,,0:< ¢3y---50 Z

Na poziomie zatem ufnosci 1—28, zachodza lacznie wszystkie nie-

rownosei
n
2 2
2 Gi,x < [/
im1

dla wszelkich » =1,2,..., k. Liczby g, dobieramy przy tym, zgodnie
z (16), mozliwie najmniejsze, z uwagi na nieréwno$é (18), z ktérej wy-
nika potrzebna nam nieré6wno$é (15), bedaca trzecim zalozeniem twier-
dzenia II.

Zastosujemy teraz lemat 1 zaréwno do prawdopodobietistwa a = Ya,,

jak 1 g = D'B,. Wybierajac liczby g, wedlug wzoru (16) badamy, czy

spelniona jest nieréwno$é¢ (18) i w przypadku pomyslnym uwazamy nie-
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ré6wno$é (15) zachodzgcyg miedzy parametrami 0., i 0,,2 za istotng na
poziomie ufnosci co najmniej 1—a— . Uwazamy wowczas za spelnione
na tym poziomie ufnofci wszystkie zatozenia twierdzenia II, a wobec
tego uwazamy za spelniong i teze, czyli uwazamy nieré6wno§é miedzy
odleglosciami 4, i 9,, za istotng na poziomie ufnosci co najmniej 1 —a—§.

Otrzymany ta droga uklad orzeczen o nieréwnosciach zachodzgcych
miedzy odleglo$ciami teoretycznymi wyznacza rodzing ¢; wieloScianow
%,, rawierajgcg z ufnoscig co najmniej 1— a— f teoretyczna tablice Cze-
kanowskiego, a wraz z €; wyznaczona jest rodzina ufnoSci R;.

Praktycznie rodzine Ry wyznaczamy budujgc najkrotszy dendryt
rozpiety na zbiorze .# (np. metodg Warmusa), uwzgledniajac wszystkie
warianty, do jakich prowadza orzeczenia typu 0, < Oy, lub _6,,1 > 6,,2
OczywiScie, jesli nie wystapi zadne orzeczenie tego typu, otrzymamy jeden
tylko dendryt, natomiast w drugim skrajnym przypadku, gdy wszystkie
orzeczenia 53 alternatywne — rodzina R; sklada si¢ z wszystkich mozli-
wych dendrytéw rozpietych na zbiorze /.

Tak wiec na podstawie lgcznej proby X otrzymujemy dendrytows
rodzine ufnosci R; na poziomie ufnosci co najmniej 1—a—f, co zapi-
szemy wzorem
(21) P(4eRy) > 1—a—p.

Oszacowanie to jest asymptotycznie dokladnym rozwigzaniem zada-
nia, ktore sobie postawili§my, je§li zalozymy podzielno$é kazdej z po-
pulacyj na dowolng ilo§é warstw, spelniajacych odpowiednio warunki (1)
1 (2), oraz mozno$§é pobrania jednoelementowej probki z kazdej warstwy
(patrz wyjasnienie dot. warunkéw (1) i (2)). Gdy bowiem liczba warstw
l - oo, statystyki wystepujace we wzorze (18) zblizaja si¢ do swych
Srednich, a wspélczynnik » dazy woéwezas wraz z | do nieskonczonosei,
dzieki czemu do nieskoriczonosci dazy caly iloraz T, ,, . Pozwala to zwiek-
sza¢ nieograniczenie parametr ¢, przy nie zwiekszajacych sie liczbach g,
zgodnie z wzorem (16). Dzieki temu w granicy prawdopodobienstwo po
prawe] stronie wzoru (21) réwne jest jednosci.

Podobnie mozemy zwiekszyé poziom ufnosci (21), z jakim otrzymamy
wynik, przez powiekszenie liczebno$ci w wigzkach, ktére oméwimy w punk-
cie 2.6.

2.5. Weryfikowanie zalozen. W przedstawionym wyzej rozwigzaniu
korzystamy z zatozeri (10), ktére w praktyce musimy weryfikowaé sta-
tystycznie, oraz przy wykorzystaniu wzoru (16) wnioskujemy o wiel-

kosei D' o}, na podstawie statystyk 82, zawierajacych wariancje i ko-
T=1

wariancje branych pod uwage skladowych. Przypominamy, ze zaloze-
nia (10) przyjmujemy, chege otrzymaé ilorazy (12), majace z praktyczng
dokladno$cig rozklady Studenta, a takze jako warunki zachodzenia nie-
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réwnosci (11). W celu weryfikacji tych zalozen, mozemy w oparciu o lemat 2
w § 4 poshuzyé si¢ jednostronnymi przedzialami ufnosei dla stosunku

””[/l/l , okres§lonymi przy pomocy wzoru

i e S T 1Y
2 = Vy,_ (n)l +x (L
(22) Vi i (7)1l + (2)/l/l,
gdzie
Xyt = Xp—X%, XP? =17 M X7,
7
natomiast
l
Squ=l Z(Xplq Xrlaye,

I

j

Liczbe y;_,(7") okre§lamy podobnie jak w (17), rozpatrujac zmienng
losows chi-kwadrat z !—1 stopniami swobody,

P[X%—l < y_.(n)] =7,

oraz podobnie okreS§lamy x(7), rozpatrujagc zmienng losows normaing
N(0,1).
Przedzialy te pokrywaja prawdziwg warto§é stosunku |»Pe)/y/ 22
z prawdopodobienstwem wigkszym niz (1—#)(1—%’) (z uwagi na nie-
zalezno§é omawianych statystyk — patrz lemat 2). Dla 5 = ¢’ = 0,05
mamy
(1—n)(1—7') ~ 0,90.

Wydaje sig, ze dla celow praktycznych taki wybér poziomu ufnogeci
jest wystarczajacy. Jesli wezmiemy pod uwage, ze statystyka D pow-
staje przez dodanie wielu skladnikéw, mozemy praktycznie przyjaé, ze
ma ona rozklad normalny z dostatecznym przyblizeniem, gdy prawe
strony we wzorze (22) s3 nie mniejsze niz 2 i kwestionowad tylko te cechy,
dla ktérych tak nie jest. Ze wzgledu na nier6wnosé (11), ktéra zachodzi
nawet wowczas, gdy znacznie zmniejszymy prawg strone (10), musimy
uwazacé, by dla wiekszych skladowych prawe strony (22) byly nle mniej-
sze niz 2.

Kryterium (22) shizy zatem do wstepnej selekeji materiatu pod
wzgledem dyskryminacyjnosei cech (por. przepis podany w § 5). O ile
pewne cechy z punktu widzenia tego kryterium sa niedyskryminacyjne,
a chcemy je uwzglednié, mozemy je uczyni¢ dyskryminacyjnymi przez
pobieranie odpowiednio licznych prob z kazdej warstwy rozpatrywanych
populacyj i utworzenie wigzek.

Co do wyboru liczb g, wedlug wzoru (16), nalezy zwracaé¢ uwage
by cechy byly stabo skorelowane. Zgodnie bowiem z twierdzeniem I
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i uwagami do tego twierdzenia, tylko wéweczas mozna przyjaé, ze sta-

tystyki
8 3 o
i=1

maja praktycznie rozklad chi-kwadrat z I—1 stopniami swobody i w zwigz-
ku z tym na przyjetym poziomie ufnosci mozemy si¢ spodziewaé nierow-
nosci

< g (A<x<Ek)

]

=1
nalezgcej do zalozen twierdzenia II.

2.6. Uogolnienie rozwiazania. Gdy 1° wiemy, ze rozklady wektoréow
(X5, ...y Xyy) dla r =1,2,...,m s3 normalne, lecz nie s3 dostatecznie
odlegle, wobec czego nie mozemy si¢ upewnié z pomocs kryterium (22),
ze statystyki D}? sg w przyblizeniu normalne lub gdy 2° wiemy, Ze roz-
klady tych wektor6w nie sg normalne, mozemy z kazdej warstwy r-te]
populacji pobraé u,-elementowe préby. Taki t-ty element, pobrany z j-tej
warstwy r-tej populacji oznaczymy przez (X7, ..., X;;,). Z elementéw
j-tej warstwy mozemy utworzyé¢ wigzke

- 1
(23) X = ‘_ZX‘T""

(24) Dre —

analogicznie jak w (4). Jesli wektory (X%, ..., X%) i (X%, ..., X%;) pow-
staty z préb dostatecznie licznych, mozemy uzyskaé, na podstawie twier-
dzenia Lindeberga i Levy’ego dla zmiennych losowych wielowymiaro-
wych (p. np. [1]), przyblizong normalno$é lacznego rozktadu réznicy tych
wektorow. Na tej samej drodze uzyskujemy nastepnie przyblizong normal-
nosé statystyk D,, wymagang w ilorazie (12).

Rozklad wspomnianej roznicy wektoréow losowych (wiazek) powinno
sig jeszcze sprawdzié z pomoca kryterium (22). Wowezas korzystajac ze
statystyk (24), tak jak poprzednio korzystalismy z D}Y, mozemy juz
dalej postepowaé analogicznie, jak w rozwigzaniu szczegdélnym, poda-
nym wyzej. Latwo bowiem zauwazyé, ze otrzymawszy rozklady bliskie
normalnym, mozemy stosowaé réwniez omowione w § 4 lematy i twier-
dzenia.
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3. DYSKUSJA ROZWIAZANIA

Juz we wstegpie wspomnieliSmy o dwéch grupach zagadnien powsta-
jacych w zwigzku z powyzszym rozwigzaniem. Pierwsza, dotyczaca po-
jecia odleglosci w przestrzeni cech, zostala tam oméwiona nieco szerzej.
Obecnie zajmiemy si¢ grupa zagadnien probabilistycznych.

W rozwigzaniu przedstawionym w § 2 postuzyliSmy si¢ odleglosciami
empirycznymi (4), jako estymatorami odlegloei teoretycznych 0311, Die
twierdzac przy tym, ze s3 one optymalne ze statystycznego punktu wi-
dzenia. W [7] rozwaza si¢ jeszcze dwa inne estymatory odleglosci Onr
odlegtosé ,epsylonowg” dP? oraz ,moduto-Sredniowa” dP? (1). Okreslamy
je nastepujgco (2):

vt = Y LY XP—X7), gdzie /7 —= sign (u? — u?),

=
(25) n

e — ¥ X7 XY
1

=

Pierwsze momenty tych odleglosci wyrazaja si¢ nastepujaco:

Bart = ot = ) Y,
T

_ Fo
A E | i1 i
= Bt = o = 7 Tl)(lvf q]’l/t * by )

Lemat 3 pozwala poréwnaé wariancje odleglosci D i d. Wariancja d
(patrz lemat 2.1 pracy [7]) jest

2 2
w w
- 2 2 __ “plg _ap dzi 2 plg piq 4
(27) E(d™— ") = wyy = 1 + . ) 8ure wpy = 2, & €y Ay
P q

B

Poréwnujac omdéwione wzory stwierdzamy, iz d ma rozklad doklad-
nie normalny, lecz wymaga niedogodnych w praktyce zatozen (réwnosé
macierzy kowariancyj, znajomo§¢ macierzy znakéw ¢ — patrz [7]).
Odleglo$¢ d ma na ogét mniejsza wariancj¢ od obu pozostalych, jest
asymptotycznie normalna i nieobciazona. Mimo tych zalet d nie nadaja
sie do naszych cel6w, gdyz nie mozna z nich utworzyé ilorazu (12) o roz-
kladzie Studenta.

(*) W celu zachowania zgodnosci oznaczen z pracy [7] odstapiliSmy tu od za-
sady oznaczania wielkimi literami zmiennych losowych, a malymi — ich realizacji.

(%) Zaklada si¢ pobranie réznolicznych prob, tzn. l.-elementowej proby z r-tej
populacji, » =1, 2,..., m. Stad X? i X4 oznaczaja w [7] érednie z prob réznolicz-
nych pobranych odpowiednio z populacyj p-tej i g-tej.
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Przechodzac do dyskusji omawianej poprzednio metody kostkowej
opartej o lemat 1, poréwnamy ja z metodq elipsoidowq (). Metoda ta
opiera sie na uogdlnionej nieréwnosci Czebyszewa. Jefli X bedzie ozna-
cza¢ dowolny wektor losowy, a &(X) nieujemng funkcje tego wektora,
to ogdlna postaé nieréwnosci Czebyszewa wyrazi si¢ wzorem

PlE(X) = c] < HE(X)/e.
Podstawiajac

)
E§X) = D =,
x=1

—

gdzie Z, sg okreflone wzorem (12), oraz ¢? zamiast ¢, otrzymamy stad

. =1
(28) . P(R20)<0 2](7?—3-
We wzorze tym R = VX52 jest losowym promieniem sfery o $rodku
w poczatku ukladu wspélrzednych; po prawej stronie nieréwnosei mamy
sume wariancyj rozkladéw Studenta. Réwno$é R = ¢ wyznacza nam
granice obszaru ufno$ci dla wektora 6 (por. wzér (13)) na poziomie
ufnosci okreS§lonym przez c¢. Obszar ten jest ograniczony elipsoidg

Y (.pn_Dx)z g
< 8 %
x=1 %

Podobnie jak w metodzie poprzedniej, wezmiemy pod uwage dowolna
par¢ zmiennych losowych Z, i Z,,- Dla pary wartosci oczekiwanych
0,,1, 0., obszarem ufnosci jest elipsa. Gdy chcemy zatem wykonaé do-
wolny krok metody, zakladajac chwilowo, Ze interesuja nas te wartosci
oczekiwane, mozemy go wykonaé¢ na danym poziomie ufnosci, jesli elipsa
ta lezy calkowicie po jednej stronie prostej p, = p,,. Jesli zatem ma
byé 0, > 0, na danym poziomie ufnosci, to musi zaj$¢ mniero6wno$é be-
daca analogonem kryterium (40) pracy [7]:

D, —D,

—— =

V8, +8,
Podobnie jak poprzednio, cheac uzyskaé kryterium odleglosci teore-
tycznych 4, , 6,, na podstawie twierdzenia II, zastepujemy niero6wnos¢
0., > 0., przez

(29)

2(n—1)
0"1 = 0"2+g"1"2 k.,,'._z !

a stad otrzymujemy kryterium analogiczne do (18).

(®) O metodzie elipsoidowej w nieco innym sensie powiemy nieco dalej.
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Poréwnajmy omawiang metode z metoda kostkowg. Mamy m po-
pulacyj, a wiec k odlegloSci (por. § 2), przy czym z kazdej populacji wy-
bieramy po ! elementéw. Jesli przyjmiemy poziom ufnosei 1—a, to:

1. Dla nieréwnosci Czebyszewa z wariancja Studenta (28) musi byé

I—1
[—3

2. Dla metody kostkowej mamy a, = a/k (gdy dla wszystkich odleg-
losci z osobna przyjmiemy rowne prawdopodobienstwa), a wiec P(|Z,| >
> ¢) = a/k.

Oznaczajac dystrybuante Studenta z [—1 stopniami swobody przez
$,_,(x) otrzymujemy stad

k

c?< a.

2ks;_1(—¢) < a.

Zatézmy, ze 8, = 8., Mianownik w ilorazie (18) bedzie wiec wiek-

SZy V2 razy od mianownika w (29—), czyli ze osiggniemy ten sam prog

biorge w metodzie Czebyszewa 0/1/2, gdzie ¢ uzyliSmy w metodzie kost-
kowej. A wiec ostatecznie porownujemy

-1

1—3

¢c”? oraz 2ks;_,(—c).

2k

Poniewaz dla 1>5 jest 1< (I—1)/(I—3) <2, wystarczy wigc, ze
poréwnamy funkeje ¢~? i §_;(—¢). Dla ¢ =5 mamy dla metody kost-
kowej s,_,(—c) < 0,01, gdy 1> 2, oraz ¢™* =1/25 = 0,04.

Dla rosngcego ¢ i liczby stopni swobody I—1> 2, s,_,(—c¢) maleja
szybeiej niz ¢, co wynika ze wzoru na funkecje s;,_;(z). Widzimy tu
wielkg przewage metody kostkowej; nalezy jednak zwroci¢é uwage, ze
w metodzie tej musimy znaé rozklady poszezegolnych wspélrzednych (tj.
rozklady Studenta), podczas gdy w metodzie elipsoidowej nie jest to
konieczne, gdyz wystarczy tu znaé¢ wariancje rozkiadéw poszezegélnych
wspotrzednych (*).

Zwrécimy jeszcze uwage nNa metode uogodlnionego ilorazu Studenta,
ktéra pozwolilaby nam wyznacza¢ najmniejszg rodzing R dendrytow,
spelniajagca warunek okreslony przez (21). Znajdujac bowiem najmniejsze
obszary ufnogci przy danym z géry prawdopodobienstwie, znajdujemy
w ten sposéb na tym poziomie ufnoSci najmniejszg rodzine dendrytow
(pomijamy tu problem nierdwnosci (15) zakladajacej zbyt duzy proég
rozroznialnosei). Zalozeniem koniecznym 1 wystarczajacym stosowalnosci
tej metody jest normalnosé empirycznej tablicy Czekanowskiego. Podob-
nie jak w §2 (opis przy wzorze (23)) uzyskaliSmy przy bardzo ogélnych

(*) Rozklady przeto moga tu byé dowolne, byledmy tylko umieli je unormowagé
na wariancj¢ (jak np. w [7], §3).
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zalozeniach przyblizong normalno§é rozkladu pojedynczej odleglosci
empirycznej, mozemy, rozumujac w ten sam sposob, uzyskaé¢ na pod-
stawie twierdzenia Lindeberga i Levy’ego dla zmiennych losowych wielo-
wymiarowych (patrz np. [1], § 24.7) przyblizong normalnos§é lacznego
rozkladu zespolu odleglo$ci empirycznych. Znalezienie wzoréw na mo-
menty tego rozkladu, przy okredlonych zalozeniach co do zmiennych
skladowych, nie jest tatwe (w pracy [7] uzyskaliSmy te wzory do$§é prosto
dla odlegtoSci ,epsylonowych” d??). Ich znajomo$§¢ nie jest wszakze
potrzebna przy stosowaniu omawianej metody.

Obszarami ufnosci w tej metodzie beda réwniez elipsoidy, przy czym
parametr ¢ bedzie przeciwobrazem nalozonego prawdopodobienstwa pod-
tug rozkladu 7* Hotellinga. Jej powazna wadg jest jednak ta okolicz-
no$é, Ze rozwazana elipsoida jest polozona dowolnie wzgledem ukladu
wspotrzednych, wobec czego analogon kryteriow (18) i (29) wymaga roz-
wigzania réwnania sekularnego (lub zastosowania metod przyblizonych
jego rozwigzania). Wobec tego metody omoéwione poprzednio, choé przy-
blizone, ale posiadajace wlasnos$ci asymptotyczne 1 nie wymagajace pra-
cochtonnych rachunkéw, wydaja si¢ bardziej uzyteczne w praktyce.
Latwiej jest bowiem niekiedy pomierzy¢ wieksza liczbe osobnikéw z posz-
czeg6lnych populacyj niz wykonywaé skomplikowane i pracochtonne ra-
chunki, nawet przy zastosowaniu maszyn cyfrowych.

Ostatecznie wiec stwierdzimy ogdlnie, ze w zaleznoéci od warun-
kéw zadania jedna z omoéwionych metod moze sie okazaé¢ najkorzyst-
niejszy.

4. LEMATY I TWIERDZENIA

Podane lematy i twierdzenia wykorzystalismy juz w poprzednich
paragrafach. Z wyjatkiem lematu 1 wszystkie one zakladaja normalnosé
rozkladéw cech we wszystkich populacjach, a niektére — normalnosé
lgcznego rozkladu cech. Te normalno§é albo zakladamy (rozwiazanie
szczegolowe opisane w punkcie 2.4), albo realizujemy w przyblizeniu
przez tworzenie wigzek (uogélnienie rozwigzania w punkcie 2.6).

Lematu 3 nie wykorzystujemy bezpoSrednio. Z twierdzenia 1 ko-
rzystamy w dowodzie lematu 3, z niego za§ w dowodzie twierdzenia II.
To ostatnie twierdzenie jest podstawa metody opisanej w § 2. Oba twier-
dzenia s3 wogdlnieniami wynikéw pracy [7] (odpowiednio twierdzen 11 7).

LeMAT 1. Jesli Z,, Z,, ..., Z, oznaczajq dowolne podzbiory mierzalne
zbioru liczb rzeczywistych, & Z,, Zy, ..., Z;, ich dopelnienia, to dla dowol-
nych zmiennych losowych =, Z,, ..., 5, spelniona jest nieréwnosé

k
P(E,eZ,, BeZ,, ..., 5eZ}) > 1— Za,‘,

x=1

gdzie o, = P(5,¢Z,).
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Lemat ten jest konsekwencja praw de Morgana. W pracy [7] nosi
on nazwe twierdzenia 6 i jest tam udowodniony metodami analizy ma-
tematyczne;j.

LEMAT 2. Niech
1
T-72%
i=1

oznacza $redniq z l-elementowej proby losowej z populacji normalnej

N(ﬂyﬂ)i a
l
2 1 Y \2
s :7;’(;@—2{)

wariancje 2 tejse proby. Niech x(n) oznacza przeciwobraz prawdopodobies-
stwa n wzgledem unormowanej dystrybuanty normalnej, a vy,_,(n') przeciw-
obraz prawdopodobieristwa n' wzgledem dystrybuanty rozkladu x* z 1—1
stopniami swobody. Wiedy nierownosé

X (' 2
ul | ll/yl () @(f2)
Va ) ! Vi

okresla jednostronny przedzial ufnosci dla ilorazu l,ul/l/i, pokrywajacy ten

tloraz z prawdopodobienstwem wigkszym niz (1—n)(1—7n').
Dowéd. Zatézmy, ze pu = 0. Wowezas na poziomie ufno§ei 1—1p

zachodzi nierownosé
/1

a dla zmiennej losowe] |X | na tymze poziomie ufno$ci zachodzi nieréw-

nosé
_ /1
IXl]/7 < —x(n/2).

Dla u # 0 zachodzi z prawdopodobienistwem wiekszym niz 1—9
nier6wnogé

_ v
(1 X]— |#|)]/7 < —2(n/2)

lub réwnowazna jej nieréwnosé
ul _ 1XI | 2(/2)
= > — i
Vi V2 Vi

Zastosowania Matematyki XI, 4. 3
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Zauwazmy, ze zgodnie z zalozeniami lematu, na poziomie ufnoéci
1— 7' zachodzi nieré6wno§é

1/1<S]/ : _ .
Yi—1(n")

Z ostatnich dwu nier6wnosci wynika teza lematu na mocy znanego
faktu niezaleznodci statystyk X i 8.

TWIERDZENIE I. Wartos¢ bezwzgledna kowariancji pary zmiennych
losowych X, Y o lacznym rozkladzie mormalnym jest nie mniejsza od bez-
wzglednej wartosei kowariancji ich warto$ci bezwzglednych

|E(X—EX)(Y—EY)| > |E(X|—-E|X)(|Y|-E|Y])I.

Gdy rozklad jest mieosobliwy, rowno$é zachodzi witedy ¢ tylko wtedy,
gdy zmienne losowe X, Y sq niezaleine.

Dowéd. Niech f(x,y, ¢) oznacza laczng gesto§é zmiennych loso-
wych X, Y z nieujemnymi §rednimi », i v, i wspélezynnikiem korelacji o.
Oznaczmy calki w poszezegbélnych éwiartkach ukladu wspéirzednych
w przypadku g, > 0, w sposOb nastepujacy:

= f ley|f(x, ¥, 0,) dxdy,

&
Il
%8

J
f l2y|f (@, Y, 01) dody,
(*) -

I
(=3

8%° 8\,°

(=]

s f eyl f (@, ¥, 0.) dedy,

m= [ laylf(2,y, o) dudy.

Jak latwo widzieé, Cov (X, Y) = puy— py+ pta— ptg—v1v,, &
Cov (| X1, | X1) = py+ pa+ ps+ ps— 6,65,

gdzie 0,, 0, s3 $rednimi zmiennych |X|, |Y|.
Niech

4 = Cov(X, Y)—Cov(|X], |Y]) = 0,0,— 92— 2 (pa+ ps) -

Pokazemy najpierw, ze jefli », >0 i »,>0, to 4>0, gdy
Cov(X, Y) > 0.

Weimy w tym celu pod uwage taks gesto§¢ normalna f(z,y, o,),
ze p, > 0. Wystarczy pokazaé (patrz wzér (9)), ze 2v,p,+ 2v, 9, + 4y, v, >
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> 2(p2+ py), @ otrzymamy stad, ze (va+ys)py > p, 0raz (v,4y,) v, > .
Mamy wiec, stosujac zwykle oznaczenia:

pe = | } vyf(z, y) dxdy =} ofy(2) [ yf(y|o) dyda <

< ] wfl(w)f yf(y|0)dydxr = Bz(O)f xf (x) de =

0
= ;2(0)"/’1 < (Yot o) 1.

Pierwsza nier6wno§¢ jest tu uzasadniona faktem, iz funkeja

va(@) = [ yf(yl2)dy = v()+ypy(x)

jest dla ¢ > 0 rosngca wzgledem z, gdyz

0, gdy »,(#)<0
v(x) =
vo(2), gdy vy(x) >0,

a vy(x), jako Srednia Warunkowa, jest rosngca, oraz y,(x) oznacza funkecje
w(Ive(@)]); 6 =v+yp(v,0) jest dla stalej o i »> 0 rosngea funkejg v
(patrz dowéd lematu 2.2 w [7]).
Drugg nieréwno$é uzasadniamy nastepujaco: v,(0) < v,(»,) )+ 95 (vy),
a vy(v;) = vy OTaZ P, (v,) < ¥2, gdyz PO lewej stronie wystepuje wariancja
warunkowa, mniejsza od brzegowej wystepujacej po prawej stronie.
Dow6d nieréwnosei (vy+ y1) e > uy, gdy o > 0, przebiega podobnie.
Zatem 4 >0, gdy v, >0, v>0 oraz p > 0.
Przypadek ¢ =0, w ktorym zachodzi 4 = 0, jest trywialny, gdyz
funkcje zmiennych losowych niezaleznych sg niezalezne stochastycznie.
w przypadku vy > 0, s >0 oraz ¢ <0, oznaczmy catki (x) odpo-
wiednio przez u,, uy, ts, pe- Szacowanie podobne do przedstawionego
WyzeJ (dla przypadku o > 0) pokazuje, ze u, > u,. Podobnie dowodzimy,
ze p, > u,, co daje nam w tym przypadku nieréwnosé A < 0.
Podobnie jak wyzej, wykazujemy tez, iz suma Cov (X, Y)+Cov(|X [
| ¥]) jest wigksza od zera, gdy o > 0, oraz mniejsza od zera, gdy o < 0.
Na koniec, w przypadkach »;v, < 0 oraz », < 0 i », << 0, sprowadza-
my zagadnienie do przedstawionego wyzej, przez zmiane znakow; w pierw-
szym przypadku jednej zmiennej, a w drugim — obu. Rozwazanie geo-
metryczne pokazuje, ze nie zmienia to wartosci Cov(|X|, |Y]|), c.n. d.
Teza udowodnionego twierdzenia wskazuje na to, ze stosujac w prak-
tyce proponowane tutaj metody trzeba dobiera¢ cechy stabo skorelo-
wane. Poniewaz skladowe D} odlegloSci empiryeznych s stabiej sko-
relowane niz cechy wyjsciowe, wigc suma kowariancji z losowymi zna-



kami, o rozkladzie granicznie normalnym, tworzaca wraz z wariancjg S?
odleglo$ci empirycznej rozklad zlozony, mato wplywa na wariancje tej
statystyki, nie zmieniajac jej §redniej o2 (np. dla |o| < 0,5 i dla pieciu
cech wzrost tej wariancji jest rzedu 1/20). W dowodzie twierdzenia II
zobaczymy, ze dzieki stosowanej tam majoryzacji wystarczy nieco po-
wiekszyé wielkoSei g, .

LEMAT 3. Wariancje ob, © w3, odleglosci empirycznych(®) D*? oraz d™
moéna oszacowaé od gory jak mastepuje:

to< S T 3|

1:11:2 'Ll’L2

"'112 + Al 11'2

Dowdd. Znajdziemy wariancje dla omawianych odleglo$ci w jednej
wspolrzednej. Mamy:
o0 = B(DY— 829 = BDY) — (679)% = (F)*+ 2 —
— [ 29 (219, VAED)]? = AE2— 4L p (02, VAZ) +
+ 2 (b7, V] < 222,
0} pg = B(d}— 8792 = B (d77)?— (8792 =
q

Mo A o MNT
= (7")2+ R + 7 [|”?lq|2’/’ (l”f'qb T + l_)] =

p q D q
Mo M M M o A
=+ [lv?“’lw(lv?"’l, =+ | F LY T ]<
lp q : lp lq lp lq
M A
<% T
D q

Na podstawie tych réwnofci oraz twierdzenia I, znajdujemy osza-
cowanie dla wariancji odleglo$ci empirycznych D i d podane w tezie
lematu.

W nastepnym twierdzeniu uzyjemy réznych symboli wprowadzo-
nych w § 2. Dla uproszczenia zapisu wskazniki x,, », numeracji poje-
dyneczej x = 1,2, ..., k zastapimy wskaznikami 1, 2.

TwIERDZENIE 1I. Jes$li dla pewnych liczb dodatnich g¢,, g, spelnione sq

nierownosct
n

n
2 2 2 2
z;ai,1<911 Zai,2<92;

1=1 1=1
n

8(n—1) sz, B(n—1)> 3 A,

i=1

() Odlegtosé DP? okreélona zostala wzorem (4), a odleglodé dP? wzorem (25).
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oraz

0,— 0, > g1.V2(n—1)[(n—2), gdeie g,» — max(gy, gs),
to
0, > 0,.
Dowéd. Niech

n

) =2v1-,

i=1

przy czym zakladamy, ze »;>0 (0 <i<n). W n-wymiarowej karte-
zjatiskiej przestrzeni K,, ustalonej wartosci é odpowiada cze§é hiperplasz-
czyzny zawarta w dodatnim sektorze ukladu wspéhrzednych, a okre§lona
tym réwnaniem. Oznaczamy te cze$¢ hiperplaszczyzny przez §,.

Jesli zastepujemy prawdziwa warto$é odleglo§ei 6 przez §rednig 6
statystyki D, to zgodnie z wzorem (9) zbiér punktéw peS, przejdzie na
zbiér punktow p*eS; podtug formuly p; = p;+2y(p;, V1,) .

Wprowadzmy funkeje

P (p) = Z (p} —p).

Jezeli zachodzi nier6wnos¢ 0,— 8, > sup[¥(p,)—¥(p,)], gdzie p,eS
i p,eS;, a stata g2 = D' 4y, to 6; > 6.
=1

Zbadajmy to supremum. W tym celu znajdziemy najpierw ekstre-
mum funkeji ¥(p) z warunkiem ubocznym peS, przy ustalonych war-
toSciach 2, A5, ...y 4, POniewaz

0 - P,
i = o2}
ap; "0 Vig !’

wiec otrzymujemy metods Lagrange’a,

0 P;
. [Y’—l—‘t(Zpi— a)]: —2¢>(— Vﬂ_u) +7=0,

a stad —p,/Vi,; = & }(1/2), czyli
§ = = IVau 07\ (x)2),

skad v = 2@(—6/ZVE). Punkt ekstremum ma wiec wspélrzedne
Bi = Vil DV
i
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Dla sprawdzenia, czy jest to minimum, zbadajmy pochodng funkecji
¥ w dowolnym kierunku, poczynajac od punktu » wewngtrz hiperpo-
wierzchni )'p; = 6. Ten ostatni warunek spelnia prosta, ktérej wspol-
czynniki kierunkowe a,, a,,...,a, sumuja si¢ do zera. Stad szukana
prosta daje sie przedstawi¢ w postaci parametrycznej réwnaniami x; = a,;t-+

—}—61/2_&/21/}; , wobec czego szukana pochodna jest
7

y Za,’=0.

a; . o
Vig YV,

Gdy t = 0, 0%/0t = 0. Gdy t > 0, to latwo znaleZé takie a,, a,, ..., a,,
ze 0¥/0t > 0. Widaé takze, ze przy ustalonych, dowolnych a;, 0%¥/0t jest
funkcja monotoniczna; jest wiec dla ¢ > 0 dodatnia. Supremum w zbiorze
S, nalezy wiec szukaé na brzegach tego zbioru, ograniczonego plaszeczyz-
nami, przechodzacymi przez pary osi ukladu wspoirzednych; brzegi te
83 zatem wielokgtem o wierzchotkach w punktach (0,0,...,4;,...,0),
co nalezy czytaé w ten sposob, ze warto$é & stoi w tym wektorze na
¢-tym miejscu.

Zbadajmy pochodne na bokach tego wielokagta. Dowolny punkt
boku 3czacego i-ty wierzchotek z j-tym jest (0, ..., 0, 6;¢,0,...,0, §;(1—
—t),0,...,0), gdzie 0 <t< 1. Pochodna wzgledem ¢ ma wiec postaé

nastepujgcy:
oOP/ot = 2a[¢(t_1 5) @( o )]
Vi, Vi,

Jak widaé, dla matych ¢t pochodna ta jest ujemna, a dla wiekszych
dodatnia, ma wieec punkt zerowy. Maksimum nalezy zatem szukaé na
wierzcholkach wspomnianego wielokata.

Zbadajmy teraz ekstremum warunkowe funkecji ¥ na wierzcholku S,
z warunkiem ubocznym Y '1; = §%, gdzie § jest dowolng liczbg dodatnia.
Poniewaz pochodna funkeji ¥ wzgledem 2;; jest skomplikowana, pod-
stawimy ¥, = 1/l/lii. Badamy pierwszy wierzchotek, co nie zmniejsza

ogollnoéei rozwazan.
Naszym warunkiem ubocznym jest wiege

0Vt = —22@.@(—

f=v+ Dy =7 =0.
1=2
Zgodnie z metodg Lagrange’a otrzymujemy wtedy

9 1
[2v(0, 1/y,) + tf] = ——ztp(éyl)—?.,ryl_a =0,
ayl Y3

0 1
[29(0, 1/y)+1f] = ———— —279;° = 0
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=2

skad v = —g/l/gg, gdzie ¥ =y;,2<i<n. Wobec tego y;Z=g>—
—(n—1)77% a wiec

co po podstawieniu do wyrazenia na v daje

l/ n—1
T = — PP —
8 (g% —y; 2)

Podstawiajac te warto§¢ w rownanie pochodnej wzgledem vy, otrzy-
mamy ostatecznie

n—1

—y 29 (8y,) +2 -3]/‘_ =0.
Y1 ¢ (0y1) + 2y, Sy O

Wykazemy teraz, ze dla 6 > g/l/n—l rownanie to jest nieprawdziwe
i ze wowczas lewa strona jest wigksza od zera.

Kladge w miejsce réwnosei znak < i podstawiajac y? =2, otrzy-
mujemy po uproszczeniach

1
62z =2
< ——(g°2—1).
(++) o < —— (F—1)

Istnieje tu warunek z > 1/7%; pochodna lewej strony (**) réwna jest
826", a stad styczng w punkcie z = 1/§* jest 810 5 4 1" (1— 6%/g%).
Prosta ta przy zalozeniu 0 > g/l/n—l ma wspolezynnik kierunkowy
wiekszy niz (n—1)"'g% gdy n > 2, oraz przecina o z w punkcie z, =
= 1/g2—1/6%? < 1/g%, co dowodzi, Ze nier6wnosé (x*) jest nieprawdziwa.

Widzimy wiee, ze funkcja ¥ nie ma ekstremum warunkowego na
dowolnym wierzcholku i rosnie, gdy ¥y, — co. Stad oraz z réwnosci ekstre-
malnych y; znajdujemy, ze

sup ¥ =2(n—1)p(0, §Vn—1).

6>g/Vn—1

Oczywiscie
sup ¥> sup [F(p)—¥(p.)],

o>glVn—1 o>glVn—1
przy czym latwo zauwazyé, ze réwno§é jest osi@_gana tylko dla 6 — oco-
Yatwo takze zauwazydé, podstawiajac u; = 6i/l/lii, 76

sup ¥ <sup?,

(6.9) (5.9

n
jesli g’ < g, przy czym (¢')* = } A;, podobnie jak §°.
“

1



W dotychezasowym rozumowaniu wykorzystaliSmy drugie z zalozen
twierdzenia; obecnie wykorzystamy pierwsze, a mianowicie ze

n n

2 2 : 2 2
9 = 2;01‘1 1 g = 2 Ojs-
i=1 i=1

(2

Na tej podstawie mozemy przyjaé¢ za majoranty wartosci o; 1 oy
odpowiednio g¢,/Vn—1 i gz/Vn—l. Dalej, przechodzac do wartoSeci A;
zauwazmy, ze na podstawie wzorow lematu 3 mamy

T 2
O-% = li’i_ 4‘(/)2 (0, ]/Zii) = ﬂ'ii (]_._- _),

T

gdyz funkcja »y(v, 1/1)+w2(_v, I/Z) jest malejaca wzgledem » > 0. Stad
otrzymujemy majorante wartoSci i,;; w postaci

T

T—2

Vs v
T—2 VYp—1

zamiast g/l/n—l w sup? mamy ostatecznie

2(n—1)
¥ <2(n—1 o,‘l/“—)= ]/—
op T <3 )"’( W =1~V =2

Biorac max(g,, ¢,), otrzymujemy teze twierdzenia.

0;.

Wstawiajac warto§é

5. PRZYKLAD

W poprzednich paragrafach omoéwili§my teoretyczne podstawy me-
tody wyznaczania, przy zalozonym poziomie ufnosci 1— a— g, rodziny
dendrytow R, do ktoérej z prawdopodobienstwem wiekszym niz 1—a—p
nalezy najkrétszy dendryt A4, rozpiety na zbiorze elementéw bedacych
populacjami statystycznymi o pewnych szczegélnych wlasno$ciach. Po-
rzadkowane elementy bedziemy takze nazywali obiektami statystycenyms.
A oto krotki opis postepowania przy stosowaniu metody w praktyce.

1. Wybieramy interesujace nas obiekty statystyczne oraz cechy,
wzgledem ktérych bedziemy badali pokrewienstwa obiektéw. Musimy
przy tym zwré6cié uwage, by wybraé cechy dostatecznie silnie dyskry-
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minujgce, tzn. takie, wzgledem ktérych rozpatrywane obiekty sa do-
statecznie odlegle (przy danej liczbie elementéw w probce pobrane;j z kazdej
populacji). Cechy musza byé takze zwigzane z interesujacymi nas wlasci-
woSciami porzadkowanych obiektow. Jesli badane populacje sg podzie-
lone na warstwy, to we wszystkich warstwach musza by¢é spelnione wa-
runki (1) i (2) ze str. 394. W przypadku populacyj jednorodnych wy-
starczy podaé umowng zasade przyporzadkowywania fikcyjnym warstwom
poszezegilnych elementéw proby.

2. Z kazdej warstwy kazdej populacji pobieramy jednoelementowsg
probke i mierzymy w niej interesujace nas cechy. Gdy tworzymy wiazki
(p. str. 402), z kazdej warstwy r-tej populacji pobieramy probki w,-ele-
mentowe. Obiekty, cechy oraz warstwy numerujemy jak w § 2.

3. Za pomocgy kryterium (22) sprawdzamy dyskryminacyjnosé cech
w poszezegélnych parach rozpatrywanych obiektéw. Wystarczy, by dla
pary obiektéw p,q prawa strona rownania (22) dla wiekszych roéznic
! —z} (¢ =1,2,...,n) byla nie mniejsza niz 2. Cechy i populacje nie-
dyskryminujgce odrzucamy (np. gdy stwierdzimy, ze dla zadnej z cech
obiekty p i q nie sa dostatecznie odlegle wedlug kryterium (22), powiemy,
ze w warunkach danego eksperymentu i przy zastosowaniu opisanej me-
tody obiekty te sg statystycznie nierozrdéznialne i przynajmniej jeden
z nich mozna pomingd).

4. W przypadku wielowarstwowych populacyj sprawdzamy (jesli nie
wiemy tego skadingd), czy nie wystepuje rozcigganie od warstwy do
warstwy. Dla sprawdzenia hipotezy réwno$ci wariancyj w warstwach
mozna zastosowaé np. test Bartletta.

5. Normujemy wszystkie populacje w poszczegélnych cechach na
Srednia albo na dyspersj¢ (ewentualnie normujemy wszystkie warstwy
populacyj).

6. Tworzymy statystyki (5) i (12), tzn. odleglo§ci empiryczne i ich
frednie kwadratowe odchylenia, oraz za pomoca tych ostatnich i wzoru
(16) znajdujemy (na poziomie ufnosci 1—p,) liczby g,, a stad k(k—1)/2
liczb Gy *

7. Z wzoru (18) obliczamy k(k—1)/2 ilorazéw ¢

x1%g*

8. Przy zalozonych prawdopodobienstwach a, znajdujemy dendry-
towg rodzine ufnosci R. W tym celu, wychodzac od dowolnego elementu
zbioru , przy kazdym kroku metody Warmusa wyznaczamy te odcinki,
ktore mozna przylaczyé z uwagi na ich istotng mniejszo$é od wszystkich
innych jeszcze nie przylaczonych. Jezeli dany krok konstrukeji dendrytu
mozna wykonaé na kilka sposobéw, to kazdy z nich poprowadzi na ogol
do roznych dendrytéw. Uwzgledniajgc te rézne mozliwosei skonstruujemy
caly rodzine dendrytéow SR.



Zwréémy jeszceze uwage na fakt, ze w proponowanej metodzie mozna
si¢ ograniczyé do wykonania tylko pierwszego kroku metody Warmusa.
Wystarczy wowezas rozpatrywac¢ jedynie zbiéor m —1 odlegtosci wybra-
nego obiektu od pozostalych obiektow. Postepujemy tak wtedy, gdy do
danego obiektu szukamy tylko obiektu najblizszego (np. w poszukiwaniu
najlepszego materialu zastepczego). W tym przypadku, z uwagi na mniej-
szg liczbe poréwnywanych odlegloSci, bedzie tylko 2(m—1) prawdopo-
dobienstw a, 1 f,.

Obecnie zilustrujemy opisane postepowanie na materiale pomiaro-
wym udostepnionym przez prof. dr J. Rozyckiego, a pochodzagcym z pro-
wadzonej przez niego Katedry Budowy Drog Politechniki Wroclawskiej.
Autor korzystal rowniez z informacji udzielanych mu zyeczliwie przez
pracownika tej katedry doc. dra B. Stypulkowskiego. Zastosowanie metody
oméwimy wedlug opisanego schematu postepowania, zaczynajgc od lgcz-
nego omowienia punktéow 1 i 2.

Kamieniolomy nadsylaja do Katedry probki materialow kamiennych.
W Katedrze bada sie te probki pod wzgledem przydatnosci do budowy
drég (w omawianym przykladzie przedmiotem badan jest tluczen dro-
gowy). Bada sie¢ w tym celu rdézne wlasnoSei mechaniczne kamienia,
takie jak wytrzymalosé, nasigkliwo§¢ wodg i Scieralno$é wyznaczang
réznymi metodami. Celem badania jest syntetyczna ocena badanego
materialu. Metoda przedstawiona w tej pracy moze byé przydatna dla
ilo§ciowego ujecia podobienstw miedzy materiatami z réznych kamienio-
loméw, a takze podobienstw do konwencjonalnie wyznaczonego ,ideal-
nego materiahu”.

Z dostepnych materiatow wybrano 4 kamieniotomy i 3 badane cechy
(majace szczegélne znaczenie przy ocenie tlueznia). Wyniki pomiaréw
przedstawia tablica I. Dane tej tablicy nie byly niestety wynikiem badan
przeprowadzonych z uwzglednieniem potrzeb opisanej tu metody. Nie
wiemy np. jakiego typu sa rozklady omawianych cech w omawianych
populacjach. Bioragc pod uwage ingerencje drobnych zdarzen losowych
w pomiarach dokonywanych na jednorodnym materiale skalnym, mozna
sie spodziewac¢ normalno$ci tych rozkladéw. Dla mniektérych zlozy (np.
skal osadowych) jest przypuszezalnie mozliwy podzial na warstwy, od-
powiadajacy rzeczywistemu modelowi warstwowemu, wspomnianemu
w wyjasnieniach na str. 394. Widzimy, iz materiat zawarty w tablicy I
moze mieé jedynie wartosé ilustracyjng, nie pozwala bowiem na wysnu-
wanie jakich§ teoretycznych wnioskéw. Jest on zreszta zbyt szczuptly.
Politechnika Wroclawska nie posiada jednak wynikéw pomiarowych
zawierajagcych powtérzenie prob wiecej niz trzykrotne, gdyz nie przewi-
duja tego normy techniczne, wedlug ktérych proby te zostaly przepro-
wadzone. GdybySmy pobrali wieloelementowe probki (wiazki), mogli-
by$émy otrzymaé nieliczng rodzine dendrytéw na rozsagdnym poziomie
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ufnogei i wykorzystaé ja przy wydawaniu orzeczen o wartoSel uzyt-
kowej materialéw kamiennych.

Przyjeta numeracje przedstawia tablica I. Symbole cech oznaczaja:

a — warto§é w 9/, zuzycia kruszywa odsianego, o prawidtowym
ksztalcie ziaren i §rednicy 40-63 mm, w mlynie typu Los Angeles;

b — wytrzymato$é na Sciskanie w kG/em? (kostki mokrej wymiaréw
5 cm x5 em x5 em okres§lenie w PN-54/0-04110);

¢ — nasigkliwo§é wagows wyrazng w °/,.

Przechodzac do omoéwienia punktu 3 uczynimy ogdélng uwage, iz
w zasadzie wystarczy zbadaé za pomocy kryterium (22) odleglo$ci naj-
mniejsze, gdyz odleglosci istotnie od nich wieksze tym bardziej je spel-
niaja. Zbadajmy wiec przykiadowo odleglosé (1,2) w cesze a i odleglosé
(1,4) w cesze c. Mamy

33,12 = [(173—175)2+(257—175)2+(076_1’5)2]/3 ~ 0,76,

skad
— 1,5 . /1 o
v;m/l/).tl,fz >6,;?7—l/—§ 0,1 —-]_,60/‘/3 < 03
s? . = [(25,0—28,3)%+ (32,0 —28,3)*+ (27,0 — 28,3)%]/3 ~ 7
stad '
— 283 ]/_1 ' _
sy 2271/~ 0,1 —1,65/V3 ~ 1.
Ve /l/)'cc> 2,65 3 ! ’ /

Obliczenia podobne do przedstawionych tutaj pokazuja mats dyskry-
minacyjno$é cech w rozpatrywanym przez nas materiale zawartym w tab-
licy I. W celu uzyskania wynikow zadowalajgcych nalezaloby wiee pobraé
probki o wiele liczniejsze (po 30 lub wiecej powtorzen z kazdej odmiany
kamienia) i utworzyé z nich wiazki.

Punkt 4, z uwagi na brak danych, pomijamy. Co do punktu 5 to
zastosujemy bardzo latwe w liczeniu przybliZone unormowanie cech na
¢rednig. Uzyskamy je przez podzielenie cechy b przez 100 oraz pomno-
zenie cechy ¢ przez 50 (czyli 100/2). Ceche a pozostawiamy niezmieniong.
W tej wiec normalizacji szukamy najlatwiejszych dzielnikéw, zblizonych
wartoéciag do Sredniej §rednich (p. str. 394).

7 uwagi na szezuplo$é materiatu i niemoznosé zastosowania normal-
nej procedury (np. okreflenie nie za wielkich wartos$ci g, na rozsagdnym
poziomie ufnosei jest tu niemozliwe, gdyz, jak zobaczymy nizej, ilorazy
1, x, S& D& 0gOk nieistotne, a statystyki S; maja rozklad y? tylko z dwoma
stopniami swobody, pomijajac fakt, iz rozklad ten w rzeczywistosci dosé
sie rozni od y2), omoéwimy teraz w skrocie punkty 6, 7 i 8 w oparciu o za-
laczong tablice IT odlegtoSci empiryeznych, obliczonych z tablicy I.
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TABLICA I. Thiczen drogowy — dane

. 1 | 2 3 4
Kamie- Gracze | Kowalskie Strzelin Kieleckie
niolomy .

bazalt bazalt granit kwarcyt
Lp. 1 2 3 l 1 2 3 1 2 3 1 2 3
a 9,8 10,6 8,8 85 7,9 8,2 (157 154 15,5 | 22,8 23,3 23,0
b 2010 1940 1810 | 2050 2060 2410 | 1800 1330 1650 | 2000 2130 1860
unorm. | 20,1 19,4 18,1 | 20,5 20,6 24,1 |18,0 13,3 16,5 | 20,0 21,3 18,6
c 0,36 0,24 0,19| 0,20 0,33 0,17 0,43 0,43 0,44 0,87 0,88 0,74
unorm. 18,0 12,0 9,5 |10,0 16,5 8,56 | 21,5 21,5 22,0 | 43,5 44,0 37,0

Poniewaz przyklad niniejszy stuzy jedynie jako ilustracja metody,
ustalimy warto$ci g, arbitralnie, biorgc za nie najwieksze realizacje bez-
wzglednej wartoSci réznicy odleglosci warstwowej 1 Sredniej

g, = max|D;,—D,| = max 4,,.
j i

Tak ustalimy nastepujace wartosci g, = g,,l/2 (3—1)/(7?—2):
912 = 2,1, 11,

6,3,

07,
13,1.

! 7
913 Juu =
4 !
924 934

Stad latwo juz wyliczyé ilorazy ¢ ze wzoru (18):

g;s = 9787

ta,2),0,3 < 0,

ta,a,e ~ 27 taee < 0,

la.2),1,e) ~ 9, ,3),23 < 0, tac0 < 0,

tu2), 29 ~ 1,4,

ladnes ~ 39 legeey ~ 352,

t(1,2).(2,4) ~ 16 , t(l,3),(3,4) ~ 0,1, t(z,a),(3,4) <0,

t(1,2),(3,4) ~ 2,1, t(1,4),(2,3) ~ 1,8, t(2,4),(3,4) ~ 0,4.

Wartosci istotne na poziomie ufnofci 0,9 zostaly pogrubione, przy
czym wygrubiono pare liczb oznaczajaca odleglo$é istotnie mniejsza, a wiee
te, ktora wybieramy wykonujac krok w budowie dendrytu.

Na tej podstawie latwo sprawdzimy, iz wychodzac z elementu nr 1
(Gracze) mozna wykonaé pierwszy krok w budowie dendrytu algo-
rytmem Warmusa na dwa sposoby: 1. (1,2); 2. (1,3).

Dwa pierwsze kroki mozna juz wykonaé na cztery sposoby:

1. (1,2), (1,3);
3. (1,3), (2,3);

27 (1.2), (2,3);
4. (1,3), (3,4);
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trzy pierwsze kroki, tworzace juz szukang rodzine dendrytéw R w tym
przypadku, mozna wykonaé na wiekszg ilo§é sposobow.

GdybySmy pobrali liczniejsze prébki, uzyskana rodzina dendrytow
oczywifcie wydatnie by sie zmniejszyla; byé moze udaloby sie w roz-
wazanym tu przypadku uzyskaé¢ jedyny dendryt odmian tlucznia. Otrzy-
mane dendryty mozemy natozyé¢ na siebie i znalezé w ten sposéb wielo-
krotne polaczenia obiektow (a wiec ,najpewniejsze”).

Na zakoniczenie pragne zwrocié uwage na nieco inny sposéb zasto-
sowania omawianej tu metody, wazny w praktyce. Zalézmy mianowicie,
ze sposrod odmian thicznia chcemy wybraé najlepszy pod wzgledem
pewnego zespolu cech uzytkowych (np. w budownictwie drogowym).
W tym celu obieramy w przestrzeni cech punkt okreflajacy ,tluczen
idealny”. Punkt ten mozna oczywifcie potraktowaé jako wektor losowy
o zerowej macierzy kowariancyj; metoda obejmuje i ten przypadek.

Wybér elementu najblizszego danemu jest réwnoznaczny z wyko-
naniem pierwszego kroku w budowie dendrytu. Stad juz widaé, ze i w tym
przypadku mozemy poréwnywaé z soba odleglo§ci empiryczne za po-
mocg ilorazu T (wzoér (18)), znajdujac na zalozonym poziomie ufnofci
tluczen najblizszy idealnemu, czyli najlepszy. Tutaj zadany poziom uf-
no$ci mozna uzyskaé posiadajac nawet mniej liczne probki, gdyz wy-
starczy tu rozpatrywaé przestrzen samych odecinkéw (odleglosci) wycho-
dzac z danego punktu.
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. MUKEBHUY (Bponnas)

JAOBEPUTEJIBHBIE OBJIACTU JJid AEHJPUTOB

PE3IOME

Hacrosimasa paGora ComepuT yiyvlleHue METONOB aBTOPA, OMYGIMKOBAHHEIX
panpmie B crartee [7], Npejaramiiell NPOBEPKY CTATHCTHYECKOH TOCTOBEPHOCTH
MleHIPUTA, KOHCTPYMPOBAHHOIO METOIOM BPOUJIABCKOM TAKCOHOMUM. 31€Ch ABTOP BBOUT
HOBOE ONpejeleHue IMINUPUYECKUX PACCTOAHMN (Popmyna (4)) MesxAy uccaemroBaH-
HEIMU TONYJAUMAMHM. ITO LAeT BO3MOKHOCTb BBECTH yacTHhe CTymeHTa (12) 1 B mans-
HelilleM NOCTPOMTH [OBEPUTEJbHbIE O00JACTH [JIS HEM3BECTHHX TEOPETHYECKUX pac-
croannmit. ®opmyna (18) yxasHBaeT KPUTUYECKHI YPOBEHh [OCTOBEPHOCTH CpaBHHU-
BAa€MHIX SMIONPUYECKHX paccrosnuif. HEcanm B KOHCTPpYKUMHM KpaTyaifumiero AeHOpuTa
CPaBHUBAEMEE DPACCTOAHNA CYIIECTBEHHO He Da3lNM4HH, AEHAPUTHOE YMOpPHANOYEHHE
He YHOBIETBOPAET CBOHCTBOM O/(HO3HAYHOCTH. JTO NPUBOMUT K KOHCTPYKLNHM CeMeil-
CTBA NIEHJPHUTOB, KOTOpPOE COOTBETCTBYET CyMMapHOil cayvaitHo#t BrHGOpke M3 Hccie-
MOBaHHEIX momyiasauuil. Kpome Toro, mosyyaercA oueHka CHU3Y BepOATHOCTH TOTO,
YTO BEPHHIM OKAaiKETCA pelleHue O MPUHAJIIEKHOCTH HEU3BECTHOLO TEOPETHYECKOTO
AEeHAPUTA K TNOJY4YEeHHOMY CeMeHCTBY HE€HJPUTOB.

B saknnouenunm npUBOAMTCA INpPUMEp, YKABHBAWINMA NpPUMEHEHHE METONOB
ABTOPA K pe3ylbraraM M3MepeHuit TeXHUYECKUX CBONCTB KaMHA JIIA MOCTPONKH IOpOT.

J. MIKIEWICZ (Wroclaw)
CONFIDENCE REGIONS FOR DENDRITES

SUMMARY

This paper presents an improvement of a previous method, published by
the author in [7], for the verification of the statistical significance of a dendrite
constructed according to the rules of the so called Wroctaw taxonomy. The author
introduces here a new definition of the empirical distances (see formula (4)) between
the populations to be arranged. These allow for the construction of Student’s
quotients (12) and so for the determination of the confidence regions for the unknown
theoretical distances. Formula (18) gives a significance limit for the difference in the
compared empirical distances. If one constructs the shortest dendrite, and some of
the compared distances do not significantly differ one from another, the dendrite
arrangement will not be unique. This leads to a family of dendrites which corresponds
to the joint sample composed of observations taken from all studied populations.
A lower bound is also obtained for the probability of no mistake in the sentence that
the unknown theoretical dendrite belongs to the constructed family of dendrites.

In the last section there is given an example of the application of the proposed
method to the measurements of technical characteristics of different kinds of stone
material for road construction.



