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Uber die speziellen s-Vektorfelder auf den Sphiren

von M. KUCHARZEWSKI (Katowice)

Einleitung. Die erste und doch schon weitgehende Aussage iiber
die tangentialen Vektorfelder auf den Sphiren folgt aus dem Satz von
Poincaré-Brouwer (vgl. [2], 8. 548-555). Diese stellt fest, dass es auf den
Sphiren der geraden Dimension kein tangentiales stetiges und nullfreies
Vektorfeld gibt. Unabhingig davon beschiftigten sich mit diesem Problem
viele andere Autoren wie z.B. Hopf, Stiefel [9], [10] und Eckmann [3],
[4], [6]. Alle Zahlen s, fiir welche ein tangentiales lineares s-Vektorfeld
auf der Sphire 8" ' existiert, wurden mit Hilfe eines Satzes von “Hur-
witz [6], [7], Radon [8] und Eckmann [5] bestimmt. Zu diesem hat dann
Eckmann [5] einen erginzenden Satz bewiesen, der die Anzahl der nicht-
dquivalenten linearen s-Vektorfelder auf §* ' bei den gegebenen s und n
bestimmt. Auf diese Weise wurden alle solche Felder und zwar bis auf
Aquivalenz gefunden. Endlich hat Adams im Jahre 1962 gezeigt, dass
es kein tangentiales stetiges s- Vektorfeld auf S§" ' gibt, wenn s > o(n)
ist, wo o(n) eine so genannte Hurwitz-Radonsche Zahl bedeutet. Dadurch
wurde die Frage iiber die Existenz der stetigen tangentialen s-Vektor-
felder auf den Sphiren vollstandig geldst.

Hier betrachte ich spezielle s-Vektorfelder auf den Sphiren d.h. die
s-Vektorfelder, die zu den (s+1)-Vektorfeldern nicht erginzt werden
konnen.

Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen. In dem ersten sind
die grundlegenden Definitionen und Sitze versammelt, die im weiteren
benutzt werden. § 1 enthilt die Definition des linearen tangentialen
s-Vektorfeldes und den Satz 1.1, der den Zusammenhang zwischen diesen
Feldern und Matrizen darbietet. Obwohl dieser Satz bekannt ist, wird er
hier bewiesen, weil ich ihn in der Literatur nicht getroffen habe und weil
er anderseits eine grundlegende Bedeutung fiir die ganze Arbeit hat.
Im § 2 wird der Satz von Hurwitz-Radon-Eckmann und im § 3 der Satz
von Eckmann iiber die Anzahl der nicht aquivalenten s-Vektorfelder
auf 8"' gegeben, Diese zwei Sitze sind hier nicht bewiesen, weil man
die Beweise in der Literatur [5] finden kann.
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Im zweiten Teil beschiftige ich mich mit den speziellen s-Vektor-
feldern. Insbesondere werden die Sitze iber die Existenz, die Anzahl
und die Konstruktion dieser Felder bewiesen. Mit Hilfe dieser gebe ich
ein Verfahren zur Bestimmung aller nicht dquivalenten s-Vektorfelder
auf den Sphiren. Fiir die Werte n von 1 bis 64 sind diese auf einem Dia-
gramm dargestellt. Der zweite Teil enthilt im allgemeinen neue Er-
gebnisse. Sie ermoglichen — glaube ich —in die Struktur der linearen
8-Vektorfelder besser einzudringen.

Gewisse Ergebnisse iiber die speziellen Vektorfelder hat auch Vran-
ceanu [11] erhalten.

1. LINEARE TANGENTIALE VEKTORFELDER AUF DEN SPHAREN

§ 1. Das lineare tangentiale s-Vektorfeld. Im =-dimensio-
nalen Buklidischen Raume R" sei eine Sphire 8" ' mit dem Radius 1

und mit dem Zentrum im Ursprung des Koordinatensystems gegeben.
Bezeichnen wir mit

n
(z,y) = 2 z°Y"
. all
das skalare Produkt der Vektoren z(x®) und y(y*), a=1,2,..,n, 80
kann die Gleichung der Sphire §" ' in der Form
(1.1) _ (x,z)=1
geschrieben werden.

Wir sagen, dass ein tangentiales s-Vektorfeld anf 8" ' definiert ist,
wenn s-Einheitsvektoren

(1.2) v=uo(z), t=1,2,..,8
i i

jedem Punkte x der Sphire 8" ' zugeordnet sind, die miteinander ortho-
gonal und zur 8" ' tangential sind. Dann miissen die Funktionen (1.2)
die nachstehenden Relationen

(1.3) (:’7}’)=‘5iia h,j=1,2,..,8%,

(1.4) (0,2) =0

erfiilllen. Sind (1.2) hinsichtlich # linear homogen, so wird das s-Vektor-
feld linear genannt. In diesem Falle haben sie die Form

(1.5) . v =Kz,
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wo K die quadratischen Matrizen der Ordnung » sind und » bzw. z die
i i
einspaltige Matrix |jv?|| bzw. |lz¢|| bedeutet.

Das lineare s-Vektorfeld ist also durch die Matrizen

(1.6) ‘E(’ i=1,2,..,8
vollstandig bestimmt. Diese konnen offenbar nicht beliebig sein, sondern
miissen gewisse Bedingungen erfiillen, die im nachstehenden Satz ent-
halten sind.

SATz 1.1. Die Formel (1.5) bestimmt dann und nur dann ein lineares
tangentiales s-Vektorfeld auf S"*, wenn die Matrizen (1.6) die Bedingungen

(1.7) K= —E,
(1.8) E'=—K,
1 1
(1.9) K-K=—-EKK, i#j,4,j=1,2,..,8
i 1 7 i
erfiillen.

E bedeutet die Einheitsmatric der Ordnung n und KT die zur K trans-
ponierte Matriz.

Falls s = 1 ist, d.h. handelt es sich um ein lineares tangentiales 1-Vekior-
feld, so sind die Bedingungen (1.9) wegzulassen.

Beweis. Um die Rechnungen zu vereinfachen, werden wir im wei-
teren das skalare Produkt (x,y) auch in der Matrizenform

(@, y)=2Ty=yT-z
schreiben.

Zuerst zeigen wir, dass (1.7)-(1.9) hinreichend sind. Darum miissen
wir beweisen, dass die Vektoren (1.5) ein orthonormales System bilden
und dass diese zum normalen Vektor z der Sphire §"~' orthogonal sind.

In der Tat haben wir einerseits fir i 7 j

(1.10) (v,0) = vy = (Km)TKw = 'K Ko = —23 KKz
i i

i i y i g ig
und anderseits

(1.11) ('u v) = mTKTKw — —o"KKv = z"KKx .

(A | g

Aus (1.10) und (1.11) ergibt sich
(1.12) (@,;J)=0, T#].
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Falls ¢ = j ist, erhdlt man die Relation

(1.13) (v,0)= —a'KEz=a"z=1

i % ! .
weil z auf §"" liegt. Die Vektoren v bilden also ein orthonormales System.

Um zu beweisen, dass diese Vektoren zur 8" tangential sind, betrachten
wir die folgenden skalaren Produkte

(1.14) (v,2) =v"e ="Kz = —a"Kux,
i i i i

(1.15) (x,v) =2T-v=2TKzx
i i i

(1.14) und (1.15) haben als Folge

(1.16) (v,2)=0,

was bedeutet, dass v zur 8"~! tangential sind. Die Bedingungen (1.7)-(1.9)

sind also hinreichehd. Die Notwendigkeit zeigen wir folgendermassen:
Aus (v,v) =1 ergibt sich fiir z e §"*
i i

"K' Ke = o )
i

(1.17) s (ETK—E)z=0,
[ i

K'K=E, i=1,2,..,5s.

1 K

Aus (v, 2) = 0 = (x, v) erhdlt man weiter
i i

o Kw = —o"Kw s
D) i
(1.18) sT(K"+K)z=0,
i i
E'= K.

Aus (v,v) = 0= (v, v) haben wir fiir 7 #j
L) 7 1
o' K"Kz = —a" K"Kz,
i 7 i
(1.19) " (K"E+ EK"K)z =0,

1 7 ? 1

K"K — —K'K.

® 7 7 1
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Die Bedingungen (1.17)-(1.19) sind mit (1.7)-(1.9) adquivalent. Der
Beweis ist auf diese Weise beendet.

Mit Hilfe des Satzes 1.1 ist die Bestimmung des linearen tangen-
tialen s-Vektorfeldes auf 8" ' auf die Bestimmung die s-Tupel der Ma-
trizen -(1.6) zuriickgefiihrt, die (1.7)-(1.9) erfiillen.

§ 2. Die Anzahl s der Matrizen, die den Bedingungen (1.7)-(1.9)
geniigen, bestimmt ein Satz von Hurwitz [6], [7], Radon [8] und Eck-
mann [5]. Bei unseren Bezeichnungen kann er so formuliert werden:

SATz 2.1. Schreibt man n in der Form

(2.1) n = u-2%tP

(v — ungerade; § = 0,1, 2, 3), so gibt es dann und nur dann s, n —reihige
Matrizen, die den Gleichungen (1.7)-(1.9) geniigen, wenn

(2.2) s <8at+2"—1=p(n)—1
18,

Mit Hilfe der Sitze 1.1 und 2.1 ist das Problem der Existenz eines
linearen tangentialen s- Vektorfeldes auf jeder Sphire vollstdndig gelosst.

Der Satz 2.1 wurde von Adams [1] auf die beliebigen stetigen tan-
gentialen s-Vektorfelder folgendermassen verallgemeinert:

Satz 2.2. Ist (2.2) micht erfiillt, dann gibt es iiberhaupt kein stetiges
tangentiales s-Vektorfeld auf 8" '.

Auf diese Weise wurde auch das Problem der Existenz beliebiger,
nicht notwendig linearer, tangentialer und stetiger s-Vektorfelder auf
den Sphiren vollstindig gelost.

§ 3. Es entsteht jetzt die Frage: wieviel gibt es lineare tangentiale

s-Vektorfelder auf der Sphire 8" ', wenn s natiirlich (2.2) erfiilllt? Wir
bemerken zuerst, dass es unendlich viele s-Tupel von Matrizen

(3.1) (K, ..., K)

1 8
gibt, die (1.7)-(1.9) erfiillen, wenn nur ein solches s-Tupel (1.6) existiert.
Sie konnen nimlich folgendermassen

(3.2) K=PEP™?, i=1,2,..,s,

’ ]
gebildét werden, wo P beliebige orthogonale Matrix ist. Um also die
Frage iiber die Anzahl der linearen tangentialen s-Vektorfelder beant-
worten zu konnen, filhren wir zunichst eine Aquivalenzrelation in der
Menge der s-Tupel von Matrizen M, ein. Diese kann offenbar auch in
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der Menge der linearen tangentialen s-Vektorfelder auf des Sphire 8" '
bestimmt werden.

DEFINITION 3.1. Zwei s-Tupel von Matrizen (K) und (f) werden
i ‘ '

dquivalent genannt, wenn es eine orthogonale Matrix P gibt, so dass (3.2)
erfilllt ist.

Die Anzahl der nichtdquivalenten s-Tupel von Matrizen, die bei
gegebenen n und 8, (1.7)-(1.9) erfilllen, bestimmt der von Eckmann [5]
als Nachsatz zum 2.1 bewiesene Satz:

SATz 3.1. @eniigt s der Bedingung (2.2), so gibl es fiir
(3.3) 8414 0(mod4)
bis auf Aquivalenz genaw eine Losung, fiir
(3.4) §+1 = 0(mod4)

dagegen m-+1 wverschiedene, wo m entweder

(3.5) m= »2(,’_’—1),2; , 841 = 0(mod8)
oder

(3.6) m = ﬁ, s+1 = 4(mod8)
gleich ist.

2. SPEZIELLE VEKTORFELDER AUF DEN SPHAREN

§ 4. Die Existenz und die Eindeutigkeit der linearen tangentialen
s-Vektorfelder auf den Sphiren 8" ' bestimmen die Satze 2.1 und 3.1.
Eine Methode zur Konstruktion dieser wurde unter anderen auch in der
Arbeit von Vranceanu [11] gegeben. Im weiteren beschiftige ich mich
mit den so genannten speziellen Vektorfeldern. Uber diese werden einige
Sitze bewiesen, welche gewisse Informationen iber die Existenz und
den Aufbau dieser Felder enthalten. Mit Hilfe dieser Sitze konnen alle
speziellen Vektorfelder wenigstens fiir kleine Werte n bestimmt werden.
Dije im allgemeinen nicht linearen speziellen Vektorfelder untersuchte
auch Vranceanu in [11].

DErFINITION 4.1. Ein lineares tangentiales s-Vektorfeld nennen wir
speziell, wenn es zum linearen tangentialen (s--1)-Vektorfeld nicht er-
ginzt werden kann.

Aus der Formel (2.2) ergibt sich trivialerweise, dass die speziellen
&-Vektorfelder auf den Sphiren existieren, niamlich dann, wenn in (2.2)
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das Gleichheitzeichen auftritt. Der Satz 3.1 zeigt weiter, dass diejenigen
Vektorfelder auch dann existieren, wefin 8 die Ungleichung

(4.1) 8 < 8a+2°—1

erfiillt. Tm folgenden wird eine einfache Methode zur Konstruktion dieser
Felder dargestellt.

Zuerst muss ich aber einige Hilfssitze iiber die Matrizen beweisen.

HILFSSATZ 4.1. Hs seien s- Matrizen (1.6) gegeben, die (1.7)-(1.9)
erfiillen. Das Produlkt

(4.2) K=KK..K
1 2 8

dieser Matrizen erfillt dann und nur dann gemeinsam mit (1.6) dieselben
Relationen, d.h. es g¢ilt

(4.3) K=-FE,

(4.4) K'= K,

(4.5) K-K=—KK,

wenn f ‘

(4.6) s=4t+2, t=0,1,2,..
ist.

Beweis. Ich zeige zuerst, dass (4.6) notwendig ist. Wir nehmen
also an, dass (4.3)-(4.5) erfiillt sind. Aus der Definition von K (4.2) er-
halten wir folgende Relationen:

(4.7) KT — (__1)3(8+1)/2K ,
(4.8) Kz — (_1)a(a+1)sz ,
(4.9) KK = (—1)“’“157 .K-K..K,
i-13+1 &8
(4.10) KK = (—1)* K.EX.K.
t—113+1 ]

Aus (4.9) und (4.10) ergibt sich weiter

(4.11) KK =(—1""K-K.
1 1

Sind (4.3) und (4.4) erfiillt, so muss 8(3+1)/2, wegen (4.7) und (4.8)
ungerade sein

(4.12) isztl—) = 2l+1.



278 M. Kucharzewski

Uberdies folgt aus (4.5) u.nd.(4.11), dass 8 gerade ist
(4.13) 8§ =4k.

In (4.13) muss % ungerade sein
(4.14) k= 2t41

Andernfalls wire s(s+1)/2= k(2k-+1) gerade, was (4.12) wider-
spricht. Setzt man (4.14) in (4.13), so erhdlt man (4.6) und die Notwendig-
keit wurde bewiesen.

Hat s die Form (4.6), so sind (4.3)-(4.5) auf Grund der Relationen (4.7),
{4.8) und (4.11), erfiillt. (4.6) ist also auch hinreichend. Auf diese Weise
ist der Beweis beendet.

Sind s = 4t4-2, t= 0,1, 2, ... Matrizen (1.6) gegeben, die (1.7)-(1.9)
erfiilllen, dann kann man also eine weitere Matrix K mit Hilfe der For-
mel (4.2) finden, so dass die Matrizen F, ..., K, K den Bedingungen (1.7)-

8

(1.9) geniigen. Bei diesen Vorauséetzungen gilt

HiLrsSATZ 4.2. Es gibt keine weitere Matrix mehr, die mit K, ..., K, K
) 1

dieselben Bedingungen erfullt. )
Qeweis. Zum indirekten Beweis nehmen wir an, dass es eine Ma-
trix K gibt, die mit den Matrizen K, ..., K, K die Bedingungen (1.7)-(1.9)
1 s
erfiillt. X ist mit K schiefvertauschbar. Da K = K...K und s gerade ist,
i

1 8
muss K mit K vertauschbar sein. Das widerspricht aber der Vorausse-

tzung, dass K und K schiefvertauschbar sind. Der Beweis ist also beendet.
Aus den obigen Hilfssdtzen erhilt man ohne weiteres den nachstehen-
den Satz iiber die linearen tangentialen s- Vektorenfelder auf den Sphéren.

SATZ 4.1. Ist ein tangentiales lineares s-Vektorfeld wvorhanden, so
kann es zu demjenigen (s+1) ergimzt werden, wenn s die Bedingung (4.6)
erfullt.

Die Matrizen, die dieses (8+1)-Vektorfeld bestimmen, haben die Form
K,Ky..,. K3, K=K-K.K, wo K, i=1,2,...,8 diese Matrizen

1 2 8 1
bezeichnen, welche dem angegebenen s-Vekiorfeld zugeordnet sind. Dieses
(8+1)-Vektorfeld ist speziell.

§ 5. Jetzt mochte ich einige Bemerkungen iiber die Anzahl der
nicht aquivalenten speziellen s-Vektorfelder machen. Sei s eine Zahl
der Form (4.6), die (2.2) erfiillt. Bezeichnen wir mit

(5.1) K,. K
{

8
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beliebige s-Matrizen, die (1.7)-(1.9) erfilllen. Dann kann man eine zu-
siatzliche Matrix

(5.2) KE=K..K

1 38

bilden, die mit (5.1) denselben Bedigungen geniigt. Ausser der Matrix (5.2)
hat dieselben Eigenschaften die Matrix

(5.3) K= —-K.

Auf diese Weise haben wir wenigstens zwei (s+1)-Tupeln von
Matrizen

(5.4) $£K,..,K,K),
(5.5) Q(K’ st K7 —K)

die (1.7)-(1.9) erfiillen und die zu demjenigen (s 2)-Tupel nicht erginzt
werden konnen. Die Matrizen (5.4) und (5.5) bestimmen also spezielle
tangentiale (s+1)- Vektorfelder anf 8" .

Wir zeigen noch, dass die (s+1)-Tupeln von Matrizen (5.4) und (5.5)
in Sinne der Definition 4.1 nicht 4quivalent sind.

Zum indirekten Beweis nehmen wir an, dass (5.4) und (5.5) aqui-
valent sind. Wir bezeichnen mit P die orthogonale Matrix, welche diese
Aquivalenz feststellt. P muss also die Relationen

(5.6) KP=PK, i=1,2,..,5,
i 1

(5.7) _KP-—PK

erfilllen. Uberdies folgt aus (5.6), dass P mit allen K vertauschbar ist.
1
Sie muss also wegen (5.2) und (4.6) auch mit K vertauschbar sein

(5.8) KP = PK.

Die Bezeichnuhgen (5.7) und (5.8) haben KP = 0 als Folge. Da K
nicht singulir ist, ergibt sich P = 0 daraus, was der Orthogonalitit von P
widerspricht. Wir haben also folgenden Satz bewiesen:

SATZ 5.1. Fiir jedes s der Form (4.8), das (2.2) erfillt, gibt es wenigstens
zwet lineare tangentiale (s+1)-Vektorfelder, die speziell und miteinander
nicht dquivalent sind. Diese sind durch die (s+1)- Tupeln (5.4) und (5.5)
von Matrizen bestimmdt.

§ 6. Im folgenden ist ein Verfahren dargestellt, mit Hilfe dessen
die Losungen von (1.7)-(1.9) der Ordnung m-n gebildet werden koénnen,
wenn diejenigen der Ordnung » bekannt sind.

Annales Polonici Mathematici XXI 19
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Sind r-Matrizen der Ordnung =
(6.1) (11(, wey K)

gegeben, die (1.7)-(1.9) erfilllen, so kann man ohne weiteres r-Matrizen
der Ordnung m-n bilden, die auch (1.7)-(1.9) erfiillen, und zwar in der
folgenden quasidiagonalen Form

(1) (m) .
I.(={K,...,.7.K}, i=1,2,..,r.

(1) (m)
{K, ..., K} bedeutet eine quasidiagonale Matrix, die auf der Hauptdia-
i i

gonale die Matrizen K besitzt. Der obere Index bezeichnet die Position
i
der Matrix K auf der Hauptdiagonale.
i

Sind zwei 7-Tupeln von Matrizen (6.1) und

(6.2) (ch, 1}')

gegeben, so kann man die (m-+1) folgenden r-Tupeln von Matrizen der
Ordnung m-n bilden

1 1 m
(6-3) -71_%: {Ea reey ?’(%: ey -(JK)}?:%;’.:T .

Diese haben auf den g ersten Stellen der Hauptdiagonale die Maitri-
zen aus (6.2) und auf den ibrigen aus (6.1). Bei festem ¢ erfiillen die
Matrizen (6.3) die Bedingungen (1.7)-(1.9). Sie bilden also ein r-Tupel
(j=1,2,..,7r) von Losungen der Gleichungen (1.7)-(1.9). Fir
e=0,1,..,m erhalten wir also (m-+1) derjenigen Losungen. Auf diese
Weise kann man aus je zwei Losungen (6.1) und (6.2) der Ordnung =
die m+1 Losungen (6.3) der Ordnung m-n bilden.

Insbesondere aus den zwei Losungen (5.4) und (5.5) erhalten wir,

analog wie im (6.3), m+1 Losungen der Ordnung m-n
¢ ) @ +tn  m
(6.4) K—{E,. ., K, K, .., Ef32"050
1 k3 1 ]
E’ bedeutet ¢-te Matrix von (5.5) und K diejenige von (5.4). D.h.
i !
es ist

(6.5) K=K, i=1,2,..,s
1 1

und .

(6.6) : K=-K=—-K.

8+1 8+1
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Uber diese Matrizentupeln zeigen wir den nachstehenden Hilfssatz.

HILFSSATZ 6.1. Je zwet verschiedene unter den Lésungen (6.4) sind
nicht dquivalent.

Beweis. Wir nehmen in Betracht ein von (6.4) verschiedenes Tupel
von Matrizen der Form

‘ ) D (o+1)  (m)
(6.7) {K K,K, ""1.'{}

3 1 1
Da (6.4) und (6.7) verschieden sind, gilt die Ungleichung

(6.8) oFo.
Aus (6.5) und (6.6) folgen die Relationen

(6:9) K—K, i=1,2,..s,
i i
[ (1) (@) (e+1) (m) o (1) {9) (o+1) \m)
(610) K={~K,..,~K,K,..,K}, K={-K,.,~K K,..K}.

Zum indirekten Beweis nehmen wir an, dass (6.4) und (6.7) aqui-
valent sind. Es sei P diejenige orthogonale Matrix, die diese Aquivalenz
bestimmt. P muss also die Gleichungen

(6.11) PK=KP, i=1,2,..,s+1
erfiillen. Stellen wir P in der Form
P = ||Py] , a,f=1,2,..,m

dar, wo P, die Matrizen der Ordnung n sind, so ergibt sich aus (6.11)
und (6.9), dass Pg mit K K vertauschbar sind: PaﬂK KP.,,

1=1,2,..,8 a,f=1,2,..,m. Da s gerade ist, mussen Pop auch
mit K vertauschbar sein
(6.12) PyK = K-Py .

Jetzt betrachten wir die letzte der Relationen (6.11). Sie hat die
Form

(6.13) P.K—K-P.

8$+1 8+l

0
Die linke Seite von (6.13) stellt die Matrix PK dar, derer ng erste
8+1

0
Spalten mit (—1) multipliziert sind. Die rechte ist dagegen die K:P,
3$+1

19*
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0 0
derer no erste Reihen mit (—1) multipliziert sind. Da PK = KP wegen
841 s+1
(6.12) ist, miissen alle Matrizen

Py, r=1,2,...,,0; s=p+1,...,m
und
Ppg, p=o+1,..,m; g=1,2,..,9
gleich Null sein. Die Matrix P ist nicht singuldr. Die Summe der Dimen-
sionen der verschwindenden Rechtecke muss also nicht grosser als m-.n
sein. D.h. es gilt
m—o+o<<m
und gleichzeitig
m—ot+o<<m.

Daraus folgt ¢ = ¢. Das widerspricht aber (6.8). Der Hilfssatz ist
also bewiesen.

Dieser kann fiur die linearen Vektorfelder so umformuliert werden:

SATZ 6.1. Fliir jedes s der Form (4.6), die der Ungleichung (2.2) geniigt,
gibt es (m—+1) lineare tangentiale nicht dquivalente (s-+1)-Vektorfelder auf
den Sphdren S™"'. Diese sind durch die Matrizen (6.4) bestimmt.

§ 7. Es entsteht jetzt die Frage, welche von den (m+1) im Satz 6.1
beschriebenen (s-}+1)-Vektorfeldern zu einem (s- 2)-Vektorfeld erginzt
werden konnen. Um diese Frage zu beantworten, beweisen wir zuerst
den entsprechenden Hilfssatz iiber die (s+1)-Tupeln von Matrizen (6.4).

HiLrssaTZ 7.1. Das (s+1)- Tupel von Matrizen (6.4) kann dann und
nur dann zu einem (s—+2)-Tupel erginzt werden, wenn

(7.1) o = mJ2
tst.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass (7.1) notwendig ist. Wir nehmen
also an, dass (6.4) zum (s+ 2)-Tupel von Matrizen erginzt werden kann.

D.h. es gibt eine Matrix B, die mit (6.4) gemeinsam die Bedingungen
(1.7)-(1.9) erfiillt. Wir stellen B in der Form

(7.2) B = ||Ba| , a,f=1,2,..,m,
dar, wo By quadratische Matrizen der Ordnung n sind. Da (7.2) mit Ig,

1=1,2,...,8, schiefvertauschbar ist, miissen alle B, mit K,z = 1,2,...,s,
)

auch schiefvertauschbar sein:

(7.3) KBaﬂ = —BaﬂK .

Daraus folgt, dass B, mit K vertauschbar ist:

(7.4) KBy = ByK .
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Gleichfalls muss B mit der Matrix IQC schiefvertauschbar sein

8+1
(7.5) BK— —KB.
841 341

Die linke Seite von (7.5) stellt folgende Matrix

e 1) (@ et1 (m)
(7.6) BK-=B{—K,.. —K,K,.., K}
8+1
0
dar. Sie entsteht, wenn man die np ersten Spalten in der Matrix BK
s+1
0
mit (—1) multipliziert. Die rechte Seite ist dagegen der Matrix KB
S+1

gleich, deren die n(m —p) letzten Reihen mit (—1) multiplitziert sind.

0 0
Da die Matrizen BK und KB wegen (7.4) miteinander gleich sind, erhilt
8+1 3$+1

man daraus die folgenden Relationen
2e<m, 2m—g)<m

die bedeuten, dass die Matrix B nicht singuldr ist. Aus diesen ergibt
sich ¢ = m/2 und der Beweis ist beendet. Aus dem nachstehenden Hilfs-
satz 7.2 folgt ohne weiteres, dass (7.1) auch hinreichend ist. Er wird
jetzt formuliert und bewiesen.

Sind s = 4{4 2 Matrizen der Ordnung » (5.1) gegeben, die (1.7)-(1.9)
erfiillen, und bezeichnen wir mit K das Produkt dieser (5.2), so kéonnen
zwei (8+1)-Tupel von Matrizen derselben Ordnung = (5.4) und (5.5)
gebildet werden (Hilfssatz 4.1, Satz 4.1), die (1.7)-(1.9) erfiilllen und nicht
aquivalent sind. Aus diesen kann man drei nicht dquivalente (s+41)-Tupel
von Matrizen der Ordnung 2n (Hilfssatz 6.1, m = 2) erhalten, unter
denen auch das folgende

1 1
(7.7) K={K K}, K={-K,K}, i=1,2,..,5
€ s+1

auftritt.

HivLrssaTz 7.2. Es gibt mindestens eine Matriz der Ordnung 2n, die
mit (71.7) gemeinsam (1.7)-(1.9) erfiillt. Sie hat die Form

(7.8) [0|K”

~ |lK|o

In der Tat ist es leicht zu priifen, dass die Matrix (7.8) alle erforderten
Eigenschaften hat.
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Um die Existenz der Matrix B im Hilfssatz 7.1 zu zeigen, wenn (7.1)

— 1) (o)
erfillt ist, geniigt es nur zu bemerken, dass die Matrizen K = {K, ..., K},
i i i

i=1,2,..,8; o= m/2, alle Voraussetzungen des Hilfssatzes 7.2 erfiillen.

§ 8. Die vorigen Betrachtungen geben eine Methode fiir die Bestim-
mung aller linearen speziellen nicht dquivalenten s-Vektorfelder auf den
Sphiren 8" . Bei dieser wird vorausgesetzt, dass wenigstens ein s- Vektor-
feld auf der Sphire der kleinsten Dimension bekannt ist, d.h., dass ein
s-Tupel von Matrizen (K, ..., K) bekannt ist, die dieses s-Vektorfeld

1

8
bestimmen.

Zuerst machen wir zwei Bemerkungen, die man leicht beweisen kann.
Bemerkung 8.1. Sind zwei s-Vektorfelder 5 und 5 aquivalent
und ist 5 speziell, so muss auch 55 speziell sein. Anders gesagt die Eigen-

schaft, dass ,ein s-Vektorfeld qpemell ist”’ stimmt mit der durch die
Definition 3.1 erklirten Aquivalenzrelation iiberein.

Bemerkung 8.2. Es seien » und n, durch die folgenden Formeln

n — u_24a1+ﬂx , ny = 2401+ﬂx

bestimmt, wo %, a, a; nicht negative ganze Zahlen und §8,4,=0,1,2,3
sind. Dann folgt aus der Ungleichung

(8.1) 8a,+ 2" < 8a+2°
die Relation
(8.2) N = My Ny,

wo m, eine natiirliche Zahl ist.

Bezeichnen wir mit s und » zwei natiirliche Zahlen, die den Rela-
tionen (2.1) und (2.2) geniigen. Im folgenden mochte ich alle nichtidqui-
valenten und speziellen s-Vektorfelder auf der Sphire 8" ' bestimmen.

Wir unterscheiden zwei Fille:

(8.3) ' 8+1£0(mod4),
(8.4) $+1 = 0(mod4).

Im ersten Fall gibt es auf Grund des Satzes 3.1 bis auf Aquivalenz
nur ein 8-Vektorfeld. Dieses ist speziell, wenn

(8.5) s=8a+2°—1
und nicht speziell, wenn
(8.6) s < 8a+2°—1

ist.
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Die erste Aussage folgt ohne weiteres aus dem Satz 2.1. Die zweite
kann man folgendermassen beweisen. Bezeichnen wir mit $(s,n) ein
s-Vektorfeld auf 8" *. Wir zeigen, dass $(s, n) nicht speziell ist. Aus der
Ungleichung (8.6) und aus dem Satz 2.1 ergibt sich, dass ein (s+1)-Vek-
torfeld $(s-+1,n) auf der 8" ! existiert. Dieses bestimmt ein s- Vektor-
feld $(s,n), das offensichtlich nicht speziell ist. Jede zwei s-Vektor-
felder sind aber wegen (8.3) und des Satzes 3.1 dquivalent. (s, n) und
$(s, n) sind also iAquivalent. Sie sind auch nicht speziell, weil $(s,n)
nicht speziell ist (Bemerkung 8.1).

Jetzt zeigen wir noch, wie man diese s-Vektorfelder bestimmen kann.
Aus dem Satz 3.1 folgt, dass es im Falle (8.3) nur ein s-Vektorfeld gibt.
Wegen (8.5) ist s die kleinste Zahl derart, dass das s- Vektorfeld auf 8" *
existiert. Dieses soll also nach Voraussetzung bekannt sein.

Wenn (8.6) erfilllt ist, suchen wirr die ganzen Zahlen aq,, 3,
(p=10,1,2,3), so dass die Zahl 8a,+ 27 _1 den moglichst kleinsten
Wert annimmt und der Ungleichung

{8.7) §<8a,+2"—1<8a+2°—1

genigt. Ist n, durch die Formel

Ny = 24¢1+ﬂ1

definiert, so erhidlt man aus (8.7) und aus der Bemerkung 8.2
'hl — ml'nl ]

wo m, eine entsprechende natiirliche Zahl ist. Gleichfalls ist », die kleinste

Zahl derart, dass ein s-Vektorfeld auf 8™ ' existiert. Bs sei $(s, n,) das

nach Voraussetzung bekannte s-Vektorfeld auf 8™ ': (s, n,)(K, ..., K).
1 8

Das einzige s-Vektorfeld $(s,n) auf 8" ' hat die Form

1) (ma)

H(sym): (Il(a---yIf)’ l‘_(={-§:a°"11i-f}; 1=1,2,..,s.

Dieses ist durch die quasidiagonalen Matrizen der Ordnung » bestimmt,
die auf den Hauptdiagonalen die Matrizen aus $(s, n,) enthalten.

Jetzt betrachten wir den Fall (8.4). In dem sind zwei Unterfille
zu unterscheiden:

(8.8) 8+1 = 4(mod8)
und

(8.9) §41 = 0(mod8) .
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Im Falle (8.4) hat s die Form
(8.10) s = 8a,4+2"—1,

wobei 8, gleich 2 bzw. 3 ist, wenn (8.8) bzw. (8.9) gilt.

Wird n, durch die Formel
Ny = 24111+51

definiert, so ist n, die kleinste natiirliche Zahl derart, dass das s-Vektor-
feld auf 8™ ' existiert. Da das s-Vektorfeld auch auf der Sphire 8" "
exisiert, gilt die Ungleichung

(8.11) s<8a+2°—1.
Aus (8.10) und (8.11) folgt
8a,+ 2 < 8a+2°.

Wegen der Bemerkung 8.2 erhidlt man daraus, n = m; -n;, Wo m,
gleich

(8.12) my = nf2e IR
im Falle (8.8) und gleich
(8.13) my = 2tV

im Falle (8.9) ist.
Auf der Sphire §™ ' ist ein (s —1)- Vektorfeld

$(s—1,m): (X, ..., K)

nach der Voraussetzung bekannt. Da s—1 die Form 4{4 2 hat, gibt es
auf Grund des Satzes 5.1 zwei s-Vektorfelder

H(s, n) (iKy---ra-ErKh

~

H(s, ny) (K,..,K,—K),

wo K = K...K ist. Mit Hilfe dieser kann man, wie im Satz 6.1, m,+1

1 8—1
8- Vektorfelder auf der Sphire 8" ' bilden. Diese sind nicht #quivalent
(Satz 6.1). Im Falle (8.4) ist die Anzahl der nicht dquivalenten s-Vektor-
felder auf Grund des Satzes 3.1 gleich m;+1. Wir haben also alle nicht
aquivalenten s-Vektorfelder auf der 8" ' erhalten. Unter diesen sind

die nicht speziellen durch die Eigenschaft ausgezeichnet, dass die Matrix K

dieselbe Anzahl der —K Matrizen und der K Matrizen auf der Ha.upg-
diagonale hat (¢ = m,/2; Hilfssatz 7.1).
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Diagram der s-Vektorfelder auf den Sphiren S

§ 9. Anschliessend geben wir ein Diagram an, das die Anzahl der
linearen tangentialen s-Vektorfelder auf den Sphiren 8" ' fir n = 1-64
darstellt. Dieses zeigt auch die speziellen und nicht #quivalenten

s-Vektorfelder.

In der ersten Spalte tritt die Zahl » und in der ersten Reihe die
Zahl s auf. Jeder Punkt in der s-ten Spalte bedeutet ein s-Vektorfeld.
In der Reihe, die der Zahl n entspricht, sind die s- Vektorfelder auf der
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Sphire 8" ' bezeichnet. Verschiedene Punkte bedeuten nicht dquivalente
Vektorfelder. Z.B. erhidlt man aus dem Diagramm, dass es sieben nicht
dquivalente 3-Vektorfelder auf der Sphire S gibt, unter denen nur eins
nicht speziell ist. Dann haben wir noch auf 8§ vier 7-Vektorfelder, die
speziell sind. Uberdies gibt es auf der §** bis auf Aquivalenz nur ein
einziges s-Vektorfeld fir s= 1,2, 4,5, 6, das nicht speziell ist.
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