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Sur un espace complet de champs tayloriens réguliers

par KRYSTYNA WACHTA (Krakow)

Résumé. On étude dans le travail des conditions nécessaires et suffisantes pour
que I’cspace J(K) des champs tayloriens réguliers définis sur un compact X = R"
soit complet dans I’espace I(K) des champs tayloriens sur K avec la topologie de la
convergence uniforme des coefficients.

Le sujet de ce travail est ’étude des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que l’espace J(K) des champs tayloriens réguliers définis
sur un compact K < R" soit complet dans 1’espace I(K) des champs
tayloriens sur K avec la topologie de la convergence uniforme des coeffi-
cients.

Le théoréme (2.1) montre que J (K) est fermé dans I (K) si et seulement
si la topologie naturelle (celle de Fréchet) est la méme que la topologie
induite de I(K). '

Nous donnons ensuite des conditions géométriques. On a constaté
que la condition bien connue de Whitney (Théoréme (3.1)) qui est suffi-
sante, n’est pourtant pas nécessaire pour que J(K) soit fermé.

Le théoréme (3.2) donne une autre condition suffisante dans le cas
ol K est un arc simple.

En remplag¢ant dans la condition de Whitney la longueur de ’arc par
le diameétre d’un ensemble connexe nous obtenons une condition nécessaire
(Théoréme (4.1)).

Je tiens & remercier M. S. Lojasiewicz dont les remarques m’ont
beaucoup aidé & rédiger ce travail.

1. Soient R ’ensemble des nombres réels, N I’ensemble des nombres
naturels, Z ’ensemble des nombres entiers. Pour chaque ouvert 2 <« R",
C™(2) désigne D’espace des fonctions réelles de classe C™ sur Q. Pour
a = (ag,...,a,) € N* posons la| =a;+ ... +a,, a! = (a!)-... {a,!).

Pour a,f e N" Dlinégalité o< p signifie que o;<g;,j =1,...,n.

On écrit

a a!
(ﬁ) = m lorsqlle az= ﬂ,

le] = V(%) + ... +(w,)* lorsque z € R™
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Soit K un compact dans R*® Un champ taylorien sur K est un systéme
f = ({aenn de fonctions réelles continues sur K. (On lidentific avee le
champ des séries formelles

a.

fcl

f: Kauw—
done avee le champ 2 valeurs dans R [Xl, X,].) Soit I(XK) P’espace
de tous les champs tayloriens sur K.

La suite des semi-normes:
1flm = sup (@)1,

m=0,1,2,...,

.
donne la structure naturelle d’un cspace de Fréchet dans I(K). Pour

chaque g € N nous pouvons définir P’application linéaire
D?: I(K) 3 (f*aenn = (FF7%)aenn € I(K).
[eenn € I(K) ¢t m € N la fonction continue:

On définit pour f =
y1.y =) (x) € R.

i KxE3 (2, y) ) -
|a|<m

DErFINITION (1.1). On dit que f = (f%),.nn € I(K) cst régulier s'il
satisfait & la condition suivante:

roar(@, 4) = o(lx—y[*) lorsque |x—y| >0, z,ye K

pour chaque k€ N, a e N".
Selon le théoréme de Whitney [1]; f e I{K) est régulier s’il existe unc
fonction F € C”(R") telle que: D°F|, = f° pour chaque «
Désignons par J(K) D'espace de tous les champs tayloriens régulier
sur K. On définit la suite des sewi-normes dans J (K) de la manicére sui-

vante :
Do (@, 1 .
1l = [f [+ Sll% l Im—ch)zI (m =0,1,2,...).
z,ve
TAY

lal<m

PROPOSITION (1.1). J (K) avec la suite |f||,, est un espace de Fréchet
...) mme suite de

Démonstration. Soit f; = (fMeean (I =1, 2,
hfr— fsl1m—>0 quand 7, s - oo

champs tayloriens réguliers sur K telle que:
pour chaque m. Pour chaque a, fif — f* uniformément sur K, ou f* est

continue sur K.
Pour %, 8 tels que 18] <
-] fe—18)
TD"} (@, y) L7 (@, )
T I (I~ o0)

uniformément sur K, ou f = (f*),nn.



Espace complet de champs tayloriens réguliers 197

Donc f est régulier et ||f;—fl,, -0 (I > o0) pour chaque m, ce qui
termine la démonstration.

Les suites {| |,,} et {|| |} ne sont pas toujours équivalentes, ce que
montre I’exemple suivant: Prenons comme K = R ’ensemble des points
{:l: ll'n’}neNU {0} .

Considérons la suite des champs tayloriens réguliers sur K:

1
— pour AaKm,
m
n o pour n>m,
1
f&(0)=zy

1
f:n(:t;i) =fm(0) =0 Dpourfa>1,m =1,2,...

Cette suite est convergente dans la topologie de {| ,,}, mais elle n’est
pas convergente dans la topologie de {|| |,.}-

2. Nous allons démontrer le théoréme suivant:

TEHEOREME (2.1). Soit K wun compact dans R". Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) J(K) est fermé dans I(K) dans la topologie de {| |,}.

(ii) Pour chaque k € N ewistent, des constantes C > 0, m € N tlelles que
pour chaque feJ(K) on a

1l < Olf litm -

Démonstration. L’implication (ii) = (i) est évidente, car pour
chaque & |f|, < [Ifll, et ’espace I(K) est complet avec la topologie {|| |}
La condition (i) implique que J (K) est un espace de Fréchet avec la métri-
que induite par {| [,}. Puisque id;g, est continue comme application de

(J(E), {ll Il,}) dans (J(E){| |,.}), on obtient (ii), ce qui termine la démon-
stration.

3. On a le théoréme bien connu:

THEOREME (3.1). Soit K un compact dans R™. Supposons que la condi-
tion suivanmte soit satisfaite: '

(1) Pour chaque a € K existent: un voisinage U de a et des constantes a > 0,
d > 0 telles que deux points quelconques z,y € KNU peuvent éire
joints par un arc A de longueur |A| < d|x—y|°.

Alors J(K) est fermé avec la topologie de {| |n}.
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LemMME 3.1 (inégalité de Whitney, [2]). Soit A « K un arc d’extrémités
2,9. 8oit f = (f%)senn € J (K). Alors pour chaque k € N on a

(2) Irf (@, y)| < M, sup |f(2)] JAfFH,
|ﬁ|-1;+1

M, étant une constante qui ne dépend que de n, k.

Démonstration du Lemme. Soit £> 0. Prenons 8> 0 tel que
pour chaque u,v €, [u—v|<< 4, on a

Ir5a)f 1+ (u, v)| < elu—oF"P1+1 pour |81 < Kk

Choisissons les points x = zy, @,, ..., &y = ¥ tels que z; € 4, |2; —a;_,]
<ét=1,...,N.

Alors on a:
1 ¥
7@, 9) =,,,Z:E2‘”"‘“ﬂ AN
1< =1
N
1 . ( 1—1)
P T 21(3/ w;)ﬂ[rf)ﬁflm“(wt—u ;) + 2 _ﬂ—f‘( 1—1)]

1Bl=Fk+1
d’ott I’on obtient '

Irf (@, )] < Mk(s+ suplf"(z))
I=k+
ce qui démontre le lemme.
Démonstration du Théoréme (3.1). Soit f, = (fpewn (I =
1,2,...) une suite de champs tayloriens réguliers sur K telle que:

fi—~f
pour chaque g, uniformément sur K.
Nous montrerons que, pour chaque k, 7f(#,y) = o(lz—y[*) quand
z,Yy € K; lz—y|—0,f = (fﬁ)ﬂeN'h
Soit a € K. Prenons U, ¢, d comme dans la condition (1), z,y € U.
Soit 4 un arc comme dans (1). Le nombre & étant fixé, soit n +1 > (k+1)/a.
En vertu de l'inégalité (2) on a:

(@) YN < My @™ | fil gy 10— —y|F+?
puisque
7 (@, Y| < M | fil s 1A
< M @ | filmyr Jo — y [P < M, @ fily o o —y FH
Done on a:

(y —=)’

B ————f@)] < Olflpsrlo—yl**

-

% (@, 9)| < I (@, ¥)| + \

E+1<|fl<m+1
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ou C ne dépend que de n, k, d, a, ce qui termine la démonstration, K étant
compact.

Nous montrerons maintenant que la condition de Whitney [1] n’est
pas nécessaire pour que l’espace J (K) soit fermé. D’abord nous donnerons
une condition suffisante dans le cas ou K est un arc simple et puis nous
montrerons que cette condition est effectivement plus faible que celle
de Whitney. '

THEHEOREME (3.2). Soit A = R"™ un arc simple tel que:

(83) Pour chaque a € A il existe: un voisinage U de a et des constantes
d>0, a> 0 telles que pour x,y € (ANT)\{a} il ewiste une suite
finie de points cosécutifs sur A: x = x4, X1, ..., %5y =Y, vérifiant
les conditions suivantes:

N
(3a) 2 lTg—o;_ | < dle—y°,
=1
(3b) IAziz‘+1| < d l‘;vi+l - a"{la

(Ayye,,, €8t le sous-arc de A entre ; et »y,,).
Alors J(A) est fermé dans I(A) dans la topologie de {| |5}
Démonstration. Soit f = (f#)sov un champ taylorien régulier sur 4.

Soit k€ N, a € A. Prenons U, d, a comme dans (3) et e N, m >k tels
que:

(4) al+1)>1, a*m+1)>k+1.
Soit x,y € (ANU)\{a}.

Nous établirons I'inégalité
() l”,’rc(w, N < Olflmpis o —yl*+,

ol C ne dépend que de &k, n, d, a.
Choisissons d’abord z = %y, #4, ..., 2y =y vérifiant (3a) et (3b).
Nous avons:

N
1
(6) @y = D = D u—a) " @y, @),
IrI<m " il
(M P, @)
r"'—l?l'H (wi—wi—l)d f.s
= DY (a:'-_l,$‘)+ 2 Y, (wl—l)‘

m— I +1<I0|<m—I71+1
D’aprés ’inégalité de Whitney [1] nous avons aussi

" - 1
(8) lr";?leHl(wi—n %) < Cilf lmg141 IA”’i—lzilm 14141
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quand ly|<m, i =1,...,N;, C, ne dépend que de n,d,a. En vertu
de (4), (6), (7), (8) on obtient:

I (@, 9 < Ca D & =Y |l g (Jo— g1 M40
lvl<m

+ 2 Iw—ylaldl)<aa|f|m+l+1lw—?/Iaz(m+l)< Cy Iflngin W—?llk“o
m—|yI+1s|d[<m—|y|+1

ou C,, C; dépendent seulement de n, d, a.
Remarquons que

-]
—&
den =p@nt > L p,
E+1<i8|<m :
On en tire
Ir}‘(wyy)l < 0|f|m+l+1 Iﬂﬂ—yl"“,

ou C dépend de n, d, a seulement, ce qui termine la démonstration de
Pinégalite (5).

Supposons maintenant que g; = (¢])senn ( = 1,2, ...) est une suite
de champs tayloriens réguliers telle que gf — g’ uniformément sur A pour
chaque j.

Posons g = (9°)scyn.

Pour chaque couple j, k on a:

7 (@, Y| < Clgjlmsrsr le—yF*Yy @,y e (Und)\{a}.
Alors on obtient:

lrﬁ(m, Y) < Clglm+l+1]m—y|k+l1 w,y € (UnA)\{a}.

En répétant ce raisonnement nous obtenons des inégalités analogues
pour chaque D°g, f € N™.

Donc le champ g est régulier.

Maintenant nous donnerons la construction d’un arc simple 4 < R?
qui satisfait & (3) et ne satisfait pas & la condition de Whitney [1].

Soient {A;},, {a;}i2, deux suites de nombres positifs, {IN}i2, une
suite de nombres naturels telles que: ay, = 0, 4, > a; > 0, 4; > i(ay)"?,
(&) < Ny,

Ai—ay S 7*£+1 — 04

> r =1,2,... A .
N, Ni+l (z 12, ...), Zi<°°

n -
Posons o, = D a;, 0 = D a;.
i=o i=0

Soit 4 = |J I;, ou I; se compose des segments verticaux
1=1

Ly = U700y 0), (Tios M)y In = (v, —mi), (Tiry )]y

oy Ting = Uwaayy — 13y (Tavgy 0) 1,
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et des segments horizontaux:

Ja = Uz, 1)y (Tay 1)1y, Je = Uty — %)y (Ty — M) 5.0

) Juv‘ = [(TiNi_l, —74), (""uv‘; =71,
ol
i h—a; . :

Tiizo"—l'l"_‘Nfa ’7i=—;-N_‘_i7 (t=1,2,...,5=0,1,...,Ny.
Les inégalités 4; > i(e,)" impliquent que A ne satisfait pas 3 la condition
de Whitney.

Cependant la condition (3) est satisfaite pour chaque @ € 4: Pour
a # (o, 0) c’est évident. Soit U un voisinage de (¢, 0). Fixons z,y €
€ (UnA4)\{(o, 0)}. Tl suffit maintenant de prendre d = a = 4, @1, ..., 2
étant les points d’intersection de A avec la droite horizontale passant par 9”

4. Nous démontrerons maintenant une condition nécessaire pour
que l’espace des.champs tayloriens réguliers définis sur un compact soit
complet.

THEOREME (4.1). Soit K un compact dans R" tel que Vespace J(K)
est ferme dans I(K) avec la topologie de {| |,}. Alors:

(1) Pour chaque a € K il existe: un voisinage U de a et deux constantes
a> 0, d > 0 telles que pour chaque z,y € UNK il existe un ensemble
connexe A < K tel que

z,yed, dd)<dlz—y|*,
ol d(A) est le diamétre de A.

Remarquons que dans ce cas K se compose d’un nombre fini de com-
posantes connexes.

D’abord nous établirons deux lemmas.

LeMME (4.1). Fizons: un compact K < R", z,y e K. Supposons
qu’il n’existe pas d’ensemble connexe A < K tel que x,y e A.

Alors il existe deux compacts M, N tels que x e M, ye N, K = MUN,
MnN =0.

Démonstration. Posons
e ={(4,B): A,B — compacts, xred, B #9, AnB =0,AUB = K},
8 = ﬂ A’
(4,B)ee
8 ¢st un cnsemble compact et ¢ € 8. Nous mwrontrcrons que y ¢ S. I1 suffit
de montrcr que 8 est connexe.

Supposons le contraire: § =PUQ, P,Q sont compacts, PNQ =@,
reP,Q #09.
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Prenons (44, B))epe (i =1,2,...) de maniére que A4;c 4,,,
N4, = 8.
Pour chaque &> 0 il existe ¢, € N tel que pour chaque % >4, on a:
A;c 8, ={zecR": 9(2,8)<¢e} ol p(z2,8) =inf{le—s|: s€8}.
Fixons ¢ = }o(P, Q). Alors on obtient
A, = (4,0P)U(4,0Q,), (4,nP)N(4,NQ,) = 0.

En ce cas (4,NP,, (4;,NQ,)UB,) € o, ce qui est impossible.
LEMME (4.2). Soit K un ensemble compact dans R*, z, y e K, 0 < 6 < 1.
Bupposons que pour chaque ensemble connexe A — K tel que z,y€ A on a

2) d(4) > 6.
Alors pour chaque m € N on peut trouver f € J (K) tel que
(3) 3@, y) > M |f|, 0"

ot M ne depend que de n, m.
Démonstration. Posons ¢ = ;4. Soit ¢ € C°(R) tele que:

(4) o(t) =0 dans un voisinage de 0,
(5) p(t) = ¢™ pour > 2o,
(6) lg™(t)/<1 pour chaque ?<cR.

Soit K, = Kn(B(w, 20)VB(y, 2¢)), o (Bz, 2¢), B(y, 2¢) sont des boules
fermées de rayon 2p et de centres z et y respectivement.

Il n’existe pas d’ensemble connexe 4 « K tel que #,y €4. On en
déduit que K, = MUN, ou M, N sont compacts, MNN =0, ve M,
y€eN. _

Nous pouvons définir une fonction f € C*(R") telle que:

f(2) = p(le—a)) dans un voisinage de M,

f(z) = 29" —gp(lz—2|) dans un voisinage de N,

f(z) = o™ dans un voisinage de K\K,.
Le champ taylorien régulier (D" f )eenn Satisfait & la condition (3).
Nous pouvons maintenant passer & la démonstration du théoréme
(4.1).
Supposons qu'’il existe a € K tel que pour chaque s > 0, p,7 € N on
peut prendre z, ¥y € K de maniére que:

(7) le—al<e, ly—al<e,
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(8) pour chaque ensemble connexe A < K tel que z,y €4 on a:
a(4) > plo—yl'lr.

Pour chaque 7, m € N nous construirons un champ taylorien régulier f
et nous trouverons deux points «, v € K tels que:

17(%, V) > U flplu—v].

Fixons 1, m. Posons » = m, p — tel que p™ > 1/M ol M est la con-
stante du lemme (4.2) et ¢ > 0 est let que p(2¢)"™ < 1.

Alors on peut prendre u, v € K tels que les conditions (7), (8) sont
satisfaites. Dans ce cas pour chaque ensemble connexe A « K tel que
u,ved on a: a

a(4) > plu—o™,
Choisissons f comme dans le lemme (4.2). Alors on obtient:
15Uy ©) > M |fl (D |4 —0["™)™ > 1|f |, |4 — o]

ce qui termine la démonstration.
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