ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
XIX (1967)

Domaine de variation des coefficients 4, et A4,
des fonctions univalentes bornées a coefficients réels

par L. MixorAJczYk (L6dZ)

Introduction. Dans ce qui suit, nous étudions le domaine de
variation du second et du troisiéme coefficients des fonctions univalentes
A coefficients réels qui appartiennent a la classe des fonctions normalisées
et bornées dans le cercle unité. Lia méthode qui y a été appliquée est
pareille & celle qui a servi & Z. Charzyiiski et W. Janowski [1] pour 'étude
du domaine de variation de 4, et 4; des fonctions univalentes bornées.

Notations. Nous allons considérer les classes snivantes de fonctions
4 coefficients réels:
S(M) —la classe des fonctions univalentes de la forme

(1) F(z) =2+A,22+ 4,22+ ...
qui satisfont & la condition
(2) F(z) < M pour |¢]<1,

ou M est une constante supérieure a 1.
8(o0) — la classe de toutes les fonctions univalentes de la forme (1),
S(1) — la classe des fonctions univalentes qui sont de la forme:

(3) f(2) = a2+ 0,22+ 3%+ ... = ay(2+ A2+ A28+ ...)
et satisfont aux conditions:

(4) a, >0,

(d) If(2)l <1 opour J2|<1.

S8(T) — la classe des fonctions de la forme (3) qui vérifient la con-
dition (5) ainsi que la condition

(6) 2T,

0 < T <1 étant donné.
Annales Poloniel Mathematiel XIX a
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Pour tout nombre entier positif ¥ > 2 on peut associer & chaque
fonction de la forme (1) le point

(7) (Ayy Agy ovy Ay)

qui est un point de l'espace euclidien & N—1 dimensions.

L'ensemble de tous ces points, lorsque la fonetion (1) parcourt toute
la classe S(M) ou la classe S(co), sera dit domaine de variation des coef-
ficients de fonctions de cette classe et sera désigné respectivement par
By, et Byeo.

De méme, l'ensemble des points de la forme (7) correspondant aux
fonctions de la classe S(T) sera désigné par Dy r et dit domaine de varia-
tion de N coefficients des fonctions de cette classe.

On voit bien que pour 7= 1/M on a

(8) By = Dy,r.
Ainsi Pétude du domaine By, se rameéne a ’dtude du domaine Dy q.

§ 1. Propriétés du domaine Dy Pour N>2 et 0< T <1
arbitraires, supposons donné le domaine respectif Dy,+. Comme dans
le mémoire [6], nous prouverons d’abord trois lemmes.

LEMME 1. La condition nécessaire et suffisamte pour que le point
(1.1) (AZ: Aa; AN)

soit un point intériewr du domaine Dy g est que ce point appartienne & un
ensemble Dy p,, ot Ty > T.

Démonstration. Supposons que le point (4., 4,, ..., Ax) se trouve
a lintérieur de ’ensemble By, et que le point (o4,, 0*4y, ..., oV "14y),
olt ¢ est un nombre plus grand que 1, a la méme propriété. Admettons que
la fonetion f(z) € S(T) est de la forme

f&) = ay(z+d, 022 + Az 0%+ ...+ Ay V22V ) .
I1 résulte du lemme de Schwarz que la fonction
= of (2[0) = a)(z2+ A2+ A28+ ... - AyaV + ...)
véritie dans le cercle |2| < 1 1'inégalité
lg(e)l <g< 1,

olt g est un certain nombre.
Considérons la fonction

folz) = Lqg(e) = al®(z+ A, 2%+ A28 + ..+ Axe™ 4 .. .

On remarque facilement que la fonction ainsi définie, ot a = ayg,
appartient & la classe S(T,) avec T, = T/q. Par cela méme nous avons
démontré que la condition est nécessaire.
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Afin de prouver que la condition est aussi suffisante, prenons la
fonetion

(1.2) Jol2) = a(10)(z+A232+Aazs+ ---+AN2N+ o)
appartenent & la classe S(Ty), ot T, > T, et la fonction
(1.3) (&) = qfo(2) = ay(e+ A2 4-Ay2*+ ...+ An2N - .0)

ou ¢ = T|T,. La fonction (1.3) est de la classe S(7). Soit w, un point
de V'extérieur de la circonférence |w| = ¢. Il existe alors un nombre 6 > 0
tel que cercle |w—w, < & se trouve entiérement & l’extérieur du cercle
lw| < g.

D’autre part il existe aussi un nombre n > 0 (cf. [6], p. 10) tel que
la fonction

MW+ nyw + ... 4 v wN

(1'4) (p(u’) = (l—’u’/wD)N
satisfait 4 'inégalité

, 1
(1.5) 190} < 5=

dans le domaine |[w— w,| > 4, pourvu que

N
(1.6) Siml<n.

y=2

Choisissons dans le domaine |w—w,y| > é deux points arbitraires w, et w,.
Joignons ces points par un arc de longueur L < nw,—w,|. Il en résulte

wy

g () —p(wg)| < [ Ip'(w) dew] < Jw,—wy/2 .
we
Formons la fonction
g(w) = w+p(w)

qui est univalente dans le domaine |w-—w,| > é 4 condition que 1'iné-
galité (1.6) soit satisfaite et que les points w,, w, soient des points arbi-
traires de ce domaine & distance finie. On a alors

g (w;)— g (wa)| = fwy— Wy — |w;— wy|[2 > 0.
Si 1’on développe la fonction g(w) en série entiére, on trouve

g(w) = w+ n(w?+ Cpaw®+ Cyuuw'+...)
+ (w4 Cygw* + Cypw®+-...)
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ol les coefficients €y dépendent de w, et des nombres entiers %, j, N.
Le systéme d’équations

Ly=1,,
Ly=10p+n,

..............

Ly = nCon+nCsn+ oo+ n-1Cn_y,n+ 1y

a une solution par rapport & (7., 9, ..., 7x) pour tout systéme de nombres
(Lqy Ly, ..., Ln). En outre il existe un nombre positif C, qui dépend de w,

et de N, tel que
F il < 0 Sl

7—2 r=2
Par conséquent, si l'on a L,L,,, ..., Ly vérifiant la condition
(L.7) 2 1L < /0,

pe=2

on o la fonction
g(w) = w+Lew?+Lyw?+ ...4- Lywd + ...

qui est holomorphe et univalente dans le domaine |w— w, > ¢, exception
faite du point w = oo ol la fonction a un péle du premier ordre.

~ Désignons par a® le coefficient de 2" du développement, au voisinage
du point 2= 0, de la k° puissance de la fonction représentée par (1.3),

c’est-a-dire
et = Saoer

La fonction composée =
= g[f 2)+Lo[f(2) P+ L[ f(2) ]+
20 z +L22a(‘)z’+L Zamz'+...
y=1 re=2 v=8

a0 [= =]
=== Za,;z' PN a,{ 2 A:zv s

peml pez]
ou a;=a,, 4; =1, est, comme on le voit bien, une fonction de la
classe §(T). De plus, on a
a3 = a,+L,a; ,
2 8
a3 = “I'Lza( )+Ls"’1 )

....................

(1.8)

af = ax+ Lya® +LyaR + ...+ Ly a¥ "+ Lya® .
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Si les points (4,, dg, ..., AN), (43, 43, ..., d%), ol Ai= aifa],
Ay = aslai, ..., Ay = an/a; sont donnds, le systéme (1.8) a une solution par
rapport & L,, Lg, ..., Ly et il existe un nombre C,, qui dépend unique-
ment de A,, 4;, ..., Ay, tel que

N N
PRI ARIAPNVIEVEE

y=2 po=3

Ainsi, si l’on a la fonction (1.3) qui transforme le cercle |2| < 1 en
un ensemble situé dans le domaine |w—wy| > 8, on choisit dans cet en-
semble un point queleconque (A4s, 4s, ..., A%) qui vérifie 1'indgalité

N
D 1A A, <0767t

r=2

Ensuite on détermine & partir des équations (1.8) les nombres L,, Ly, ..., Ln,
satisfaisant & 1’inégalité (1.7) et I’on construit la fonction g(w) aux pro-
priétés énoncées. Comme la fonction

hiz) = g[f(2)] = al(z+Aj22+ AsP+ ...+ AN2N 4 ...)

appartient & la classe S(T') et le point (43, 4s, ..., A) est un point arbi-
traire d’'un ensemble compris dans le domaine |w—w,| > 8, le lemme se
trouve démontré.

LEMME 2. L'ensemble Dy p est un ensemble (*) fermé et borné; il con-
tient dans son intérieur le point (4,=0,4,=0,.., Ay = 0). Dans la
terminologie de la topologie le domaine Dy r équivaut & une sphére fermée
a (N—1) dimensions.

Démonstration. D’apres [2] on a |4, <»n (n=2,38,...). Len-
semble Dy r est donc borné. Cet ensemble est fermé, car la classe S(T)
est une-classe compacte, étant donné qu’elle est un sous-ensemble de la
classe compacte S(co). Afin de prouver que le point (4,=0,
4;=0,..., Ay = 0) se trouve A l'intérieur du domaine Dy,r, considérons
la fonction f(z) = ay2, olt a, > T. La fonction considérée étant de la
classe S(7'), on déduit facilement, d’aprés le lemme 1, que le point (4, = 0,
Ay=0,.., Ay = 0) se trouve & l'intérieur de 1’ensemble Dy,r.

Considérons maintenant la fonction

(1.9) f& =D ae,

(*) Nous entendons iei par domaine un ensemble ouvert el connexe, tandis que
nous appelons domaine fermé la fermeture de ce domaine.
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appartenant 4 la classe S(7') et la fonction

(1.10) 1/of(e2) = Za, o't

ym1l

olt ¢ est un nombre arbitraire, maig fixe, de l'intérvalle fermé <0, 1).
A la fonction (1.10) correspond le point

(1.11) (dy0, 450% ..y AyoN )

qui, en vertu du lemme 1, est pour 0 < ¢ < 1 un point intérieur de l'en-
semble -DN,T-

Distinquons maitenant deux cas:

1° Le point (4,, 4,4, ..., Ax) est un point intérieur du domaine Dy
et il est un point de la fonction (1.9). Dans ce cas la trace du point (1.11)
lorsque o varie d'une manidre continue dans ’intervalle <0, 1), joint le
point (A4,, 4,, ..., Ay) au point (4,=0,4;=0,..., Ay = 0) et se trouve
complétement & l'intérienr de l’ensemble Dy,r. L’ensemble Dy,r est
donc un domaine.

2° Le point (4,, 44, ..., Ay) est un point de la frontiére de l’en-
semble Dy, tandis que les points de la forme (1.11) se trouvent & l'in-
térienur de I’ensemble Dy, 7 lorsque 0 < ¢ < 1. Chaque point de la frontiére
est alors limite d’une suite de points intérieurs; 1’ensemble Dy, r est done
un domaine fermé.

Afin de prouver que le domaine Dy équivant topologiquement
& une sphére & (N—1) dimensions, posons

|4yl =7, (»=2,3,..,N),
ley| = Y (y=2,3,..,N).

De cette maniére on a associé le point (|cy|, |¢s|, ..., len]) au point 4,, 4,, ...
.y Ay) du domaine Dy . Lorsque le point (4,, 4,4, ..., Ax) parcourt le
domaine Dy,r, le point (o], |¢], ..., |ex]) qui lui correspond, parcourt
un certain ensemble Cy.
On vérifie aisément que transformation décrite est univoque et
mutuellement continue; elle est donc une transformation topologique.
Elle transforme le point (1.11) en le point

(1.12) (leal @y leal @y ooey lew] @)

Si le point (|, |¢l, ..., |cn|) appartient & 1’ensemble Cn, le point (1.12)
est un point intérieur de cet ensemble, pour 0 < o < 1. Il s’ensuit que Oy
est un domaine étoilé par rapport au point (j¢| = 0, |¢;] = 0, ..., |ex| = 0),
et par conséquent chaque demi-droite issue de ce point coupe la fron-
tidre Cy en un seul point. Aingi chaque sphére 4 (¥N—1) dimensions suffi-
samment petite et de centre (|¢,| = 0, [c;| = 0, ..., |env| = 0) est enticre-
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ment contenue dans l'intérienr de Cn. Tout segment de droite joignant
le point (|e3| =0, el =0,]¢) =0, ..., [ex] =0) & un point arbitraire
de la frontiére dn domaine Oy peut étre transformé linéairement en le
rayon d’une sphére-unité 4 (N—1) dimensions de méme direction que le
segment donné. Une telle transformation de Cnx en une sphére a (N—1)
dimensions est, bien entendu, biunivoque et mutuellement continue.
Mais cela prouve déja que Cy, et par cela méme Dy,r, sont topologi-

LY

quement équivalents & une sphére fermée & (N—1) dimensions.
LevmME 3. Etant donné un point

(1.13) (42, 43, ..., 4A%)

de la frontiére du domaine Dy,r, il exviste une fonclion f*(z) appartenant
¢ la classe S(T) telle que

(1.14) f*2)= afz+ a2+ ad 2+ ...+ a2+ ...
= af (#+ A2 A2+ ...+ AXeVN+..) .

En outre, la fonction (1.14) satisfait a Déquation de la forme

(1.15) e misen— 5w, o<pi<i,

ot, en désignant par W(w) Pexpression W[f*(z)], on a
N

W (w) = _,\:-Dz':—l (w”"l-l-

n=2

1
-1

L) ape,

N
R(E) = D) By (0 ) — 2,
=1
) = D) aker,

n=]

(AP = $(p) ofm) =2,3,..),
(1.16) R rgﬂa 7 )

‘Al'
: ;—1':22“3@)H; (p=2,3,..),
n=p
N
B} = ) (n—1)ayH2,
n=2
A’

Bpi=2 D n—pt+l)at,aHE (p=2,3,..),

n=p

v
P* = min {SD;_,cos(p—l)mi

0<z<on ooy
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tandis que les Hy (n = 2, ..., N) sont des nombres satisfaisant & la condition

N
D HE=1.
n==2
Les fonctions W(w) et N(z) admettent respectivement sur les circonférences
lw] = 1 et |2| = 1 uniquement des valeurs réelles, non négatives et ont chacune
sur ces circonférences une racine double. De plus af = T.
Démonstration. Pour la démonstration du lemme il suffit de
s’appuyer sur les résultats, obtenus dans [3], qui prouvent I’existence
d’'une fonction de la forme (1.14) jouissant des propriétés énumérées
dans I'énoncé du lemme. En outre, les mémes résultats permettent de
conclure que sur la frontidére de Dy,r il existe des points de la forme
(1.13) constituant un ensemble dense et qui correspondent aux fonctions
extrémales (1.14). En fermant cet ensemble dense de points, on obtient
la conclusion du lemme.

§ 2. Equations paramétriques de la frontiére du domaine
Dy,r. Supposons donnés N =3, M >1 et un domaine Byp. On a le
théoréme suivant:

TiukorEME. La frontiére du domaine Bgjr est la somme de quaire
ensembles K, , K,, K, K; définis par les équations paramélriques:

K,

(2.1) A} = 2T—2cosy+ 2cosvlogeosy,
' Af = AP+ 24%cosv— 4T cosv+ 2cos® v +1+T%,
o
T<cosy<1;
K,:
(2.9) A? = 2cosyvlogT,
‘ A= AP+ 24%cosv—T" 41,
ol
0<cosy< T
Ki:
2.1 At = —2T—2cosv+ 2cosvlog(— cosy)
AY = A¥ 24 cosv+ 4T cosv+ 2cos v+ T +1
ol
—1 < cosy < — T
Kai:
Af = 2cosvlog T
(2.2%) : BT
Ay = A¥ 4 2A4%cosv—T" 41 ,
ol

—T'<ecosr<0.
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Démonstration. Comme By = Dy pour T = M~?, il suffit
d’établir le théoréme pour la frontiére du domaine Dgp.

La démonstration se composera de deux parties. Dans la premiére
on montrera que tout point de la frontiére du domaine Dyr appartient
d I'un des ensembles K,, K,, Kj, K3, c'est-d-dire que ses coordonnées
peuvent étre mises sous la forme (2.1) ou (2.2), goit (2.1') ou (2.2’). Dans
la seconde partie de la démonstration il sera établi que les A%, A5, définis
par (2.1), (2.2), (2.1"), (2.2") pour toute valeur du paramétre, sont les
coefficients de la seconde et de la troisiéme puissance du développement
en série de Maclaurin d’une certaine fonction A coefficients réles umi-
valente dans le cercle unité. Cette fonction définit un point de la fron-
tiére.

Premiére partie de la démonstration. Soit (AF, AF) un point limite
arbitraire du domaine Dyr et

w=f*2) = T(e+ 422"+ 472"+ ...)

une fonction appropriée de la classe 8(T'), satisfaisant d’aprés le lemme 3
4 1'équation

. 1
(2:3) = Ww) =5 N()
dans laquelle

(2.4) W(w) = ;[ Dfw'+ DY s+ Dywt + Diw-+ D3],
(2.5) N(z) = S [Biett BYo + Byct+ Biot B

et oll on a posé, pour des raisons de symétrie,
(2.6) Dy, = —2P*,
(2.7) B, = 2Bt—opP*.

En vertu de (1.6), on a dans le cas N =3
(2.8) Dt = TEY,
(2.9) D} = T2E% .

Comme on ne peut avoir simultanément Df = 0 et D} = 0, on doit,
pour procéder & la solution, considérer successivement trois cas:

(I) Df=TE*#0 et D!=TE}=0,
(II) D}=TE'#0 et Df=TE}+0,
(IIT) DI=TE'=0 e Df=TE}+#0.
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Dans le cas (I), 'équation (2.3) peut s’écrire

2 . .
(2.10) Y (Dtus+ Dyw+ Dtw) _ L may Bt Bl

%

Lorsque Df > 0, on a, conformément a la définition de P*, P* = — D}
et si 'on tient compacte de (2.6) ainsi que des propriétés des fonetions
MW(w), N(=), '"équation (2.10) prend la forme

(2.11) T% (0 41)? == :—a(z-f-l)’ .

8i ’on extrait la racine carrée et 'on intégre les deux membres de (2.11),

on trouve

1—w 1

—2
1/2 _ Y
TV = e +C,

ot e= 41 et C est la constante d’intégration.

Comme w = f*(0) = 0, il est facile de vérifier qu’'on a nécessairement
C=0et e=1.

En désignant par

2z
g(2) = T—zp
on a
w=g [T g(e)] = Te+2(1—T)7+ (BT"— 8T+ 3)2* + ...

d’ou il vient

(2.12)

En on admettant D} < 0 et en procédant, comme ci-dessus, on
trouve

A} =—201—-1),

(2.13)
A= 5T*—8T+3 .

Dans le cas (II), les fonctions MW (w) et M(2) peuvent respectivement
g’écrire sous la forme

D3

(2.14) T (w) = —

('w“-f- w3 4- D*w3+ D_,,'w-}-l)

¥ )
(2.15) N(z) = 2(z4+qus+E*ﬂz+}”,; +1)
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On déduit de la forme de la fonction B (w) donnée par la formule (2.14)
que l’expression entre paranthéses, égalée & zéro, représente une équation
symétrique du quatridéme degré & coefficients réels. D’autre part il découle
des propriétés connues de la fonction W (w) qu’elle admet sur la circon-
férence |w| = 1 au moins une racine double. En rapprochant ces deux
faits, on conclut que dans le cas ol les deux autres racines sont réelles,
on a

(2.16) M(w) = &E(w— e (w— w,) (W—wy) , Wyew, = 1.

En égalant les coefficients des mémes puissances de w des deux formes
(2.14) et (2.16) de la fonction I (w), on obtient

D*
— 20— (wy+ w,) = ET:; '
. - D,
(2.17) €0+ 2e¥(10, 4+ wy) + 1 = e

*
— 20w, + w,)— 2% = %,,, €2 =1,
2

On voit bien que dans ce cas on doit avoir soit 6§ = 0 soit 0 = =.
Si 6 =0, on a en vertu de (2.16) et (2.17)

D

W(w) = o = (w—1)2{w— w,) (w—w,) ,
(2.18) e
Wy 0y = — (—% +2) ;
- é
! DO ‘D:
(2.18") D=2 (D—; +1) .

Etant donné que sur la circonférence |w| = 1 la fonction W (w) est non
négative, on démontre aisément que dans ce cas on a nécessairement
Dt <.

Si 6 = n, on trouve de méme

B (10) = D (10-4-1)2 (10— 05) (w0—03)

2.19
(2.19) ()
We+ Wy = — D y
' -D -Dl )
(2.19) D2 2(172 —1

Dang ce cas on a nécessairement Df > 0
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Lorsque les racines w, et 2, ne sont pas des nombres réels, on trouve
en égalant les coefficients des mémes puissances de w des deux formes
(2.14) et (2.16) de la fonection W (w),

. Dt
— 26— (wy 4 w,) = D—E"

a

(2.20) 210+ 2690 (1w, + W) + Wy W3 = %—‘,’;,
2

Dt )
— e-lﬂ(w +w3)_ ‘)g‘wwz Wy = _D; ’ e'zww,'wa =1.

On voit bien qu’on a alors w, = w; = e~ et par conséquent on a

W (w) = 3—3 (w— eP)2 (w— e~ ™)2, .

(2.21)
Dt
DF= dcos b ;
(2.21") g 4c082642 .
2

Vu que D, > 0, il résulte de la dernidre égalité que D? > 0. Un raison-
nement analogue relatif & la fonction N (z) nous donnerait

) = 2 (1= 2 e—2a)

2.22 <
B pn (B ),
2,23 = 1;
| 5= (5 +)
-2 9l
(2.22') [ B g Hih
B <05
B}
N(z) =5 (2+1)*(z—2) (z—2) ,
2.23 Er
I P )
[ 2% = 1,
| B, (B
(2.23") B 2(E2 1)’
Et > 0;
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R(2) = 2L (o ebyp(e— e,
(2.24) -

gl = -—4cos;

B,
(2.24) T 4cos?v+2,

EF>0.

Il résulte des propriétés générales dont jouissent les fonctions U3 (w)
et () (cf. [3]) ainsi que des formes possibles, obtenues ci-dessus, que
peuvent prendre ces fonctions, que 1’éguation (2.3) s'écrira, en tenant
compte de (2.9), sous les formes suivantes:

123

(8) T 10— ) (0 03) = 5 (e— 1) (r—2) (r— )
B T2w12 2 1 ir\2 —-1ir)2
(B) Y =12 (w— ) (0 ) = 5 (5= ¥ (s— e )2,
(C) TZ%’; (w_-_ e’iO)E(w_ e—‘m)ﬂ — %‘_ (z_ e‘[l)2(z_ e—‘il)ﬂ )

A7 P w1 — ) w— ) = L e 1P )= ),

(B’) Tzz-fo—f (w - 1)2 (10— w,) (w— w,) = ;41:(;;_ eir) (z— g- 1) .

On déduit de ces équations, en particulier, d'une part de (A) et (IB) et
d’autre part de (A’) et (B’), qu'on doit avoir D} = T2Ey > 0. On remarque
aussi qu’il suffit d’étudier de plus pres les équations (A), (B), (C), car
on pourra régoudre les équations (A) et (B) par le méme procédé que
les équations (A’) et (B’).

Supposons que l'équation (2.3) soit de la forme (A). On a alors, en
vertu de (2.18'), (2.22') et des formules (1.16), dans lesquelles on a mixs
N =3,

1 E? EY

(2.25) Ay = A;‘Z— +1’E* T —1470.

8i Pon extrait la racine carrée de 1’équation (A), on trouve

(1)Y= w)w—wy) _ _ (e—1)V{e—2)r—2)

(2.26)  Tw' = o
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ot I'on choigit comme branches des racines

(w— w,)

V{w— wp) (w—wy) = (w—w,) l/(w—'ws)

celles qui satisfont aux conditions

re (]/z—-zz) >0, re(‘/w_wz) >0.
2— 2, W— W,

Ces branches existent respectivement dans le domaine simplement connexe
E, = K(0,1)— C et dans f*(F,), K (0, 1) désignant le cerclé unité, tandis
que C est le segment de droite <{w,, 1).

Les expressions qui se trouvent sous les signes des radicaux diffeérent
de zéro dans les domaines respectifs.

On vérifie facilement que la relation w = f*(0) = 0 entraine &= 1.
Si l’on intégre 1’équation (2.26) dans un domaine simplement connexe
arbitraire, mais ne contenant pas zéro et contenu dans le cercle |¢| < 1,
on obtient

(2.27) T{I/(W—wz)(w—woﬂ/(w—wg)(w—wa)w-lqu

1 w— §(w;+ w,) — Y [w— wy) (w— wy)
9 \We 3+ 2)1 -
+ 2 (10u+tha+2)log w1 — (e -+ wy) +V (w— w,) (w— wy) w? }

= {l/(z—- 2) (2—2) +V (2 —25) (s —2) 2 +

2= bt 2) =V (e—2) (—#) } +e
“l— 3 (2 2) -V (2—2,) (2—25) 27
o C est la constante d’intégration,

Si 'on développe, au voisinage du point 2 = 0, les deux membres
de ’équation (2.27), on parvient & la relation

1
-+ ) (22 + 2+ 2)log
2

(2.28) T{1+T '27'—}(w,+wy)— T Az +
+ 3 (W, + wy+ 2)log[— & (w,+ wy)—1]—
— }(wy+ wy 4 2)10g (2T 727")} + 04(2)
= {1+27'— §(2+2)+ } (22 +- 2+ 2)10g [ — § (22 +2) —1]—
— 3(2z+ 2,4 2)1og (221)} 4+ 0,(2)+ C

ol Oy(z) et O,(z) sont an moins du premier ordre et les logarithmes ont
leurs valeurs principales.
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Aprés avoir tenu compte de (2.18’), (2.22') et simplifié, on trouve
A =-2(1-T)+C,

mais cela prouve que C = 0, car d’aprés (4] |4F| < 2(1—1T). Si on porte
dans (2.25) la valeur de Af ainsi trouvée, on a finalement

4 =-2(1-1),

(2.29)
A =53T2—8T13,

Lorsque c’est I'équation (B) qui a lieu, les égalités (2.18'), (2.24) et
la relation (1.16) ol on a posé N = 3, donnent

(2.30) Ay = AP+ 2A%cosv— 4Tcosv+ 2cos’y+T+1 .

La relation Dy/D¥ = — 2(D}/Df+1) entraine D, = — 2(D!+ D), et comme
D, = —2P* on a P* = Df4 Dj. C'est une valeur que P* admet seulement
lorsque DY+ 4D7 < 0. On le vérifie facilement en calculant P* directement
d’aprés sa définition. Mais si Df+4D7 < 0,-on a D}/D} < —4 et par
suite, en vertu de (2.8), (2.9), il vient EY/Ef < —4T. D'autre part EY/E3
= —4cos», B3 >0, Ef < 0 entrainent 0 < —4E}/BEf <1, dol l'on tire,
en utilisant 1'inégalité précédente,

—4 < BYE? < —4T
donc

(2.31) T<ceosy<1.

Supposons, comme dans le cas de l’équation (A), que l’ensemble sur
lequel on intégre les deux membres de 1'’équation (B) est simplement
connexe, qu'il ne contient pas zéro, mais est contenu dans le cercle |2| < 1
et que les branches des racines sont choisies comme précédemment. On
trouve alors aprés extraction de la racine carrée

(w— 1)V (w—wy) (w—1wg) _ (2—e€")(2— )

m,
Tw e p

y &= 41,

on vérifie aisément que ¢ = —1.
Apres avoir intégré, on a

(2.32) T{1/('@7—w2><w—wa)'+v(w—w2)(w—wa>w—1+

w— (w4 ws)—l'/'(w—"wz) (w~—wy) }
=V F (o ws) + V (0— ws) (w0 — wy) Wt
= —2z+2cosvlogz+2714C

1
+ ) (wy+ wy+ 2)log "
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ot C est la constante d’intégration. Si I'on développe, au voisinage du
point 2 =0, les deux membres de la derniére équation, on a

(2.33)  T{1+T % — }(w,+ws)— T 43+
+ (w4 wy 4 2)1og [— § (w0, 4 wy)—1]—
— §(wy+ wy 4 2)10g (2T '27')} + Oyf2)
= 2cosvlogz-f2-14 Oy(2)+ O,

ot 0(2), 0,(2) sont, comme auparavant, au moins du premier ordre et
les logarithmes ont leurs valeurs principales.

Congidérons plus particulitrement les valeurs de z situdes sur un
certain arc ¢ de la circonférenceée |2| = 1, que la fonction w = f*(z) trans-
forme en un arc ¢ de la circonférence |w| = 1, (cf. [3]). Il est aisé de montrer,
en se basant sur la formule (2.32), que pour les valeurs de 2z considérées
on a re(C) = 0. Des calculus appropriés effectués sur (2.33) et qui utilisent
la définition des fonctions Oi(2) (¢ = 1, 2), nous conduisent & la relation

(2.34) AY = 20T—2cosv+ 2cosvlogeosr+im(C) .

On en déduit immédiatement que ¢ = 0.
Finalement (2.30), (2.31) et (2.34) entrainent les relations:

A} = 27— 2cosv+ 2cosvlogcosy,
(2.35) Af = AY+ 24 cosv— 4T cosy+2cos’v+ 1741,
T<cosr<1.

Ainsi dans le cas considéré on a obtenu wun point appartenant
A ’ensemble X,;. On voit aussi, en particulier, que si cosy = 1 les équa-
tions (2.35) prennent la forme (2.29), obtenue précédemment.

Passons, a présent, a la solution de 1’équation (C) et supposons que
DY = TEt < 0. On trouve, d’aprés les relations (2.21'), (2.24') et la re-
lation (1.16), dans laquelle on a posé N = 3,

(2.36) Ay = AP 4248 cosy—T"+1 .
Les formules (2.6), (2.7) et (2.21') impliquent dans ce cas

¥+ 80y’

* _—
P = 8Dz

C’est une valeur que P* peut admettre uniquement si —4 < D}/Ds < 0.
Cela résulte directement du calenl de P* d’aprés sa définition. Mais on
o alors, en vertu de (2.8) et (2.9), — 4T < EY/EY < 0. Il en découle, compte
tenu de (2.24),

(2.37) O<cosv<T.
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En extrayant la racine de 1’équation (C), on a

T W= (w—e"8) _ (2—e¥)(e—e"*)
w? 2

(2.88) , &= +1.

Mais on a nécessairement e==1, attendu que f*(0) = 0.
L’intégration de l'équation (2.38) conduit, en faisant des hypothéses
analogues & celles du cas précédent, & I'équation

(2.39) T(w—2cosflogw—w=') = 2—2cosrlogz—2~1+0O.
En raisonnant comme dans le cas de ’équation (B), on établit que 0 = 0 et
(2.40) Ag = 2cosvlogT .
Les équations (2.36), (2.40) et I'inégalité (2.37) donnent conjointement
A3 = 2cosvlogT,
(2.41) A} = AP+ 24Fcosv—T* 41,
O<cosy T,

Un raisonnement tout & fait analogue permet de résoudre les équations
(A", (B"), et (O) dans le cas ou DI > 0. Il est & remarquer que ’intégration
de 1’équation (A’) conduit alors & 1’équation

(242) T {V(W—wz)(’w_wa)—]/(w"‘ W) (W— W) Wt

w— § (W0, + wy)—V (W— wy) (W — W) }
~1— (wa wa)_]/('w— W) (W— w,) w1

13 (g w0,— 2)log
w

= {V(z— %) (2— 2)—V (t—2,) (z— z) 2~ +

2= bzt 2)—V (e— ) (2—2) } +C
1— 3 (e +2)—V (e—2) (2—2) 2~

Tous calculs faits, on obtient successivement

1
+ 3 (734 23— 2)1og —
2

-A-; = 2(1_T) ’
(2.43)
A¥ = 5T°—8T+3;
Af = —2T—2cosv+ 2cosvlog(— cosy)
(2.44) : ‘ 8 o
A = A¥ 4+ 2A4%cosv+4Tcosv+2cos’ v +T° 41
ol
—1<<cosv < —T;
A} = 2cosvlogT
(2.45) : 85

Al = A¥ 242 cosy— T +1
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