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Certaines propriétés des solutions non négatives
d’un systéme parabolique d’équations

par J. CHABROWSKI (Katowice)

Dans la présente note nous considérons le systéme parabolique de
la forme

n n N
(1) D dl(t, d)uk 4+ Dbk, @) uk+ Y ok, @) ut—uf =0,
i,i=1 i=1 i=1
k=1,...,N, N>1 (af; =a}, t,j=1,...,m k=1,...,N) dont les
coefficients sont définis dans une couche H = (0, T'] X E,, (E, étant 1’espace
euclidien 4 » dimensions). .

11 s’agit de prouver que la solution du systéme (1) non négative et
continue dans H posséde une limite presque partout dans E, si ¢ converge
vers zéro (cf. théoréme 1). Comme conséquence nous obtenons les théo-
rémes d’unicité du probléme de Cauchy dont les solutions satisfont aux
conditions initiales presque partout dans E, (cf. théorémes 3 et 4), ainsi
quun théoréme sur la représentation des solutions non négatives con-
tinues dans H sous la forme de l'intégrale généralisée de Fourier-Poisson
par rapport aux fonctions localement sommables (cf. théoréme 2). Les
démonstrations des théorémes 1 et 2 sont basées sur la méthode employée
par Kato [7].

On suppose dans la suite du présent travail que les coefficients du
systéme (1) sont bornés et holderiens par rapport aux variables (¢, z)
dans H, ainsi que toutes les dérivées du premier ordre des coefficients
v¥(t,») (k=1,...,N, i =1,...,n) par rapport aux variables =
(j =1,...,n) et les dérivées du second ordre des coefficients a,’;‘j(t, x)
(k =1,...,N, ¢,j =1,...,n) par rapport aux mémes variables.

On admet, en outre, que les formes quadratiques

A4 &) = D'di(t, )k, k=1,..., N,

1,f=1
sont uniformément définies positives, c’est-a-dire qu’il existe un nombre
» > 0 tel que A*(&) > v|4[2 pour (¢, )« H et pour tout vecteur & = (&, ...
n
veey &)y OU |2 = 2 &.

i=1



138 J. Chabrowski

Tout ceci étant supposé, il existe une matrice des solutions fonda-
mentales {I,,(t, z;7,¥9)}, p,g =1,..., N, dusystéme (1) (cf. [8] ou [5],
chap. 9).

Outre cela, on suppose toujours que

(2) kt, @) =0

pour (¢, 2)eH et pour ¢ #k (i, k =1,..., N). Grace a l'inégalité (2)
tous les éléments I, (¢,x,r,y) de la matrice fondamentale sont non
négatifs (cf. [3], théoréme 2.1).

1. Introduisons d’abord deux définitions qui interviendront dans la
suite. Une solution {«’(f, )}, ¢ = 1,..., N, du systéme (1) dans H est
dite non négative lorsque w'(t,x)>0, s =1,..., N, pour (¢,x)eH.

Une solution {u*(t, #)},% = 1,..., N, du systéme (1) est dite réguliére
lorsque toute fonction w*(¢, z) est continue dans H avec toutes les dérivées
intervenant dans le systéme (1).

TrEOREME 1. 8¢ {u'(l,2)}, ¢ =1,..., N, est une solution non néga-
tive et réguliére dans H, alors lim u'(¢,2) < + oo, 4 =1,..., N, existe
-0+
pour presque tout rek,. '
Démonstration. On sait qu’il existe des mesures non négatives

et m’ et une constante positive T, (T, < T) telles que

N
(3) Wity 2) = 3 [Tyt ;0,9)7(dy), *k=1,..,7,

i=1 E,
pour (¢, 2)e(0, T,]x B, et de plus o’ = [exp(Bly|?)m/], ot m,(H,) < o
pour j =1,..., N et B est une constante positive (cf. [4], théoréme 4).
Il résulte de la décomposition de Lebesgue (cf. [9], théoréme 14.6, p. 33)
qu’il existe une fonction ¢’ non négative localement sommable dans E,
et une mesure non négative singuliére 4 telles que

(4) Y(dy) = ¢ (y)dy+ ' (dy), j=1,...,N.

Puisque tout point d’une fonction sommable est un point de Lebesgue
et la dérivée symétrique d’une mesure singuliére est égale a zéro
presque partout, on a

lima™ [ l¢@)—¢(a)ldy+(dy) =0, j=1,...,¥,

a0 ly—zi<a
presque partout dans E,. On peut admettre, sans restreindre la généralité,
que ¢ = 0. Il est clair qu’on peut faire correspondre a tout ¢> 0 un
nombre b > 0 de fagon que

(5) a [ @) O)dy+p(dy)<e, j=1,..,N,

wi<e
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pour 0 < @ < 2b. Choisissons pour chaque nombre 0 < ¢< min(2b, T,)
un entier P(?) tel qu’on ait

(6) 2P-1Y1 < b < 2PV,

11 est évident que
N

[ (t, 00— ' [ Tult, 050, y)¢*(0)dy|

k=1 E
N

<Y [ Talt, 050, )le* (@) — () dy+ p* (dy)]+
k=1 1<V
1'% N
+ [ D I, 050, ) ek (y)— ¢*(0) dy + p*(dy)] +
=1 ol-Wigy <2V k=1
N

N
+ 3 [ Tat, 050, 9" (0)dy+ 3 [ Iy(t, 050, y)exp(8ly|?) m*(dy)

k=1 |y|=>b k=1 ly|=b
= J1+J2+J3+J‘.

Nous montrerons que les intégrales J, (¢ =1,2,3,4) convergent
vers 0 avec {. En vertu de l'inégalité (5) et de ’estimation bien connue
des éléments de la matrice des solutions fondamentales (cf. [4], chap. 9,
sec. 4) nous avons

g N
Jy < Ot™2 f eXp(— ely—l) [Z [¢k(y)—¢k(0)ldy+p"(dy)]
k=1

17
i<V
N

<o [ Nig ) — ot ) dy+u*(a) < ONe;
WI<y7 k=1
C et o étant des constantes positives.
D’une maniére analogue on a

P N
I <) Mo [ @9 exp(— o2V (9" () — ¢*(0)dy +

Ld _ _
=1 k=1 zl_IV‘<|Ul<2l'/t

P N
+ekag1< ) Yoo [ (@) exp(— od') 2" g (y) — ¢*(0) dy +

=1 k=1 |1/|<2"'l/f
+ u*(dy)].
Puisque 2'V1 < 2b pour I =1, ..., P, donc d’aprés les conditions (5)
et (6) nous obtenons
Iy < O’Nez 2"%exp (— 04'7Y).

l=l
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11 est aisé de constater que les inégalités suivantes:

ozsp(on ""exp(——)f (- 22w <,

k=1

ly|?
J, <0 t"” exp( 2 )exp(ﬂlyl’)m"(dy)
bt d
< oexp(—‘-’z—t) r"'”g; exp [(ﬂ— —) w] m*(dy)
<C’exp( 2t)t‘””’§m"(E

sont valables pour ? suﬁisamment petit. D’autre part

lim 2, J Tyt 05,0, 9)g*(0)dy = ¢/ (0)

t—b0+ k=1 E

(cf. [4], chap. 9, p. 240), done lim %'(¢, 0) = ¢/(0).
-0+
2. Nous rappelons deux limitations inférieures de la solution fon-
damentale (¢, #; t,y) de 1’équation

(7) Z afi(t, w)"’”+2,bk(t @) vy, + ¢ (t, )v—2, =0,
ii=1
dont nous faisons usage dans la démonstration du théoréme qui le suit.
Dans la couche H linégalité |x—y|% < d(t— r) entraine I'inégalité

(8) Ity o5 7,y) =2 M(d)(t_f)—nlza

d et M(d) étant des constantes positives (cf. [6], p. 83).

Fixons un point Ze¢E, et un nombre fe(0, T]. A tout ce(0,?) on
peut faire correspondre des mnombres positifs A = A(¢, Z) et 1 = A(f, %)
tels que

(9) Iy(i,z;v,y) > Aexp(—AlZ—y|?)

pour (t, y)e[0, {—e]xE,. L’estimation (9) a été établie par Besala (cf. [1]).
THEOREME 2. Soit {u'(t,z)},i =1, ..., N, une solution mon négative
et réguliére du systéme (1) dans H.

8i lim supu'(?, ) < oo,i = 1,..., N, pourtout z<E,, alors lim u'(t, x)
L >0+ )
=¢'(®), ¢ =1,..., N, eriste pour presque tout xek,, ou les fonctions ¢
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sont non négatives et localement sommables dans E, el telles que

(10) [ exp(—Alydy< o, k=1,...,¥,
Eﬂ

N
11) W@, = D [Iy0,20,9)¢Wdy, i=1,..,N,
i=1 E,
pour (t,x)e(0, T,]XE,, A étant une constante positive.

Démonstration. Nous commencons par démontrer que la dérivée
symétrique supérieure de la mesure 3’ est finie pour tout xeE,. Puisque
D@, o5 t,y) < Iy (t, ;5 T, y) (cf. [2], théoréme 2.3), en fixant # = 0 on
a en vertu de (3) et (8)

< V)
Dk
d’on

N
<utr [y <) [ Tutt, 00,97 (dy) = (t,0),

wl<vi k=1 B,

— , 1
Dsymy’ (0) < —- lim supw(t,0) < + oo.
M ot

11 résulte de [6] que la mesure 4’ est absolument continue par rap-
port 4 1a mesure de Lebesgue dans E,,, ¢’est-a-dire 4/ = 0 pourj =1, ..., N.
On déduit de la et des égalités (3) et (4) la représentation (11). Pour
prouver que l'intégrale (10) est finie nous appliquons l’'inégalité (9) en
posant £ =0, = Ty, e = T,/2, alors

T
(T, 0;7,y) >Aexp(—Aly|*) pour (r,y)e[ﬂ,—;]xEn.
En particulier pour z = 0 nous avons

A [exp(—Aily)e*(y)dy < [ I(Ty,0;0,9)¢"(y)dy
E, E,

< [ Il Th, 05 0, 9) 9" (y) dy < w*(T4, 0).
Eﬂ

3. Les résultats qui précédent permettent de tirer quelques con-
séquences concernant I’unicité des solutions du systéme (1). Le théoréme
suivant est une conséquence immédiate du théoréme 2 qui vient d’étre
démontré.

THEOREME 3. Soient {W (, )} et {V(t,2)},j =1,..., N, deux solu-
tions réguliéres dans H du systéme (2) et satisfaisant aux conditions
W, o) —v(t,2)>0, j=1,...,N,
pour (¢, x)eH
limsup [« (¢, z)— (¢, )] < + o, j=1,...,N,
>0+



142 J. Chabrowski

pour tout xE, el

t]i:n [W (¢, x)—v (¢, 2)] =0, §j=1,..,N,
0+

presque partoul dans E,.

Alors _

w(t, @) = (t,2), j=1,..,N,

pour (t, x)eH.

En s’appuyant sur le théoréme 2 il est facile de démontrer I’unicité
dans une classe de fonctions non bornées, 4 savoir:

THEOREME 4. Soient {ul(t, x)}, j=1,...,N, k=1,2, deuxr solu-
tions réguliéres dans H du systéme (1) et salisfaisant aux conditions

wi(t, ) > —Mexp(alz}t), j=1,...,N,k=1,2,
pour tout (1, x)eH (M et a étant des constantes positives) et
tlizlisupu};(t,w)< 4+ 00, j=1,...,N,k=1,2,
pour tout xeE, et de plus
limwl(t, ) = limui(t,2), j=1,...,N,
-0+ t—0+"

presque partout dans E,.
Alors

ui(ta‘v) =uzj’(t7"0)a j=1,..,N,
pour (t, x)eH.
Démonstration. Introduisons les fonctions auxiliaires

AT
vty @) =4, @) + M Y [ Ty(t, @5 7, y)exp(aly|?) dy,
k=1 E,

j=1,...,N, k =1, 2, pour (¢, z)e(r, 6] X E,, 6 étant un nombre positif
convenablement choisi (cf. [5], chap. 9, sec. 4, théoréme 3). Il est évi-

dent que lim®/, (¢, #) > 0. Remarquons que les fonctions v/, sont bornées
t—>740 -

inférieurement dans (r, 6] X E,; il résulte donc du théoréme 1 dans [2]
que o} ,(t, #) > 0 pour (¢, #)¢(z, 6] X E,, j =1,..., N, k =1, 2. En parti-
culier v} ,(f, z) > 0 pour (¢, #)e(0, 81X E,, j =1,...,N, k =1,2. Il est
clair que les fonctions {v},(t,#)}, j =1,..., N, k =1, 2, satisfont aux
hypothéses' du théoréme 2 avec les mémes conditions initiales. Il résulte
de 14 que u!(t, ) = uj(t,x), j =1,..., N, pour (¢, x)e(0, 6] < E,, ce qui
achéve la démonstration du théoréme dans le cas 6 =T. Si 6< T on
n'a qu’a diviser la couche & l’aide des plans ¢t =l oul =1,...,7 et
a établir de proche en proche l'égalité u] = u} dans les couches (16 < ¢
< (14+1)6) X E,.
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