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Familles de polynémes ponctuellement bornées

par NGUYEN TEANT VAN (Toulouse)

Résumé. On étudie diverses conditions sous lesquelles la jpropriété »ponctuellement
bornée™ implique une ,,bonne” majorition uniforme pour toute famille de polynémes.

I. Condition polynomiale (%).

1. En 1933, F. Leja a publié un remarquable résultat [2] connu sous
le nom de ,,Jemma polynomial”, qui peut s’énoncer comme suit:

Soit Z une partie du plan C et soit @ un point de C. il existe un m > 0
tel que En{ze C: [z—a| =1} # & pour presque tout ie¢ [0, m], alors ¥
vérifie Ia condition (IL,) au point a, c'est-a-dire: pour toute famille de
polynomes (P,),.; bornée en tout point de E et tout > 0, il existe M et
6 > 0 tels que - '

1Pi(2)) < M(1+e)¥F  VieI, Veze{lcC:|t—al<b)

D’apreés J. Siciak, on dit que F vérifie la condition (L) an point a
lorsque l’ensemble E, = En{leC: |[—a|< 1} vérifie (L,) au point a
pour tout » > 0.

J. Siciak [8] a démontré qu'un compact E vérifie la condition (L) au
point @ si et seulement F est non effilé en a. On va établir un résultat ana-
logue pour une partie E queleconque du plan C; on introdnit une nouvelle
condition polynomiale qui ne différe guére de la condition (IL).
~ DEFINITION. On dit que E vérifie la condition polynomiale (&) au
point a lorsque E\{a} vérifie (L) en a.

Remarque. Si E vérifie (L) ou (%) en a, alors a¢ &.

THEOREME. Soit 17 une partie quelconque de C. E vérifie la condilion
(&) au pownt a si et seulement si B est non effilé en ce point.

2. Lemiw 1. 8i B est non ¢ffilé en a, alors il vérifie la condition (L)
en ce point.

Démonstration. Soit (P;);; une famille de polynémes bornée en
tout point de E

IP(2)| < M(2) < 400 Viel, VzeB.
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Sans restreindre la généralité de la conclusion, on peut supposer
P, = const, Vie I. Il résulte d*un théoréme de P. Lelong [3] que la famille

1
{55 voeiPden}

est localement bornée supérieurement sur tout le plan C. Posons pour
tout entier n > 1:

iel

Va(2) = Sup {-71; log | Py(2)|: d°P;= n},

V() = Régularisée supérieure de V,(2),

Pensemble %, = {ze C: V,(2)< Vy(2)} est de capacité nulle et {V}(2)}
est une famille localement bornée supérieurement de fonctions sous-
harmoniques sur C.

Maintenant, considérons

V(2) = lim supV,(2),

n—->o0
V*(z) = Régularisée supérieure de V(2).

V*(2) est gous-harmonique sur C et ’ensemble ¥ = {2z C: V(2) < V*(2)}
est de capacité nulle,

Puisque F est non effilé en a, on a pour I’ensemble ¢ = ( U %’,,)u‘g
1

qui est de capacité nulle
P*(a) = lim supV ({).

teE /e
{—a

Or pour tout {e¢ EN\e, on a

V() =lim supV,(¢) < lim sup %logM(C) = 0.

f7—+00 N—ro0

Done: V*(a) < 0.
Maintenant, soit ¢> 0 arbitraire, il résulte de la semi-continuité
supérienre de V*(z) qu'il existe un 6 > 0 tel que

V*E) <ef2  VieD(a,28) = {2¢C: |z2—a} < 26}
le lemme de Hartogs donne alors: in existe n, tel que
Vol)< e VieD(a,0d), V= mn,
I1 en résulte qu’il existe M > 0 tel que
IP(2)] < M &Pt Viel, VzeD(a,?)
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Remarque. Dans une remarque parue dans son Séminaire d’Analyse
1970-1971 P. Lelong & bien saisi le lien entre son Théoréme Polynomial et
le Lemme Polynomial de Leja.

LeMME 2: Soit 2 un ouvert de C et soit B une partie de Q vérifiant
la condition (L) en un point ae 2

On suppose que {A,} est une suite de nombres positifs et {f,(2)} une suite
de fonctions amalytiques sur 2 telles que

1
(1) Tlog]f,,(z)] < K = const, Vze 2, Vn;

n

(ii) h‘msup—;'— logif,(2)] < A = const, Vze E.

n—0 n

Alors pour tout € > 0, il exisie M et 6 > 0 tels que:
Ifa(2)] < Mexp[(A +£)2,], VzeD(a,3d,) Vn.
Démonstration. Voir Siciak [7], lemme 2.,1.

3. Demonstration. du théoréme. Supposons que F est non effilé au
point a, alors les F,= (E\{a})nD(a,r) sont aussi non effilés en a et d’aprés
le lemme 1, ils vérifient la condition (Z,) en a. Done E vérifie (%) en a.

Supposons maintenant que F vérifie (#) en a. Nous allons montrer
que F est non effilé en a. Pour cela, il suffit de montrer que si f est une
fonction sous-harmonigue sur un ouvert U contenant a, alors

fla) = lim supf(¢).
CEE‘:E ’

On raisonne par ’absurde en supposant le contraire; alors il existe
r, positif assez petit tel que

(1) flOy<i, Vie[D(a,r)\{a}INnH,

ot 2 est un nombre réel strictement inférieur & f(a).
D’aprés Hartogs, il existe une suite {f,,} de fonctions analytiques sur
D(a, r,) telle que

1
(2) {% log [fi. () |} est Jocalement bornée supérieurement sur D(a, 7,),

(3) f(2) = [lim sup-q% log }fm(z)l] VzeD(a,r,).
(1) donne alors

. 1 :
(4) lim sup — loglfm(2)| <4 Vze B, N a}

ou E,o = EnD(a, 1y).
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Donc en appliquant le lemme 2, on a: pour tout £ > 0, il existe 6 > 0
et my; tels que

%logUm(z)l <A+e VzeD(a,d), V= m,,
ce qui implique:
1
lilnsuI)Tn‘ logifa(2)l = f(2) < A+e, Vze D(a, 0).

Maintenant, si I'on prend ee ]J0, f(a)—A[, on’ voit que

fla) < f(a),

ce qui est absurde:

4. Généralisation a C? (p > 2). La définition de la condition (%) se
généralise trivialement & C?,

Un ensemble E de C? ets dit R — non ¢ffilé en un point a lorsqu’il
est non effilé en 4 au sens de la théorie du potentiel dans R*”.

B est dit C* — non effilé en a lorsque pour toute fonction f pluri-
sousharmonique sur un ouvert U de C? contenant a, on a:

J(a) = lim supf({).
Cc.cl;'.'_:\aU

En raisonnant comme ci-dessus et en utilisant un résultat récent de
Lelong (théoréme 5 de [4]), on obtient le

THEOREME.

(1) B verifie () en a si E est R*® — non effilé en a.

(ii) Si E vérifie (£) en a, alors B est C* — non effilé en a.

ProBLEME NON RESOLU. Est-ce que I vérifie (%) en a si (et seulement
8i) & est C* — non effilé en ce point?

II. Généralisation d’un résultat de Dudley, Randol et Martineau.

1. Soit K un compact du plan C et soit 4 une mesure finie positive
sur K,

DErFiNITION. On dit que le couple (K, u) véritie la condition (£*)
si et seulement si pour tout ¢ > 0 et toute famille de polynédmes @ vérifiant
p(z) = Eup [P(2)] < 4 oo u — presque partout sur X, il existe une constante

finie M(:, ®P) telle que |P(z)| < M (e, D) exp(ed®P) pour tout ze K et
tout Pe @.

Dudley et Randol [1] ont montré que si K est un segment de droite et
4 lamesure linéaire, alors (X, u) vérifie (™). Dans sa Thése [57], Martineau
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en a fait (implicitement) de méme pour K = une courbe de Jordan
rectifiable compacte et x4 = mesure longueur. Ce résultat peut étre considéré
comme une conséquence facile du lemine polynomial de Leja. On donne ici
une généralisation qui ne semble pas résulter directement du dit lemme(?).

THEOREME. S7 K est un compact régulier, c'est-a-dive non effilé en
chagque point de sa frontiére extérieure, et st u est la mesure harmonique sur
K, alors le couple (K, u) vérifie la condition (£¥).

2. On établit d’abord une proposition générale valable pour tout
compact K et toute mesure x finie et positive sur K.

On munit L¥ K, u) de la structure hilbertienne définie par le produit
scalaire (f, g) = 4 f-@du; soit {P,} la suite orthonormale dans L2(K, u)

construite & partir de la suite {2"} par le procédé de Hilbert—Schmidt,
c’est une suite de polyndmes avec d°P, = n.
On pose

1P, llz = Max|P,(2)|.
zeK

Pour tour entier m, on désigne par £, la famille des-polyndmes de
degré < m et par £, la famille des fonctions f définies sur C de la forme

f(z) = Sup|P(z)|
Pe®p

ol &, est une sous-famille de 2,,.
PROPOSITION. Les trois propriétés suivamies sont équivalentes:
(i) lim sup (P, /)" < 1.

n->00

(ii) Pour toute suite {f,} avec fne £, Vm, on a:

lim sup (||fllz)'™ = Sup ess [lm sup (f,(2))'™],

m—o zeK m~»c0

ot la borne supérieure essentielle est prise au sens de la mesure u.

(iii) Le couple (K, u) vérifie la condition (Z£").

Démonstration. (a) (i)=(ii).

LeME. St (1) est vraie, alors pour tout € > 0 il exisie une constante
0, telle que, quel que soit le polynéme P, on ait

1Pl < CulL+ )7 ( [ 1P12a) ™.
K

(*) Note. On ne peut pas appliquer directement le lemma polynomial de Leja
lorsque le compact régulier K eat 'ensemble triadique de Cantor.



88 Nguyen Thanh Van

Démonstration du lemme, Soit P un polynéme de degré m,
m _
on & P = ([ P-P;du)P,. Or (i) implique
j=0 K

IPille < M, (1)

Done: |Pllg = i‘k"P'deﬂ“LPj”K
1Pl < ), M, +e)( [ 1PPau)™ ([ 1P au)™,
0 K K

IPlg < ( [ 1Prap)" M1 +eom D 1+,
0

IPllg < M 1‘: (l-l—e)’"( f |P|%zp). 0. Q. F. D.

Le lemme étant établi, le reste se fait exactement comme dans la
thése de Martineau (p. 113-119).

(b) (ii)—(iii). Soit @ une famille de polynémes x — presque partout
ponctuellement bornée sur K

|P(2)| < M(z) < +o0 VPed, Vze K\e¢,

ol e est un sous-ensemble de K de x — mesure nulle.

Pour tout entier m, on pose F,(2) = Sup |P(2)|.
On a Ps®,d0P<m

limsup (1F,,llz)"™ = Sup ess [lim sup(F,,(2))""] < Sup [lim(M (2))"™] < 1.
m—soo 2e K m—co seK\¢g m~>co

Il en résulte que pour tout ¢ > 0, il existe une constante finie M,
telle que |[Plg < M,exp(ed’P) VPe .

(e) (iii) = (i). On reprend un argument utilisé dans [6].
Soient # et IV deux entiers positifs, on pose pour tout ge 10, 1[:

BY(o) = {2 K: o"P,(s) > N},
(g = ) BY.
. n=a

On a en raison de la relation [|P,|*dy =1
K
[~2) [--]

an 1
(B (e)) < ZP(EN )\Z—Nq=m-

n=40 n=1
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Donc, on & z — presque partout sur K

Sup ¢" [P, (2)] < +o0.
n

Puisque (iii) est vraie par hypothese, ceci implique
Ve >0, HM, telle que o"|P,|z < M. " yn.
Le caractére arbitraire de pe J0, 1] et de ¢ > 0 donne
lim sup (|P,lz)"" <1. C.Q.F.D.

N~=00

3. Démonstration du théoréme. Dans I’hypothése du théoréme,
un résultat du Widom [8] donne

Hm (||P )™ = 1.
n—roo

Donc (K, p) vérifie (£*), d’aprés la proposition précédente.

Remarque. Le théoréme se généralise facilement au cas de p variables
complexes avec K =K, XK, X ... XK, et p =1 Qus ® ... ®u, ou
K, est un compact régulier du plan C et y; la mesure harmonique sur K;
(G=1,2,...,7).

On donne une extension du lemme 1.

PROPOSITION. Soit B une partie borélienne de C non effilée au point a,
soit (P;).; une famille de polynémes complexes & valeurs dans un espace
localement conveve complexe X et soit q une semi-norme conlinue sur X.
8i g{P;(2)]< M(2) < o0 VzeE, alors pour ftout &> 0, il existe un
voisinage V de a et une contanie finie M > 0 tels que:

g[P;(2)] < M(1 4Pt VzeV, Viel.

Démongtration. On peut supposer qu'aucun des P; ne soit constant.
B contient nécessairement un compact K de capacitéd positive. Posons

K, = {#zeK: q[P;(2)] < n Vi}, chaque K, est compactet (J XK, = K.
1
Par conséquent, il existe n, tel que K, soit de capacité positive. On a:
g[Py(2)]<m, VzeK,, Viel.

D’aprés une généralisation du Lemme de Bernstein di & J. Siciak
(4 polynomial lemma and analytic mappings ..., Séminaire P. Lelong,
1970-1971), on a: '

q[P:(2)] < meexpd®P;G(z, D, oo)

ol @(z, D, oo) désigne la fonction de Green avec pdle 2 I’infini de la com-
posante connexe non bornée D de C\K, . Il en résulte que la famille

1 .
{-d—of logq[Pi(z)]} est localement Dornée supérieurement sur C.
i 16l
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On considére les fonctions

1

1'-y*n("z) = Sllp{ ogq[P,-(z)]: aQP;= n}v

n .,
Vin(z) = Regsup V,(2), V(2) =limsup V;(2),
V*(2) = Regsup V(2);

en raisonnant sur ces fonctions comme & propos du Lemme 1, on a V*(a) =
0. La conclusion s’ensuit, grice au Lemme de Hartogs.

Remarque. Cette proposition.implique un résultat de Siciak (A gen-
eralization of a polynomial lemma of Leja, Ann. Polon. Math. 25 (1971),
p. 149-156). Cependant, elle n’entraine pas un résultat du méme genre
de Siciak et Bochnak (Awnalytic functions in topological vector spaces,
Studia Math. 39 (1971), p. 77-112).
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