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Systéme d’inégalités aux différences finies
du type elliptique
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Résumé. Dans la note on considére un systéme d’inégalités aux différences
finies du type elliptique
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ot rM7 ot r}%7 désignent les quotients aux différences finies pour les dérivées partiel-
les dry/0z; et 8%r(/dx;0z; respectivement, au point nodal M.

On prouve que si les inégalités mentionnées sont satisfaites, on peut estimer
supérieurement la valeur maximale de »} et inférieurement la valeur minimale de r}£.

1. Dans la présente note on considére un systéme d’inégalités aux
différences finies du type elliptique

n
Ea% lj+ ZbM Mj+ ch.u o / _sll(h)7

(1.1) hi=l u=t
Eallj 1j+ ZbM,rMJ+ ch" x 82! )
=1

(l = 17""1’)9

on M et rM¥ 1=1,...,p, i=1,...,m, j =1,...,n) désignent les
quotients aux différences finies pour les dérivées partielles dr,/dx; et
0%r,/0z,0z; respectivement, au point nodal M.

On prouve que si les inégalités (1.1) sont satisfaites, on peut estimer
supérieurement la valeur maximale de r} et inférieurement la valeur
minimale de 7} (théorémes 1 et 2).

Il est & noter que les inégalités aux différences finies du type ellip-
tique ont été déja analysées dans [1], oll on a examiné les inégalités (1.1),
mais seulement dans le cas particulier oll p =
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Dans ce travail nous supposons que, chaque indice ! étant fixé, la
matrice [a7]] a une diagonale dominante (voir (3.2)).

Cette hypothése est plus forte que celle qui demande que la matrice
[af;;] soit positive (voir [3], p. 106). Donc les inégalités (1.1) ne comprennent
pas toutes les inégalités elliptiques possibles.

Le résultat de notre étude peut étre utilisé dans la démonstration
de la convergence, de méme que dans l’estimation de l’erreur de la mé-
thode des différences finies pour un systéme d’équations non linéaires
partielles elliptiques (voir [2]). '

2. Supposons que N est un nombre naturel et m,, ..., m, sont des
nombres entiers et soit

M = (m,...,m,),

1) Z ={M:0<m;<N,7=1,...,n},
Z,={M:1<m;<N,i=1,..,n},
Z,={M:0<m;<N-1,:=1,...,n}

Introduisons les notations suivantes:

(2.2) — (M) =(myy .c.ymy_y,m—1,my,.0ym)  (MeZ),
YM) = (Myy ooy my_yy M+ 1, My gy ey my) (MeZ,)
(t=1,...,m).

~On suppose qu’a chaque multi-indice M eZ correspond un systéme
de nombres réels

(2.3) ™ = (L

et on admet que

1, -
o (O g,
(2.4) 'rl"'M'J = _2};,2 ( —-‘)’;(M) —Tf(M)— rl—'(M)_ T;_](M) +2rlM +,.;(J(M))+r‘-1(—J(M)))’
1 , .
i = 2—]],3- ("g(M’ +,.g(M) _I_.,rl—i(M) +rl—1(M)_2ri7tl_r§(—i(M))_rl—1(j(M)))

(t=1,...,n,=1,..n, 1 =1,...,p, MeZ,NnZ,)
ol » est un nombre positif.

3. Dans tout ce travail nous admettrons que les hypothéses suivantes
sont satisfaites:



Systéme d'inégalités auz différences finies 237

‘1) la valeur maximale et minimale de ¥ sur ’ensemble Z est attemte
dans P’ensemble Z,NZ,, c’est-a-dire :

maxr! =rf® (A()eZ,nZ,),
MeZ

M

2) les nombres ¢, P, b0, bB(”, ai, aﬁ}”, L, K, T et g sont
donnés et tels que

aP<L<0, 0K "< K (p#1), <L, 0< "< K (p+#1),
bg® I <T, FOI<T,

(3.1) (I =1,...,p);

. et

(3.2) n
0<g<aif— d'lagf, g<af ‘ZWW
;::: 1#1
(l=1,...,p, p =1, ---,P,"j'=‘ 1, --"""7'1 i=1,...,m)
r
(3.3) %—?;w, L+K(p—1) <0;

3) les égalités suivantes sont satisfaites
(3.4) oD = afi®, afP =alff) (1=1,...,p,i=1,...,m,j=1,...,n).

4. THEOREME 1. Supposons que les hypothéses de 3 sont satzsfmtes
et que

n n
(4.1) Y afr0i 3 b0t Zoﬁwr;‘f“’ > —ey(h)

4,j=1 =1 u=1

o ey(h) I =1,...,p) sont des mombres mon négatifs et

ri 40 Torsque af? <0 ou i =3j,

4.2 rAOT _ _
(4.2) b r 409 Torsque. a;f}"; 0 et i #j
(voir (2.4)).

Dans toutes ces hypothéses, .

& (h)
N ’—A(k)— a TA(I) et h) = maxe,(h).
I+E(p-1) = " bk n = os

Démonstration. Nous raisonnerons par I'abfurde. Admettons
que 'inégalité (4.3) ne soit pas vérifiée, c’est-a-dire

(4.3) .,.-’;l(k) < —

(k) _ sl(h)
(4.4) rd® > IiEGp=1)




238

M. Malec

En utilisant la définition (4.2) et en tenant compte de (3.4), nous

obtenons

(4.

Lid n D
5) 2 aflfl) - 200 1 Z BAR. 40 | Z cAlh) . 40

1,jm=1 J=1 p=1

1
=71,_ [ (af‘(k) Zlak(k)|)+ bA(k)](,ri(A(k)) ,'.A(k))_{_

i=1 i=1
J#1

h

71; Z[l (aké") y a00) ) b#‘(k)](r’-‘-iu(k)) 0
19&;

1 A(k) {(8(kii, 5)IAKD) __ rA(k)
o ; T )+

15

p=1

ou
+1 pour ai® >0
(4.6) (ks i, j) = PO By =
- | -1 pour ¢’ <0.
Il résulte des hypothéses (3.2) et (3.3) que
1 . 1 g r
W (a‘Ai(tk) }Z}: Ia,‘é‘iﬁ-"’l) +3 bl > 7220
(4.7) =
1 g T
i(af‘(k) |a“">|) _wm >4-2>0
T2
(¢ =1,

tandis qu’d partir de (3.1) on a

s r}i‘(A(k)) ril®)
(4.8) pllott i Ad) _ paih

e W(Ak) ri_i(k) ’

iy (=S IAG) _ et

VAN

//\ //\

0
0
1

(t=1,..4m, ] =

D
- (ot IAGN) _ Ry ] L 2 GAR) .y (8)

)
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Remarquons aussi que

P P _
¥k k
(4.9) D' eiPri® = Pt 4 chﬁ DA

u=1 u=1
s#k
P D
k k) .4 Ak k Ak k
< c;;‘,i"’rf( )+ Zcﬁ )7‘,.(") < les ),-il( )+ chﬁ ).,.f( )
ek ok

< A+ K (p— 1) < L+ K (p—1)rf®
= [L+E(p—1)17i® < — & (k) < — ey (k)

(voir (4.4)).
Des formules (4.5)—(4.9) nous obtenons

n n P
(4.10) D) aifrdii L N Bl 4 1AMl < — g (h)

i,j=1 i=1 ue=l
ce qui est contraire & ’hypothése (4.1).
La démonstration du théoréme 1 est ainsi achevée.

5. THEOREME 2. 8% les conditions de 3 sont satisfaites et

n n D
(5.1) 2 aﬁ}’)rfa)" + 2 bg(l),-lB(l)i + 265‘(1),-5(1) < ey(h)

i,j=1 i=1 p=l

(Il=1,...,p)

ot ey(h) (I =1,...,p) sont des mombres non négatifs, tandis que rP®/
est défini dune fagon analogue & rii®% (voir (4.2)), alors
Ez(h) 0y B(k) . B(!)
o 7= minr et  &,(h)= maxe,(h).
L+K(p—1) k 1<l<p ! 2( ) 1<l<p 21( )
La démonstration du théoréme 2 étant pareille 4 celle du théoréme 1,
il est inutile de la présenter.

(5.2) rp® >
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