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Sur un probléme aux limites généralisé pour
I’équation du type elliptique

par A. HA¢ (Varsovie)

1. Introduction. Le présent travail est basé sur le mémoire [4]
de W. Pogorzelski. Dans son étude W. Pogorzelski avait utilis€ la méthode
topologique de Schauder, tandis que notre méthode applique, pour la
premiere fois, la méthode des approximations successives au probléme
posé dans [4]. A cause de la singularité forte des intégrales qui interviennent
dans la résolution du probléme cette méthode exige des hypotheses plus
fortes que celles du travail [4]). Néanmoins sa supériorité consiste en ce
qu’elle donne une solution univoque du probléme.

Il convient encore de signaler que le probléme m’a été suggéré par
W. Pogorzelski lui-méme.

2. Enoncé du probléme. Soit I'équation aux dérivées partielles
du type elliptique:

- (Y o*u X ou
W b= X el W+ Db 0 e
ou oy
- F(X’ u’éaTl’ 'nn’a_'wn)

dans D’espace euclidien & n dimensions (n > 2).
On admet les hypothéses suivantes:

I. Les coefficients de I’équation (2) sont des fonctions réelles définies
et bornées dans la région:
(2) Xe2+8, —oco<u< +oo,

ou 2 est un domaine mesurable et limité par la surface S. Les coefficients,
définis dans la région (2). satisfont aux conditions de Holder-Lipschitz:

(3) |0as( X, u)— asp( Xy, u)] < kal X X,[",

@) Pl Do) el )| XX um ]
(4) Ba( X 5 %) — ba( Xy )| < Fo[| X X"+ f6— 4[]
(5) lo(X)—o(Xy)| < kel XX, ",

s s u"\_ 1
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2 A. Haé

ou les coefficients kq, ka, ky, k. sont des constantes positives, | XX,| désigne
la distance euclidienne des points X et X,, et h est une constante positive,
inférieure a 1’'unité.

II. La forme quadratique

2 0op( X, ) ZoZg

a,f=1
est définie positive dans la région 2+ 8.
III. La surface 8 satisfait aux conditions le Liapounoff avec1’exposant
p(0<pu<l).
IV. La fonction F(X, ug, %y, ..., Us) est définie dans la région:
(6) Xe, —oco<U<+4+oo ((¥=0,1,..,n),
elle satisfait a l'inégalité

(1) |E(X, thy thyy eery Un)| < mp D, 1|+ mp|XPx|™" (g = ),
) yr=0

o 0 < p <1, mp, mp sont des constantes positives, tandis que |XPyx]|
est la distance du point X au point Px de la surface 8, le plus rapproché
du point X. En outre la fonction F' satisfait a la condition de Hélder-
Lipschitz:

(8) | (X, Ugy Uyy oery Un)—F (X, ug,y ULy oovy Un)|
n
< K(QY)XXF 4 Tep D lu,— il
v=0

en chaque point du domaine fermé Q* C 2; kr est une constante positive,
0 < hg < 1; k(£2*) dépend du domaine Q%

V. Les fonctions ¢g(P) et G(P,u), qui figurent dans la condition
aux limites énoncée ci-dessous, sont des fonctions positives et continues
dans I’ensemble

[PeS, —oco<u< +o0]
et la fonction G(P, u) satisfait dans ce domaine a l'inégalité:
(9) |G (P, u)| < mg|u|+meg,
(10) |G(P, u)— G (Py, w')| < kol [PP,["° + [u—w]],

dans laquele mg, mg, kg sont des constantes positives, 0 < hg < 1.
VI. L’équation $(%) = 0, avec la condition aux limites homogéne:
du
aTp +9
n’admet que la solution nulle.

(P)u(P) =0,
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Aveec ces hypothéses nous pouvons démontrer le théoréme suivant:

THEOREME. Si les hypothéses I-VI sont realisées et si les constantes
du probléme mp, mp, kr, mag, mg, kg, ka, ka, kv sont suffisamment petites,
il existe une fonction u*(X) qui satisfait a Péquation (1) en chaque point
intéricur X du domaine 2 ainsi qu’ a la condition aux limites non linéaire:

(1) 7 FIPIU(P) = 6P, u(P)],

en chaque point P € S; %, désigne la valeur limite de la dérivée transversale
([2), (6))-

3. Formules fondamentales. Avant de procéder & la démon-
stration du théoréme précédent, nous établirons quelques formules dont
nous nous servirons dans la résolution du probléme.

De la théorie de W. Pogorzelski, exposée dans les travaux [1] et [2],
nous pouvons déduire que si la fonction #(X) satisfait & la condition
de Holder

lu(X)—u(Xy)| < k| XX,/
0<h<l; k=const>0; X,X,eQ+8),

la solution fondamentale I'(X, Y¥) de I’équation homogéne (1) s’cxprime
par la formule

(12)

(13) Mx,Y) =wwX, ¥)+zwX, Y),
(13") wi( X, ¥) = [90(X, ¥)17",
(13") ¥en(X, X) =[ D ao?(Z, u(2)) (wa— &) (5 — &)] ",
a,f=1
(13") B(X, ¥) = [ [[wl(X, V)02, Y)iz,
gl

ou X (@, ..,%a), Y(&, ..., &) sont des points distinct du domaine £;
a’? sont des éléments de la matrice inverse de celle des coefficients
2z X, w(X))]| -

La fonction #(Z, ¥Y) est la solution de Péquation intégrale de
Fredholm ([2], (9)):
(14)  A(X)e"™(X, Y)

-

= 3Pl (X, DI+ [ [ [ P10l (X, 1™ (2, Y)dzZ,
gl

2(n—2)(/x)"
T(n2))/ detjass(X, u(X))|

(15) WNX) =

1.
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Il existe une constante positive C; telle que
0 < 0, < i¥(X)
(voir [2], (29)).
La fonction 9%,(X, ¥) satisfait & l'inégalité
(16) QX Y| < 9G6(X, Y) < gl XY,

ol g, et g, sont des constantes positives (voir [2], formules (12), (13)).
Nous concluons que Popération p¥[wl,(X, ¥)] satisfait & Iinégalité
suivante:

(17) PPwEy(X, )]l < CIX Y| (C = const > 0),

(voir [2], (14)).
Conformément au 4 la formule (15) du travail [2], la solution de
I’équation (14) s’exprime par:

(18) o™(X,Y) = [A(X)1 ¥ [wen(X, Y)]+
+f [] M X, 25 12, V(2] iz,

ou Mu(P, Q) désigne la somme de certains noyaux itérés et du noyan
résolvant du noyau itéré borné, correspondant au noyau de ’équation (17)
(voir [2]). Nous en concluons que la fonction @ satisfait & 1'inégalité

(21, A7)
(19) "X, ¥)| < O XY™™ (O, = const > 0) .

La fonction satisfait & la condition de Holder dans la région bornée
0* C 2 qui ne contient pas le point Y. Pour la quasi-solution et la solution
fondamentale, ainsi que pour leurs dérivées, nous nous appuyerons sur
les limitations suivantes:

lw(I;)(X) Y)I < 02|XYI_7H'Z; lw (w2, (X’ Y)I < CélXYl_n+l;

(20) n¥ -n
lw (u):caz,(Xa )< G XY™

(20")  II™(X, Y)| < CG|XY|™™%  |I(X, ¥)| < G5 XY|™",

ou C,, C3, Cy’, C;, C3 sont des constantes positives, (voir [2], (49); [3],
p- 925 [4], (44); [2], (29), (50)).

La dérivée transversale de la solution fondamentale I'(P, Q) au
point P de la surface S est déterminée par la formule

ar(p, .
%@ a;aaﬂ(P u(P)) cos(Np, )

r‘"’(P Q)

(21)
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et satisfait a 1'inégalité

F‘“’(P Q) C,
|pQ

(22) \ ol A* =min(h, ), C; = const > 0,
(voir [2], (23)).
En outre on a:
ar“(p, v) Cs
dTp

(23) W )

+g(P)I'"(P, Y)|<

(ou Cj = const > 0), (voir [2], (36)), pour chaque fonction u(X) qui
satisfait a D’inégalité (12).

4. Démonstration du théoréme. La solution %(X) du probleme
en question s’exprime par la somme du potentiel de la charge spatiale
et du potentiel de simple couche la surface § d’une densité ¢(@) continue
et bornée, mais inconnue,

(24) u(X)=—fff1""’(x, Y)[z;")(Y)]—‘F[Y,u(Y),%, T ]dY+

+[ [, Qe@ae
S

de méme que dans le travail [2].

Introduisant 1'égalité (24) dans la formule (11) nous trouvons comme
conséquence du théoréme 9 de la monographie [3] (p. 108), I’équation
suivante:

(u)
@) —5RPpE) + [ [|Z382 s gmroe, o|s@de

- f [ [‘"’ D D) 4 gpyree, Y)] x

X DT F| X, 0(D), 5 ) S| 4T+ 612, w(p)).

Ainsi les équations (1) et (11) sont ramenées aux équations intégro-
différentielles (24), (25) avec les fonctions inconnues #(X) et ¢(P). Pour
résoudre le probléme, examinons le systéme des (n+2) équations inté-
grales que voici:

(26) (X)) =—J [ [TX, 7)1 D) FLY, uo( )y wy( T), -.vy tn( ¥)1AY +

+ [[r*(x,Q)e@dQ,
S
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@7 u(X)=—[[[TEX, A (DTFLY, 4 X)y 4, (T)y ovey un( T) Y+
Q2

+ff1’2:°’(x, Qe@dQ (»=1,2,..,7),

(u0)
@)~ @B+ [ |9 gpyreop, ) pi01a0

=/JJ (5B g yreae, 1) x

X[ X)) FLY, 4 X), uy(Y), ey ua( ¥)]AT -

+G{P,— fff]""“’(P, V(XN TFLY, u(T), n(T), ooy ua( 1)]AY +
Q

+ [[ 1P, 0@ a0}
s
aux- fonctions inconnues uy(X), u,(X), ..., ua(X), @(P).

Nous résolvons le systeme d’équations (26), (27), (28) par approxi-
mations successives. Considérons les (n-2) suites de fonctions:

29) W™X)y, | XPxM(X) (v =1,2,.,n), ™(P),
m=0,1,..; 0<Kqg<l; Xe; PeS; PxeS.
Ces suites sont définies par les relations de récurrence:

60) W = — [[[ 17 o, DS (1 x
x FLY, (1), w™(T), . g (INAY + [ | '™ (X, Q)¢™Q)aQ,
(31) wmO(E) = — [[[ 1% (x, I (1) x
’ X FLY, u§™(X), u{™(Y), ..., ud(¥)]dY +
+J ' (X, Q™ Qa0  (v=1,2,..,m),

(2)  —FAT PP+

+] [ [ - P9 1 ymyr™” 2, @] s (@10

=TT e, ] ok o

x F[Y, u"“’(Y),u"”’(Y), o U (Y)1AY + Glp, @(P)],
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ol
(32")  @™(P)

=—fff e, YA (1) FLY, uf™ (), 6™ (), ooy u(T)]AY -+
+ [ %™ (P, @)¢™(Q)dg.
S

Nous allons démontrer la convergence des suites (29).
Nous admettons que les premiers termes sont continus et satisfont
aux conditions suivantes:
(X)) < B, XPx w(X)I<B (#=1,2 .0 Xe; 0<g< ),
(33) s (X)— ug(X )| < k]XXl 0<k<1, X,e9),
9(P)l<e (Pe8; Pxes),
dans lesquelles R, p et & sont des constantes positives.
Nous démontrerons par induction la convergence des suites des
approximations successives.
Admettons que les approximations d’ordre m satisfont aux mémes
inégalités, & savoir:
(X)) <R, [ XPx'lW"(X)I<RB (v=1,2,..,n),
(34) [ug™(X)— ug™ (X)) < kXXM,
g™ (P)l < o
En introduisant les formules (34) dans l'inégalité (7) on trouve:
(85) IFLY, u™(Y), t™(X), ey un ()]
< an]YPylbqR+mFR+ mHYPy]—” .
Examinons les conditions sous lesquelles les inégalités (34) seront valables

pour les (m 1) approximations des fonctions cherchées.
On peut écrire 1'équation (32) comme il suit:

(36)  — 13 ()™t I(P) 4

2
(u(m)) m
+ [ [ 2D gy r ™ g oigra = 1),
S

ou f(P) est une fonction continue. Le noyau de ’équation (36) est & sin-
gularité faible (voir (23)). Conformément & 1’hypothése VI, I’équation
homogene:

1, m
(B7) =540 (P)g™(P)

(ug’n) (m)
- ff [MTTQ) +g(P) ™ (P, Q)] ™ (Q)dQ = 0
S
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n’admet que la solution nulle. La solution de 1’équation (36) est donc
unique; elle est donnée par la formule (38):

@8)  gmenpy LD [ [947(p, ) (‘};(’ (;)dQ’

A (P)
ou N est la somme du noyau résolvant et des noyaux itérés dont le premier
satisfait & 1’inégalité (23).
Nous avons, a cause des inégalités (9), (23), (34), (35), I'inégalité (39):

(39) o™ (P)| < bt mp R+ b} mpy+ bt Rmg+bims ,

ou by, b2, b3, b sont des constantes positives indépendantes des fonctions ¥
et G.
La derniére des inégalités (34) est valable des que

(39') f'mFR+b mF—l— b"'Rma—}— b4 ’m,g K0

Les formules (30), (31) et les inégalités (20'), (35), (39), (39’) donnent,
en vertu des théorémes 4 et 5 du travail [4], les inégalités suivantes:

(40) lud™tV(X)| < C'(Rmp+mp+ o),
(41) [u™t(X)| < Ci(Rmp -+ mj)

ou (', Ci, 01, C, sont des constantes positives indépendantes des fone-
tions F et ¢.

En nous basant sur le théoréme 8 du travail [1], sur le résultat cité
a la page 189 du travail [4] et sur les inégalités (35), (39’) nous déduisons
de la formule (30) l’inégalité suivante:

(42) |ug™ U X)— ug™ P (X))| < [by Ronp+ bymp+ by 0] X X[

ou b, b,, b; sont des constantes positives indépendantes de la fonction F.
En nous appuyant sur les inégalités (39), (40), (41), (42), nous re-
trouvons pour les (m-+1)"™® itérations les inégalités (34). Les fonctions
u™(X) (v=0,1,...,n), o"(P) existent et satisfont aux relations (34),
dés que les constantes lides aux fonctions F' et G satisfont aux inégalités:
C3(Bmp+mp+0) < R,
(43) bRmp-+b,mp+bo <k,
b} Bmp + b mp -+ b Rmg+bimg < ¢,

ou C7 est le plus grand des nombres C’ et des bornes supérieures des
fonctions

Ci|XPx|*, O |XPx|'(|log|XPxl|[+ Cy

dans le domaine 0.
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Nous en déduisons par induction que, si les fonctions initiales des
suites (29) satisfont aux conditions (33) et les constantes du probléme
satisfont aux inégalités (43), les suites (29) existent et satisfont aux
inégalités (34) pour chaque valeur de m. Les conditions (43) ne seront,
vérifiées que si les constantes du probleme mp, mp, mg, mg sont suffi-
samment petites. Nous étudierons maintenant la convergence des suites
des approximations successives (29). Considérons les séries suivantes:

D (@) — ui™(X)],

m=0

O (m+1) (m) . = [l X) — unl )|
%H[uo (D)— (D), o Hu(X)] =_sup XX

(44)
| XPx|T[w™ N X)—u™(X)] (v =1,..,n),

DMs

3
I
(=]

D™ OP)— g™ (P)] .

m=0
En démontrant la convergence absolue et uniforme des séries (44),
nous établirons la convergence uniforme des suites (29).
Pour démontrer la convergence des séries (44), nous utiliserons les
limitations que nous allons maintenant déduire
LEMME 1. La différence de deux approximations successives de la
quasi-solution satisfait a Uinégalité:

(45) ]w:‘:)m,)(x, Y)—w(l:‘:m_,,)(X, Y)| < dikeo| XY™™ sup [ud™ — ui™ V),
o% d, = const > 0.

Démonstration. D’aprés les formules (13), (13"’), (16) nous avons

[,y (X s ¥)— 0 m, (X, T)]

CHIENG O ) s CHING. 5 9)
Bty (X DO (X, DT g, (O, DT+ [B g, (X, DI
1
<
== 2gi"‘°|XYl’”_°
+ et Dm, (X DI nen, (X, DI+ 8 mn, (X, T

[EANC SR 91 CHRSNG eR AIRRICHING SR ) i

_(n—2)g" I XY
2y¥.ﬂ-0 IXYIM_B

o’ 2” [a( X, u™ (X)) — ab( T, u{" (V)] x

a,f=1
X (ma_ Ea) (mﬂh Eﬁ)‘ .
D’oui nous obtenous, d’aprés 'hypothése (3), la formule (45).
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LeMMA 2. Les différences des premiéres et secondes dérivées de la
quasi-solution calculées pour les deux indices successifs m et (m—1) satisfont
auzx inégalités

(46) ]w "")) (X Y) w’ (m-l]) (X Y)I <d2k IXerH suplru(m)_u(()m l)ly

(41 W, (X D)=y (X, V)]
(] aﬁ

< dyka| XY™ sup Jud™ — ui™ V|,
dy, d; étant des constantes positives.
Démonstration. En appliquant les formules citées dans la mono-

graphie [3], p. 93, et en procédant de méme que dans la démonstration
du lemme 1, nous avons les limitations (46) et (47).
LEMME 3. La différence des opérations ™ —y'™ ™V satisfait a Diné-
galité:
- (u('”’) v - (u(m-n) Y
(48) 19" Loggm, (X, 1] =9 [0, (X, )]}
0

< gy S = H o)

o C* = max {df ka[1+ 2 (b, Rmp+ bymp + by0)]+ dX[(b, Rmp+ by me -+ b,0) -+
Mo+ Mc]ko+ d5 ko di Ko}y, My = sup bo(X, u(X))|; M. = suple(X)}; di, d3,
3, d:s sont des constantes positives, indépendantes de F et G.
Démonstration.

(49) P [ o, (X V)l pr [w(ugm-,,,a, Y)]

Z {[2s( X, u§™ (X)) — g X , w™2(X))] —
a,f=1
P (X, ¥)

3.’1703.’.05

—|aap (¥, ug™(Y)) — aap( ¥, wg" (1))}

+ Z[a.,,,(x U™ (X)) — aap( X, ul™ ()] x

a,f=1

Fwlug)(X, ¥)  Pwemn (X, ¥)
02,05 02,078
owem) (X, Y)
0%,

+Z [a(X , 4™ (X)) — bo[ X, 4™ (X))]

a=1

[3W(u(m))(X Y) Bw(ucm (X, Y)

Ox,

oot

a=1

+ o X)[wiumy (X, ¥)— wigm-n, (X, Y)].
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Pour limiter la fonction

(50)  Hlag'—ag "]

s [aaﬂ(x ,u(m)(x )__ ap(X u(m—l)(x))] B
N X.Yea |X:Y|
¥, w5(Y)) —a( T, ug" (7))
Xy

nous profiterons d’un lemme de Hadamard.
Si la fonction donnée a,; satisfait & ’hypothése (3), la différence da,s
s'exprimera par

(51) Aa‘aﬁ— aaﬁ(l u)—aap(X ’U) D(X u v)(u ),
ou la fonction D(X, u,v) satisfait & la condition de Holder-Lipschitz:
(52) ID(X,u,v)—D(X',u,v)| < K[| XX'["+ [u—w'|+ |v— '] .
En introduisant dans ’égalité (50) les expressions (51) et (52), nous avons
linégalité
(53) Hias—al "] < H[D]sup [ug™—uf™ |+ ko H[ug™ — uf™ "],
ou
(54) HIDI<KLIXY["+ [ug™(X) — ud™( V)| +]ug" (X)) — wg" DX Y™
Il résulte des inégalités (42), (53), (54) que:
(55)  H[ag'—az;™™]
< ko[ 14 2[b, Rmp—+ bymip+ by o]sup ug™ — u™ || + ko H [ug” — ug™ ] .

En tenant compte des hypotheéses (3), (3'), (4), (5) et des inégalités (20),
(42), (45), (46), (47), (55), on peut écrire I’expression (49) sous la forme (48).

LEMME 4. La différence des fonctions
U™ X, Y)— ™ (X, Y)
satisfait a Uinégalité
(86) [@“™N(X, V)-8 (X, T)|

*

< IXYln—h {sup I'M.(,m)— uf,"‘ ”l +H[u(m) (m—l)]} ’

ol a désigne une constante positive.
Démonstration. La fonction (X, ¥) est la solution de 1’équa-
tion intégrale (14). En posant dans cette équation

(57) NUN(X, T) = [HAX)] 9™ weyX, T)]
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nous avons
(38) (X, Y)—o"" (X, T)
= N9(X, T)— NUE, T+ @ - 001
+ [[[1"™X, 2)— N9 (X, 2)]0%(X, Z)dZ+
2

+ [[[ X, )02, 1) - e Z, Tz
DI

Soit
(59) L(X,7)

= N%(X, T)— N9 (X, ¥)+ (A (X)] = (X)) +

+ [[fIN4™(X, 2)— BX, 2))0%7 (2, V)az .
Q’

La solution de P’équation (58) se présente alors sous la forme
(60) O“M(X, T)— "X, ¥)
—L(X,Y "
= L(X, )+ [[[ "X, 212, V)iz,
nl

oit M est le méme noyau que dans 1’équation (18).
Il résulte de la formule (15) que
(61) AT ASEN T < aykgsup u— w7

En tenant compte, dans les formules (57), (59), des inégalités (17), (19),
(48), (61), nous avons:

(62) |N™"(X, Y)—N‘“ﬁ"‘"’kx Y)|

(m—l) (m) (m—1)
sup |ug 4+ H[uy ' —u
[XYI h{ Pl l [uo o 1}

*

aa m m— m m—
(63) (X, Y)| < 5om=n lXYl,,_h {sup l'u( ) ( nH—H['uf, ) ‘uf, 1)]} ,

ou a,, a,, a, sont des constantes positives. Les inégalités (17), (62), (63)
et la formule (60) donnent enfin 1’inégalité (56).

LemmE 5. La différence du quasi-potentiel (13''') satisfait a Uinégalité
(64)  [Wem) (X, ¥)—Wuim-n)(X, Y)|
O

<|x1qf 75 (8up g — 8" |+ H[wg" — 5" "]} (@’ = const > 0) .
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La démonstration découle des inégalités (45), (56).

LEMME 6. La différence I'""(X, ¥)—I'" (X, Y) satisfait & Diné-
galité
(65) II*™(X, V)—I“"(X, T))

LY 84 )]
IX Yln—?.

Démonstration. Nous obtenous l’inégalité (65) en nous appuyant
sur 1’égalité (13) et en rapprochant les inégalités (45) et (64).

LEMME 7. Le module de la différence des approximations mdme et
(m—1)"™° des premiéres dérivées de la solution fondamentale satisfait & V'iné-
galité suivante:

(66) [IL™(X, V)-8 (X, V)]
a; C*
| Xy!
ol ay est une constante positive.

Démonstration. L'inégalité (66), se déduit des formules (13), (13")
et des inégalités (19), (20), (46), (56).

LEMME 8. La différence de la dérivée transversale de la solution fon-
damentale satisfait a Dinégalité

{sup [ud™— u{"" V| + Hu{— 4]}  (a* = const > 0) .

{sup [ug™— g™ |+ H[ug"—u* ]}

ar"p,Q) ar“v™p, g
dTP dTP
* C‘

< pgpi (up u— "+ H [ — "]}

(67)

hY

ol h* = min(h, u), a3 est une constante positive.

Démonstration. Dans la démonstration nous nous appuyons sur
la monographie [3] (p. 109), sur les formules (13), (13"’), et les limitations
(16), (19), (55). Nous avons ainsi I'inégalité (67).

LEMyE 9. La différence ug™ ™ (X)—ug™ (X) est bornée comme il suit:
(68)  [ug""(X)—uf™(X)|
<[4, C*(Rmp+ mp+ o)+ A, kplsup [uf™ —u" V| +
+ A3 C*(Rmp + mp+ o) H[ug® — uf" V14
+4, kFSUP(l YQr| Z |ui™ — u',”'")|) +

p=1
+ 4;sup lptn+H—glmy
ow A, A,, A,, A,, A; sont des constantes positives.
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Démonstration. I1 résulte de la formule (30) que:
(69)  [ug™(X)— uf™(X)|
<[JJ i@, H— 1, DI x
X |F[Y, u™(X), w™(X), ..., uT(Y))dY +
+ f /f 1[;.5.“3"‘”&')]"—[x:f»”"”’(rn"l X

x | TU" X, DFLY, u§™(T), w™(T), .oy ui™(T)] AT +
+ f JIPLY, of™(X), uf™(X), ...y uH (X))~
—FLY, u" " Y), " AT), wory e ()] %

x | "X, Y)l[a‘“ﬁ"‘"”(Y>]“dY+
+ j; J1re™(x, @) — r“v"™(x, Q)| 1¢™(Q)1dQ +

+ fs,f g™ Q) — ¢™(@)IIT" (X, Q)]dQ .

En tenant compte de (8), (20), (35), (39), (39’) (61), (65) et du théoréme
5 du travail [4], nous avons I'évaluation (68).

Transformant 1’équation (32’) d’'une maniére analogue nous obtenons
pour la différence des approximations voisines la limitation suivante:

(69') [ai™(P)—ui" " (P)| < [A,C*(Bmp-+mp+ o)+ Aykr]sup [ul™ — ul™ V| +
+ 4, C*(Rmp+mp+ o) H[ug”—ug" "]+

+ Ak sup(| TQp | 2 ™ — ™)) 4

=1

+ Aysup fgm — gm0

ou A,, 4,, 4,, A,, A; sont des constantes positives.
LeMvME 10. Les différences H[um+D(X)— um(X)] 8'évaluent comme il
suit:

(70)  H[u™(X)—u{™ (X))
<[4 CYBmp+mp+ o) +Askp]sup lug™—uf | +
+ A3 C*(Bmyp -+ mi+ o) H{ug” — g™ "]+
+ 44 kpsup( | YQr|* Z ™ — ™ l)l) +

y=1

+ 4jsup g — g,
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o Aj, A;, Ag, Ai, Ag sont des constanles positives indépendantes des
fonctions F' et ¢.

Démonstration. La démonstration de cette inégalite résulte des
formules (8), (20), (35), (61), (65), du théoréme 8 du travail [1], ainsi que
de la remarque qui découle des théorémes 5 et 6 du travail [4].

LevME 11. La différence | XPx|®|ui™ N X)—ul™(X)| satisfait & Diné-
galité:

(11) I-XleqlusmH)(X)—u?")(X)]
< [A? C*(Rmp+mp+ o)+ A2 kr]sup l’lls(;m,—us)m—l)l—}-
+ A3 C*(Bmp+mp+ o) Hug" — ug™ "]+

+ A:kpsup( | YQp|* 2 lusm)_ 'u(,"‘")l) +

=1
+ Agsup gt —gm|  (»y=1,2,..,n)
ou AT, A7, A3, A, A} sont des constantes positives.

Démonstration. Pour obtenir 1'inégalité (71) il suffit de profiter
des théorémes 4 et 5 du travail [4] et des limitations (8), (20'), (35), (61),
(66) en les introduisant dans la formule (31).

LEMME 12. La différence de deux approximations successives de la
fonction @(P) satisfait a Vinégalité

< [CHRmp+ mjp+ o) + kr] (D] + Dikg)sup [ud™® — u" | 4
+ C*(Bmp -+ mp+ 0) (D3 + Dika) H{ug"— uf™ ]+
+(Di+ Dika) kesup(|¥Qr(" 3, ™ —u™ 1) +

p=]

+ Drkgsup [gtm —gm-1|
o Dy, Dy, Dy, Dy, Dg, Dy, D; sont des constantes positives.
Démonstration. Nous posons respectivement dans la formule (32):

(13) M@™AP,Q)

ar (u'[’m))(P y @) (u(™) (uglm)) -1,

=2 [‘W +g(P)T*"(P, Q)][/L. (¥)]

(74)  ru™(P, Y)

= [ [ MNP, T)FT, u(X), W), ..., (D) A (PY] AT+
o

+26LP, WPNAP)TY
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alors il vient:
(16)  ¢™(P)—™(P) = {J [M“™(P, Q)— M™“" (P, Q)1¢"™(Q)dQ +

+ [ wP, L™ @)~ @10+ (P, T)—r P, ).

En posant

(76) K™(P) = {f (MNP, Q)— M "(P, @)1¢"™(Q)dQ +
+0 P, T)— P, 1),
on a l’équation

(77) ¢(m+1)(1))_ 'P(m)(P)
B if HU(P, Q)L™ (@) — o™ (Q)1dQ + K™ (P) .

Conformément & I’hypothése VI, ’équation homogeéne de 1’équation (77)
n’admet que la solution nulle. L’équation (77) a alors une solution unique:

(18)  ¢™O(P)—¢™(P) = [ [RU(P, Q) K™ (Q)dQ + K™ (P),
S

ou N est la somme du noyau résolvant et des noyaux itérés dont le premier
satisfait & l'inégalité (23). Nous en déduisons que le noyau M vérifie
a linégalité (23). Pour les bornes des différences entre deux approxi-
mations successives des fonctions considérées on obtient, en tenant compte
des limitations (8), (10), (23), (35), (61), (65), (67),
(19)  [M“TYP, Q)— MR, Q)]
.0#
< _ﬁnﬁ
|PQ
(80)  [F<V(P, T)— (P, T))
< [b} C*(Rmp + mi) + by krlsup lug™ — ug™ 7|+
+ b3 C*(Rmp + mpp) H [ug™ — ug"™ "1+
+bikpsup (| 7Qr? D) 1™ — ul™0)) +

=1

{sup |ud™ — u$" V| + H[uf™—u{"" "1}  (a = const > 0),

+ b kasup [13"(P)— w5~ "(P) .
(81)  |E™(P)| < [b C*(Rimp+mip-+ ¢)+ bikr]sup jufm— ufm=—o] +
+ by C*(Rmp + mp+ o) H[ud"— ud* "]+

+bikpsup (| YQr " V)

r=1

+ bi kgsup[ug™(P)— ag""(P)| ,
ou by, b, by, b, bg sont des constantes positives.
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L’équation (78) avec les inégalités (23), (69’), (81) donnent l'iné-
galité (72) du lemme 12.

Pour démontrer la convergence des séries (44) nous utilisons les
inégalités (68), (70), (71), (72). .

Dans ce but, il est nécessaire de démontrer la convergence de la
série numérique suivante:

(82) D) 8 s

m=1

8

ou
m = Sup [ud" (X)) — w§(X)| + H (X)) — ud™(X)]+

+sup (| XPx|? D) [u{™(X)— u{™(X)|) + sup |¢™*O(P)— ¢™(P)] .
r=1
En tenant compte des inégalités (68), (70), (71), (72) nous démontrons
que les constantes positives D,, D,, D; sont indépendantes des fonctions #
et G, et quelles satisfont & l'inégalité

(83) 8m < {[C*(Bmp+mp+ o) + kr](Dy+ Dyke) + Dyka} Sm-1.
L’inégalité

(84) [C*(Bmp+ mp+ o)+ krp)(Dy+ Dy kig) + Dyka < 1

est réalisée si les constantes kg, kg, kay %z, kp sont suffisamment petites
(C* est une constante qui dépend de kg, ks, k»). Il en résulte que les
séries (44) et les suites (29) sont uniformément convergentes dans la
région @+ 8. En tenant compte des conditions de la formule (43) et des
conditions obtenues ci-dessus, nous concluons que les séries (44) et, par
suite, les suites (29) existent et sont uniformément convergentes, si les
constantes mg, mg, kr, Mg, mg, kg, ka, ka, kv sont suffisamment petites.
Les suites (29) sont donc convergentes, et on a:

(85) lim «{™(X) = u}X) (»=0,1,..,n),

lim ¢™(P) = ¢*(P) .
m—oo
Les limites u,(X) (»=0,1,...,n) et ¢*(P) constituent la solution du
systéme des équations (26), (27), (28).
On démontre ensuite, par des moyens déja connus, que cette solu-
tion (85) est unique.

En nous basant sur les propri€tés du potentiel généralisé de 1’équa-
tion elliptique ([1], p. 283) nous avons
dug(X)
ox,
pour tout point intérieur de X ¢ 2. ;- ¢
‘Annales Polonici Mathematlel XX L 2

(86) u(X) =

»r=1,..,n),
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Nous concluons, de plus, que les fonctions u3(X), ¢*(P) sont les
solutions du systéme des équations (24), (25) ([1], p. 283). Conformément
A la propriété de la dérivée du potentiel de la charge spatiale pour 1’équa-
tion elliptique ([4], p. 186), les dérivées (86), données par 1’équation (27)
en chaque point de la région Q* C 2, satisfont & la condition de Hélder
avéc un exposant inférieur & 'unité.

Il en résulte que la fonction

[ X)] ' FLX, ud(X), ut(X), ..., uh(X))]

satisfait aussi & la condition de Holder en chaque point de la région 2.
Cela démontre l’existence (voir [4], p. 190) des autres dérivées de la
fonction u3(X) qui satisfait & 1’équation (1) en chaque point de la région
X C Q-

En vertu de la propriété de la dérivée transversale du potentiel de
simple couche ([1], théoréme 8), la fonction wg(X) satisfait aussi & la
condition aux limites (11) en chaque point P de la surface S. Le théoréme
est ainsi démontré.
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