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Considérons les problemes de Cauchy abstraits
(1) ew, (t)+u (t)+ Au,(t) =0, e>0,

u(0,) =, u(0,) =y,
(2) w(t)+Au(t) =0, u(0,) =a.

Il s’agit de trouver les conditions sur A, les plus générales possibles,
sous lesquelles

u, - u lorsque ¢ — 0

dans un certain sens qui sera spécifié plus loin.

Les principaux résultats concernant ce probleme se trouvent dans
la section 4, en particulier dans les théoréemes 4.3 et 4.4. Pour I'historique
et autres remarques, voir la section 5.

1. PRELIMINAIRES

1.1. Soient

(1) R le corps des nombres réels,

(2) R* l'ensemble des nombres réels positifs,

(3) E un espace de Banach réel fixe,

(4) 27 (E) l’ensemble de tous les opérateurs linéaires définis dans
une partie de E & valeurs dans E,

(5) Q(E) Vensemble de tous les opérateurs de {F (E) définis partout
et continus avec la norme usuelle,

(6) M, - M, ensemble de toutes les transformations de 1’ensemble
M, dans P’ensemble M,.
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1.2, LEMME. 8¢ les fo'nctions D;e Q(E) ot j =1,2,...,k sont indé-

finiment derwables, la fonction ” D; Vest aussi et on a pour tout A > RT
et p=0,1,2, 7=

ar =~ p!

—[ [ PD;(1) = § DPV (1) DPD(2) ... DR (2).

awtd’ oyt Somp P1!D2! - D! ! 2 K
P;=0,i=1,...,k

1.3. LEMME. Soient a et § deux constantes non-négatives. Si une fonction
feRY — E est indéfiniment dérivable, la fonction f(B(A+a)) Pest aussi
et on a pour tout AeR* et p =0,1,2,...,

(1) f(ﬂ (A4 a) = B°fP(B(A+a)).

d).”

Les démonstrations de 1.2 et 1.3 se réalisent par itération comme
dans les cas classiques.

1.4. LEMME. On a pour tout A >0, k=1,2,..., p =0,1,2,...
et =0
ar 1 (p+k—1)! 1
1 — = (—1) :
@) di? (A+ a)f (=1 (k—1)! (At a)P**

La démonstration se fait par itération.
1.5. LEMME. On a pour ¢e>0,a>0,A>a e p =0,1,2,

a’  eA+1 ad 1
_ Y4 < — 1)\
1) (=1) ar’ el:+A—a (=1) a®¥ i—a’
dr 1 a1
__1\pP < —1\p .
@) (=1) dr? eA*+A—a (=1) di*’ l—a

Démonstration. Soit d’abord a > 0. On vérifie aisément par un
calcul direct que

3) ed+1 _(1+_1_)(1_ 2a )‘1+
eAl4+A—a 2 9V1+4ea 14+V1+4ea

L vy | urewerd
2 2/144ca 1—V1+4dea!

D’une part, il est clair que

1 1 <o
2 91t dea
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et, d’autre part, il s’ensuit de 1.4 que

ar 2a -1 ar ( 2a )_1
4 _lp _ 2 _11’ Z—
@ (=1 ow’( 1+1/1+4ea) T 1—"1+4€“ ’
(—1p g (i) <
ar 1+V1+4ea ar’ A—a

ce qui entraine (1) en vertu de (3).
En outre, on vérifie directement que

(5)

- il b |
eAl+A—a l/1+4ea, 1+l/i+4sa ( 1——1/1+4ea, ’

ce qui entraine en vertu de 1.4

ar 2a -1
_1p ® (i ) >0.
( )dl"( 1—V1+4ea

11 en résulte (2) en vertu de (4) et ().

Soit ensuite ¢ = 0. La formule (1) est alors immédiate et la for-
mule (2) résulte de Videntité (eA>+2)™' = A~'— (A4+1/¢e)~! & 1aide de 1.4.

1.6. LEMME. Admettons pour feRt —E et M <R que

(a) la fonction f est indéfiniment dérivable sur R,

(B) 1l existe pour chaque AeR* un a tel que 0 < a < A et que

fa+q) = 2 k,f""(l)

k=0

uniformément en |n| < a (Panalyticité de la fonction f),
(v) il existe une constante y >0 telle que

Mn!
1) 159 (W) < o

pour tout A > y et tout p =0,1,2,...
Alors Vinégalité (1) reste en vigueur pour tout A > 0 ettoutp = 0,1,2, ...
Démonstration. Soit £ > 0 le plus petit nombre tel que 1’on ait (1)
pour tout A > £ On a toujours £< y. Si £ =0, il n’y a rien & prouver.

Supposons donc que 0 < & < y et posons ¢(4) = A~! pour 41> 0.
On vérifie aisément que (cf. 1.4) Pon a pour tout p =0,1,...

(2) I (N < p+1 = (—1)" M (¢).

Colloquium Mathematicum XXI.2 20
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On constate facilement 1’existence d’un o tel que 0 < a < & et que
Pon a pour tout |p|<ac et p =0,1,2,...

(0) — fl‘(“")k (0+Fk)
k=0 *
(4) fP(E—7) = 2'( 1 soen ),

ol la convergence des séries est uniforme en |7] < a. Il résulte alors de
(2), (3) et (4) que

k
(5) =< 2 3 IE (gpoegtonn

k=0

—M(—l)”z( [n1)* g®P+h (£)

k=0
= M(—-l)”tp"”(E— Inl).
Ceci étant, on conclut de (5) et 1.4 pour 0 < p<aetp =0,1,2,...
que

Mp!
@ (g__ -+t
17Ol < =,

ce qui contredit I'inégalité supposée sur &.
1.7. LeMME. Soit S, Pe 2F (E) Admettons que Dopérateur S est biuni-

voque, S~'eL(E), P8 'e¢Q(E) et Z‘l] PS8~ < oo. Alors Vopérateur 8- P
est également biunivoque, (;S—l—P)‘ eﬂ(E) et

(1) (84+P)~t =8 f (—P8~H)*.
k=0

Démonstration. La convergence de la série dans le membre droit
e (1) est évidente. Le reste se vérifie par un caleul direct.

1.8. Lemme (de Post et Widder). Lorsque la fonction feRt — E
est continue et qu'il ewiste deux constanies K et x telles que |f(1)]| < Ke*
pour tout teR*, on a pour tout teR*

1

W( ) fe—m/t "“f(v)dr —f(t) lorsque n — oo.

La démonstration est bien connue dans le cas classique E = R;
le cas vectoriel est analogue.
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1.9. LEMME. 87 |||-||| est une norme sur E et M est une constante telle
que |zl < lllolll < Mllz|| pour tout zeH, on a |T||<I||T|||< M|T|
pour tout Te Q(E).

1.10. LEMME. 8¢ les opérateurs T, Se &(E) sont commutatifs, biuni-
voques et tels que T', 8 'e Q(E), on a
T'—8'=(8—-17)T'87.

1.11. LEMME. Soient Ae QT (E) et AeR. 8i Vopérateur AI+A est
biunivoque et tel que (AI+A)"'e L(E), on a pour tout xeD(A)

(AI+A)'Ax = o—A(AI+4) o

1.12. LeMME. Seotent A un intervalle ouvert, f,eR* —~ R pour k
=1,2,... et f,geR* — E. Bi les fonctions f, sont continiment dérivables
sur A et f,,(t) converge vers f(t), de méme que f, (1) vers g(t) avec k — oo loca-
lement uniformément sur A, la fonction f est aussi contimtiment dérivable
sur A et on a f =g.

La démonstration est analogue a celle du cas classique.

2. HYPOTHESE PRINCIPALE

2.1. Admettons dorénavant qu'un opérateur Ae LT (E) et deux
constantes M >0 et w > 0 sont donnés ayant les propriétés suivantes:

(I) Popérateur A est défini densement,
(IT) Yopérateur A’I+A est biunivoque et on a (AI+A) e Q(E)
pour tout 1 > o,

ar R . Mp!

(I1I) TG A(AI+A) <‘ﬁ¥1— pour tout A > wet p =0,1,2,...

2.2. PROPOSITION. Il existe dans E wune morme |||-||| assujettie aux
conditions
(1) el < llle|l| < Ml  pour tout xeE,

} ar 2 -1 p! "

(2) {7 MBI+ A) <W pour tout A>w et p =9,1,2, ...

Démonstration. Il existe d’aprés [3], [4] 3.2 (ou encore d’apres [3],
6.1) une fonction-cosinus € telle que 4: = —A et ||€(?)|| < M coh(wi)
pour tout teR* (voir [3], p. 8).

Posons

||z]l| = sup||(t)=|
teR+

pour tout zeE. La condition (1) est évidente.
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On conclut de [3], 2.10, que |||€(?)||| < coh(wt) pour tout teR*,
ce qui entraine (2), car

ARI+A) g = fe-"fe(r)xdr
0

pour tout A > 0 et zeE.
2.3. PROPOSITION. On a pour A >0 et p =0,1,2,...

d? 1
arr 2:—

<(=1)P—=

dp 2 -1
@) m — (P1+4)
Démonstration. On n’a qu’a écrire
1
(PI4+4)7 = n [A(AI+4)™]

et a utiliser 1.2 et 1.4.

Remarque. La norme |||-||| qui vient d’étre introduite et les iné-
galités 2.2 (1), 2.2 (2) et 2.3 (1) qui 8’y rattachent jouera un role décisif
dans la section 3 qui va suivre.

2.4. PROPOSITION. On a pour tout A > w2 et p =0,1,2,...

ar 1

-1
(1+4) P A—w?’

< M(—1)

o |-

Démonstration. C'est une conséquence immédiate de [3], 4, 9
et [3], 3, 2.
2.5. PROPOSITION. On a pour tout A > w? et |g| < 3 (A— w?)
k

DT & 14 4y,

[+ I+4] = 3o

o la série dans le membre droit converge uniformément en |n| < 3 (A— w?).
La démonstration résulte de 2.4 (1).

3. ESTIMATIONS AUXILIAIRES

3.1. LEMME. On a pour tout ¢ > 0, A > w/l/; c=>0etp =0,1,2,...

2 1 Ato
‘H 0P (A+0)[e(A+0) < (—1) dl” ST ai—at
1
2 -
(@) ” T U oP T+ AT || < (—1p T
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Démonstration. En écrivant
D,(2) =AM I+A)TY,  D,(2) = (FI+A4)7,
91(d) = A=)y @i(d) = (F*—e®) 7,
on tire de 2.2 (2) et 2.3 (1) & l'aide de 1.3

HI — 5 (A+0)[e(A+0)* I+ A

T (Ve t0)

<| =3
(Ve)?| ||<1>(p>(1/'(1+ o) < ) Ve, (”)(l/s(}.+a)

7—
_ (= 1)? Ato

di® &(A+ o)l — ot
il ®,(Ve (2+ o))

- [aoura

= (Ve)?|| 0P (Ve(d+ o)) ||| < (— 1P (VePofP (Ve (A+ o)
ar 1
a? e(A+o)—w®

VT S Ve o)) = (—1p o

dp 2
| e+

= (1P Ve (b)) = (—1P

3.2. LEMME. On a pour tout ¢ > 0,4 > wl@,o‘} 0,p=0,1,2,...
et k=0,1,2,...

ar 1

-k »
@ m arw (e(3+ 0P I+4) e (e(A+0)— o)’
2 _(p+2—1t 1 1
(2) ” 7 (e(A+o)I+A4)7*| < GE—1) & G aap

Démonstration. On a en effet d’apres 1.2 et 3.1 (2)

el
(3) !” o (e o) T+ )™ |
> p! 1 Pk
< - p eee - pk
Pr+...+Dp=D pl!pz! oo ( ) dlpl 8(2_‘_0,)2 2 ( 1) AAPx X
pi=0,i=1,...,k
1 ar 1

= (—=1”

x e(A+ o)’ — o? arr (e(A+ o) — o)’

c’est-a-dire (1).
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Il s’ensuit de 1.2 et 1.4 que

ar w?\ 7
(4) (=17 dzp((ﬂ-l—a)z—'?)

= (=17 g 1o+ %)_k [po- z)-k]

¥

— p! (j+k—1)! ( o )—(7'+k)
g(:j!(p—j)! (k—1)! Aot = X

(p—j+k—1)! (}t G——w—)—(p—i+k)
(k—1)! Ve

X

. p!  (+k—1)! (A_L)-M
<25 G el

(p—j+k—1)! O ~@—i+k)
=l

-t (5]

= (— 1)2,;,, ( o )—2k _ (p(—é—if;)l'.)! (Z-— » )—(p+2k).

X

Ve

Ainsi (3) et (4) entrainent (2).
3.3. LEMME. Soient e > 0 et 0> 0. Alors
(1) la série

> Ve

[—(s(l—l— o)’ I+A4)” ]

k=o

est absolument convergente et indéfiniment dérivable en A > Ve [2¢e+ w/l/;,
(2) on a

& e(A+o)—o
AP (At o)f—ow'—a)2

< (=17

[—(e(z+o)21+A) ]

|2

pour tout A > l/a/Ze—i—co/l/; et p=0,1,...
Démonstration. Fixons un ¢>0, un ¢>0 et un »p =0,1,...
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On conclut de 3.2 (2) que pour tout 2 > w(Ve

dp 2 -1
HI T [0/2(e(A4 o) I+A)

o\* (p+2k—1)! 1 1 _
<(’2’) @k—1)1 & (1— o/ epre = a®,
d’otr |
(4) ak+1(;~) (p+2k)(p+2k4-1) o 1

a; (1) < 2k(2k+1) 2e (A_w/,/s)z

Soit maintenant » > 0 quelconque. On & pour tout A>V149 l/o/2e+
+w /l/;

c 1 < 1
e A—wVep 1+7’

donc en vertu de (4) pour k suffisamment grand

ak+1(/1)< 1
a(d) 1492’

ce qui entraine d’apreés (3) que pour tout n > 0 la suite

©o dp
2,

=i ar

k
[%(E(H 0)21+A)°1]

converge uniformément en 1> l/m Vo/2e+ Ve, cest-a-dire qu'elle
est localement uniformément convergente en 1 > l/a_/2_e+ w/l/;.

. Grace au lemme 1.12 on en déduit aisément la thése (1) et, en outre,
Iidentité

dr ¢ \ N > dP To . L
(5) dlp,;[g(e(l-{—a)l—l-A) ] =k=o e [5(8(14-0) I+ 4) ]

pour tout A > Vo/2e+ w/l/e.

On montre par un raisonnement analogue en posant simplement
A = o*I que

(6) la série

k
2[2 s<1+o>2—w]

est convergente et elle est indéfiniment dérivable en A > Vo/2e+ wll/;,
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(7) on a

i = 1 - 1 k
arr gl}i e(A+ 0)’— o? ] ;‘ [2 e(A+ o)’ — o® ]

pour tout 4 > l/a/2e+ w[Ve.
Ceci étant, on n’a qu’a appliquer 3.2 (1) pour conclure de (5) et (7)
que pour tout 4 > Vo/2e+ w/l/—

(e(l—{- o)*I+ A)~ ]

_ K4 1 F
H’ i S 1)p2dzp |2 e(A+0)*— ? |

k=0
P fo 1 T
= (—1) —
(=1) dzf’,g;_z e(A+ o) — w?
ar 1
= (—1)°
(—1) . 1

2 e(A+ 0)*— o?

— (—1p ar e(A+ o) — w?
o a® e(Ato)—aw?—0o/2’

ce qui est la these (2).
3.4. LEMME. On a pour tout &> 0,0>0,4> Ve/2e+ w/Ve et

p=0,1,..
P——
< (=1 ;:p e(1+6;i:2—o/2 ’
“’ aw 1+a)2I+A‘§I)—1‘ <=1 g A

Démonstration. L’inégalité A > l/a/2e+ w/l/; en entraine les
deux suivantes: A > w/Ve et 4 > Vo/2e+ w?le, Aou £(A+06)2—0/2 > wl.
Par conséquent, ’opérateur

s \-1
(e(l—l— o)}PI4+A— EI)

existe en vertu de 2.1 (II) et, en outre, les lemmes 3.1 et 3.3 sont appli-
cables.
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On peut donc écrire grace a 1.7 et 3.3(1)
-1

0 k
(e(l—[—a)zI—{—A—%I) = (e(l—l— 0')21—{—A)'1 2[—%(8(1—{— o’)zI—l—A)_l] ,

k=0

d’ou en vertu de 3.1, 3.3 et 1.2

D o —1'
'H Iz (l—l—a)(e(}.—l—a)zl—l—A—EI) ‘

|
2 2
<(—1) ar Ao e(A+o)—ow B
di? e(A+ o) — o? (A4 o) — w?—a/2
(=1 ar Ato
- di? A+ ol —aw’—a[2’

ce qui est (1), et

-1

(e(z+a)21+A— %1)

|

dr 1 e(A+0)’—
— D
<(=1 i e(A4 o) —o® e(A+ o)} —ow®—0/[2
ar 1
—(—1)
(=1) d? e(A+0)}—w®—o/2’

ce qui est (2).
3.5. PROPOSITION. On a pour tout A> w®e>0 e p=0,1,...

1\ ard M
(1) ', FTC l"’I-{—l I—I— A) < (—1)7 P I—of
1 1\ @ M
— — — p .
(2) ” di? 2I+4 & I+ € A) <=1 i’ A—o®

Démonstration. Ecrivons pour A> w%e¢>0 et p =0,1,...
(3)
1.1 3\ , 1\ I
BI+A—T+—A) = e(elPI+AI4A)"" =¢le }.-{—2— I+A—TI y
& & € &€

-1 2 -1
(4) (l-{—i)(lzl—!—lll—l-ifl) =e(l+—1-)[e(l—|—i) I+A4— iI] +
£ € &€ 2¢ 2e 4¢

L (2 121 A 11_l
+—2"[€ +§)+ —;]
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Considérons d’abord (4). En posant ¢ = 1/2¢ et & = w? on déduit
de 3.4 et 1.5 (1) pour 4> 1/2:+w/Ve

-1
2.2I+l I—|— A)

Hf

/1+1/2e) 1(_1)1, ar 1
< P e(A4+1/26)2— w2—1/4e t3 di® e(A4+1/26e)*— 0*—1/4e
dr A+1/2¢ 1 a 1
— (—1)\P : e — —
=(=1) AP 2+ 2je— ®[e + 2¢ (=17 A 24 2e— /e
—(— )p A+1/e <(—1y ar 1

P Bt Ae— w¥fe

Considérons ensuite l’identité (3). On en déduit en vertu de 3.4 (2)
et 1.5 (2) (en posant comme auparavant ¢ =1/2¢ a = w? et 41 > 1/2¢4

+w[Ve)

& |[|-Z 121+111+—1—A)—1 < e(—1) 1
) d}.”( € £ = P e(l+1/2e)2—c02—1/4e
ar 1 1
=(—1) —1)? .
(=1" 5% A2+z/e—w2/ =1 dl” A— w?

Posons pour A > w?

(7) D,(d) = (eA+1)(eA I+ A1+ 4)77,
(8) Dy(A) = (el I+ AL+ A)!

et pour u> 0

(9) Yi(p) = P1(p+ 0?),

(10) Pa(w) = By(ut0?).

Vu l’identité
1 1 1 -1
(eAI+AI+A)! =—(121+A—I+ —A) y
& & &

il s’ensuit de (3)-(10) pour x > 1/2¢+ w/l/;— w?

ar a 1
v < (=1 ——
(11) 7 | < (-1 g
ar d” 1

12 1)
(12) 7 || < (=1P g5
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En vertu de (7)-(10) et de 2.5, les fonctions ¥, et ¥, satisfont aux
conditions (a) et () de 1.6. En vertu de (11) et (12) la condition (y) avec
y =124 /I/::—— w? est également satisfaite.

On peut donc appliquer le lemme 1.6 et en conclure que 'on a les
inégalités (11) et (12) pour tout x > 0. Si Pon écrit, pour 1 > w?, @,(4)
= ¥, (A— w?) et Dy(1) = ¥,(A— w?) conformément & (9) et (10), on obtient
aussitot (5) et (6) pour tout 1 > w?.

Il suffit maintenant de se servir de 1.9 et 2.2 (1) pour en déduire
(1) et (2) en vertu de (5) et (6), ce qui achéve la démonstration.

3.6. PROPOSITION. On a pour tout xeD(A2), 1> w2 ¢>0 e p
—0,1,...

dar 1 1 1 -1 P I
il Y FT - - _ -1
1) H FTG (l-l— 8)(}. I—l—ﬂ.eI—l— sA) T FrG (AI4+A) '
ar M M?
—1)? N— .
< (1P | 7 Mol = o e

Démonstration. On peut écrire en vertu des lemmes 1.10 et 1.11

1 1 1 \! _
2) (z+—)(,121+/1:1+:11) g—(AI+A)'w
&

—= eA(eR T+ AT+ A) '+ [(eA2 4+ AL+ A) 'z — (AT + A)'a]
— AR T4 AT+ A) 'w— el (BT AT+ A) (AL 4+ A) '
= eA(sRI+ AT+ A) Ho— A(AI+ A)a)

-1
=z(m+111+1A) (AI+A)"' Az
€ £
1 1\
= (121+1_I+:A) (Aw—-(lI—}—A)“lAzm).
€

Pour DPestimer, considérons les inégalités 3.5 (2) et 2.4 (1). On en
déduit & l’aide de la formule de Leibnitz 1.2 (1) pour ¥ = 2

1 -1
(3) } & (121+A—I+1A) (AL+ 4)™
l ar? € €
D ' i n—j
p! @ M . d M
< (= 1) —= —1)*7 ;
eggl(p—g)x( Vi Y T i
e

ar (A— o)
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3.7. PROPOSITION. Il existe pour tout vek et 6 > 0 un ey > 0 pour
lequel on a, quels que soient A > w2, p =0,1,... et 0 < e< ¢

&> 1 1.1\ @ .
(1) H =, (z+;)(121+z:1+:A) 20—~ (I +4)
ar 1 1
—1y? )
<o(=1) dar [}.—wz (}.—wz)z]

Démonstration. Soient zeE et 6 > 0. D(A?) étant dense, il existe
une suite z,¢D(A?) convergeant vers = lorsque k¥ — co. En vertu de 3.5
(1), il existe donc un %, tel que ’on & pour tout 4 > w?, ¢ > 0,p =0,1,...
et k> k,
ar
di?

1

___v .
( )d}.”l—z

2) (1+%) (,121+z—1-1+,4)_ (@—my)|| <

En outre, il existe d’aprés 2.4 un %, tel que ’on a pour tout 1 > w3,
p=0,1,...et k>Fk,

1

-1 .
(AL + 4)™ (2— ) T

_(__ )7’

N
o |z

Fixons un % tel que ¥ >k, et k > k,. Il existe en vertu de 3.6 un
go > 0 tel que ’on a pour tout nombre positif e < g, A > w2etp =0,1,...

v
o (AL 4) s,

-1
A“I-l—). 4= A) @, —

© |4
ar 1
a® (A—o?)?

<o(-1p

ar 2 17

Alors, (1) résulte de (2)-(4).

4. EXISTENCE ET CONVERGENCE DES SOLUTIONS

4.1. THEOREME D’EXISTENCE. Il ewiste pour tout x,ye<D(A) et tout
e> 0 une et une seule fonction u,e RT™ — E ayant les propriéiés suivantes:

(a) u, est deux fois contindment dérivable,

(b) u,(t)eD(A) pour tout teRT,

(e) ew, (t)u,+ (t)+ Au,(t) = 0 pour tout teRt,

(d) u.(0,) = =, u;(0+) =Y.

En outre, si une fonction u,e R™ — E satisfait pour un ¢ > 0 et pour
un couple x, yeE aux conditions (a)-(d), on a pour tout teR*

1) e ()1 < e ([l + <y,
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et 8t Pon ajoute la condition xeD(A), on a de plus
(2) - e (8)] < Me”™ (| 4al|+2 lyl) -

Démonstration. Ce théoreme est une conséquence immédiate
du théoréme 6.1 de [4]. Il suffit d’y substituer 1’opérateur (1/e)4 & A,
Popérateur (1/¢)I a B et utiliser les évaluations 3.5 (1) et 3.5 (2).

4.2, THEOREME D’EXISTENCE. Il existe pour tout xeD(A) une et une
seule fonction we Rt — E ayant les propriétés suivantes:

(a) u est continument dérivable,
(b) u(t)eD(A) pour tout teR™,
(e) w' (t)+Au(t) = 0 pour tout teR™,
(d) u(0,) =a.
En outre, si une fonction we Rt — E satisfait pour un veE aux con-
ditions (a)-(d), on a pour tout teR*:
(1) le (@)l < Me*™ a3
et 8t Pon ajoute la condition xeD(A) on a de plus
(2) \ v’ ()l < Me™ || Aal].

Démonstration. Il ne s’agit que d’une autre maniére de formuler
pour l'opérateur A le théoréeme de Hille et Yosida qui est applicable
grace & 2.4.

4.3. THEOREME D’ECART. Pour toute famille de fonctions u,e Rt — B
ol ¢ >0, pour toute fonction ue Rt — E et pour tout xeD(A?), yeE tels
que les conditions (a)-(d) de 4.1 et 4.2 et les inégalités 4.1(1) et 4.2(1)
sont satisfaites, on a pour tout te R et ¢ > 0

(1) (1) — w (D)l < eMe™ (| Awll+ LM | Ao+ Iigl)

Démonstration. L’opérateur A étant fermé, on peut vérifier
aisément que pour 1> w?

o 1 1.1\
(2) [ e u,(r)dr =(l+:)()~21+1—1+:A) x4+

0 ]

-1
+(A2I+A%I+1A) Y,
&
(3) ~;‘oe"l’u(-r)dt = (A +A4)'x.
0

Comme

ar
ar?

fe"“u,(r)dr = (—1)”f e 1Pu,(r)dr
0 0



315

et

o0

D o0

d e "ulr)dr = (=1 | e *1Pu(zr)dr,
D

ar ; ;

il résulte de 3.6 (1) et 3.5 (2) pour tout A > w4 e >0et p =0,1,...,
compte tenu de (2) et (3) que

4) | }o e Pu,(v)dr— }oe“’r”u(r)drn

ar M . dp M2
AP I— ot (4|l +1lyll)+ e(—1)? 1424

ar’ (A— w?)?
En posant 4 = (p+1)/t, il s’ensuit de (4) que ’on a pour tout teR™,
pour tout ¢ > 0 et pour tout entier p > {w?

<e(—1)°

1 1\p+t '
_'(_p—I— ) fe“”“”"r”ue(r)dr—
p! t ;

(5) |

1 1\
—E’—(_p—: ) fe‘(”“”/'r”u(t)dt
* 0

< e Me”™ (|| A+ t M || A2 ]|+ |ly])) -

Reste & passer a la limite pour p — oo dans (5) et de se servir du lemme
de Post et Widder 1.8.

Les deux théorémes qui suivent sont de simples conséquences de
4.1 et 4.2, A étant fermé et domaine D(4) étant dense.

4.4. THEOREME D’EXISTENCE. Il ewiste pour tout couple x,yeE et
tout nombre ¢ > 0, une et une seule fonction u,e R™ — E ayant les propriétés
sutvantes:

(a) elle est continue sur R* et bornée dans Dintervalle ouvert (0, 1),

t
(b) [ f u.(o)dodreD(A) pour tout teR™,
00

t t
(¢) eu,(t)+ [u,(v)dv+ A [ [ u,(0)dodr = ex+tx+ ety pour tout te R*.
0 00

En outre, si une fonction u,e Rt — E satisfait pour un ¢ > 0 et un
couple x, yeE aux conditions (a)-(c), on a pour teR*

1) e ()] < Me®™ (|lal|+ ¢lyl]).-

4.5. THEOREME D’EXISTENCE. Il existe pour tout xeE une et une seule
Jonction ueR* — E ayant les propriéiés suivantes:

(a) elle est continue sur R* et bornée dans Vintervalle ouvert (0, 1),

t
(b) 0fu(r)d-rei)(A) pour tout teR™,
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¢
(¢) u(t)+ A [ u(z)dv = x pour tout teR™.
0

En outre, si une fonction ue RT — E satisfait pour un x ¢ E aux conditions
(a)-(c), on a pour teR*

(1) lu ()] < Me™ |jx) .

I1 est facile d’établir les deux propositions suivantes, compte tenu
que A est fermé:

4.6. PROPOSITION. Les conditions 4.4 (a)-(¢) subsistent pour tout
couple x, y e B, tout nombre ¢ > 0 et toute fonction u,e Rt — E, qui satisfont
auxr conditions 4.1 (a)-(d).

4.7. PROPOSITION. Les conditions 4.5 (a)-(c) swbsistent pour tout
xel et tout weR* — E ayant les propriétés 4.2 (a)-(d).

4.8. THEOREME DE CONVERGENCE. Pour toute famille de fonctions
u,eR™ — E ou ¢ > 0 et pour toute fonction we Rt — E pour lesquelles il
existe des x, yeF tels que les conditions (a)-(c) de 4.4 et 4.5 et les inégalités
4.4 (1) et 4.5 (1) sont satisfaites et pour tout 6 > 0, il existe un ¢ > 0 tel
guwon a pour tout te Rt et 0 < ¢ < ¢,

(1) o, (2) — w(2)]] < 8(142)e”™.

Démonstration. La formule (1) résulte des propositions 3.7 et 3.5
(2) par un raisonnement analogue a celui de la démenstration de 4.3.

Remarque. Il est 2 noter que les théorémes précédents d’existence
d’une part et ceux d’écart et de convergence d’autre part sont indépen-
dants les uns des autres. Les théorémes d’existence n’ont été établis ici
que pour arrondir cette partie de la théorie.

5. COMMENTAIRE

Le comportement asymptotique des solutions u, et u considérées
au début pour ¢ - 0,_ a été étudié par plusieurs auteurs (voir l’intro-
duction de [1] et les travaux y cités; voir aussi [2]). L’étude présente
est, en ce qui concerne la forme abstraite du probléme, analogue a celle
de Kisynski [1] ou l'opérateur 4 est autoadjoint non-négatif dans un
espace de Hilbert. Ici, il s’agissait de trouver les conditions les plus géné-
rales sur 4 qui permettraient encore d’obtenir la relation asymptotique
fondamentale (cf. théorémes 4.3 et 4.4). Il semble naturel que les résultats
acquis sous ces hypothéses plus générales, sont moins fins que ceux de
Kisynski [1] en ee qui concerne la qualité du comportement asymptotique.
Mais il n’est pas exclu que les estimations de 1’écart dans 4.3 se laissent
améliorer sous les mémes hypotheses sur 4 (en utilisant par exemple
des puissances fractionnaires de 4). On remarquera aussi que la méthode
de démonstration employée ici est tout a fait différente de celle de [1].
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