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Sur I'existence d’une solution périodique
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avec le parametre retardé

par Z. M1KOrAJSKA (Krakow)

Dans la note [1] nous avons démontré un théoréeme sur l’existence
d’une solution périodique de 1’équation

@’ () = f(t, 2(t), &' (1), x(t—h), &' (t— D)),

ou la fonetion f(t,z,y,u,v) est continue et croissante par rapport
a x,9,u4,v. Dans la note présente nous démontrons des théorémes sur
Iexistence des solutions périodiques d’une équation du premier ordre

(1) o' (t) = f(t, ©(t), (t—h)), k>0,

ou la fonction f(t,,y) est périodique par rapport a ¢ avec la période
h et croissante par rapport & y ou & . Dans ce cas la croissance de f n’est
pas suffisante pour Pexistence de la solution périodique de ’équation (1).
Dans les théorémes 1 et 2 nous avons donné certaines autres conditions suf-
fisantes pour l'existence des solutions périodiques de I’dquation (1).

1. HYPOTHESES A. La fonction f(t,z,y) est continue par rapport
a t, z, y périodique par rapport & t avec la période h et croissante par rap-
port & y.

HypoTHESES B. 1° Il existe une fonction V (3, x) de classe Ct. V (I, x)
> 0 pour » # 0 et deux constantes M > 0, R > 0 telles que

V,(t, x) .
(1.1) Tfi(t’, = <M pour |z >R, 0<t<h,
(1.2) Ve(t,2)e >0, Vi(t,z) >0 pour x| > R, te[0, h].

2° Il existe une fonction g(r) croissante pour r> R et la constante
k> 1 telles que

(1.3) g(ry=kr pour r>R,
(1.4) E>1
(1.5) Vi, o)+ Va(t, @) f(t, @, y) <O pour y*< g(a?), || >.R°
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30 f(t, @, y) satisfait & la condition de Lipschitz par rapport & .

LemME 1. Les hypothéses A, B étant supposées, il existe une constante
R, > R telle que pour chaque fonction ¢(t) continue et périodique avec la
période h, |p(t)| < R,, il existe au moins une solution périodique x,(t) de
Déquation

(1.6) @' (1) = f(t, #(2), ¢ (2)).

Démonstration. La fonction. f(t,w,ep(t)) étant périodique avec
la période h (par rapport & t) il suffit de démontrer qu’il existe dans
Pintervalle [0, 2] une solution x,(t) telle que

(L.7) 2,(0) = @, (R).

Une telle solution de (1.6) peut étre prolongé sur tout intervalle
(—oo, +0o0) d’une maniére périodique. Dans la démonstration nous
nous servirons du théoréme de Brouwer sur l’existance d'un point fixe
d’une transformation continue.

Posons

Mh
(1.8) R, = max (R, ~£),
Vi—1
ol p est une constante positive quelconque.
Désignons par o;(t) des solutions des équations

’ Vt(ty Ui(t)) N
1. = — =1,2
(1.9) g; Vz(t, cri(t)) pour ¢ y 4y
telles que
(1.10) 0,(0) = R,+Mh, 0,(0) = —R,—Mh.

En vertu de (1.1) on a
(1.11) loi()] < M
pour tout les ¢ tel que |o;(t)] > R;. On a

lo;(0)] = R,+Mh > R,.
En vertu de (1.11) on a donc
o () = 0,(0)—Mt, o,(f) < 0,(0)+ Mt
pour ¢t > 0 tel que
0,(0)—Mt >R, et o,(0)+Mt< —R,.
En vertu de (1.10) on a done
o,(t) > B+ Mh— Mt > R,

>
pour 0 <i{<h,
0y(t) < —Ry—Mh+ Mt < —R,
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d’olt en vertu de (1.2) et (1.9) on obtient

(1.12) 0, (1) <0 }

, pour 0 <t << h,
(1.13) a,(t) =0
et par suite
(1.14) R, < 0,(h) < 0,(0),
(1.15) —R, > 0,(h) > 0,(0).

Désignons par Z l'ensemble suivant
(2) t=0, |zi<R,+Mh+p=R,.
Envisageons 1’équation (1.6) pour
le() < By +Mh+p.
En vertu de B 3° on peut introduire la transformation suivante
(T) To(®) = 24(h; @),

ol 7,(t; ¥) désigne la solution unique de 1’équation (1.6) telle que z,(0; «)
= . La transformation 7,(x) est continue dans Z. Nous démontrons
que T,(Z) « Z. De Phypothese (1.5) et (1.2) il vient

1) — DD g sy pour yr< glat), > R,
Va(t, z) ' ’
V(t, x)
1) =5y <fhew)  powr <y, o< —R,.
Pour z = o,(f) on a
(1.18) (a1 (1)) = g(di(h)) = g(R}) > kER:.
En vertu de (1.8) on a
h
. R, > M
VE—1

d’ol

(Vk—1)R,> Mh+p, VER, > R,+Mh+p
d’olt en vertu de (1.18) on a

g(2?) > (R,+Mh+p)2 = R} pour z = a,(1),
d’ott il vient que pour ¢%< R: on a

Vt(t7 oy (t))

2= =G ean)

f(t, o1(t), @(t) pour 0 <t <h.
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De la théorie des inégalités différentielles (cf. [2]) nous obtenons
pour £eZ

(1.19) ZTp(l; &) < oy(f) pour 0<EI<<h,
et par suite
To(§) < 01(h) < 04(0).

D’une facon analogue on obtient

V, (t’ Uz(t))

a = - V.(t, oa(2))

<f(t1°'21‘P(t)) pour 0 <t< h,

et par suite
Z,(t5 &) > 0,(t) > 0,(0) pour te[0, A]
d’ol
Ty(&) = xy(h; &) > 0,(h) > 0,(0)
et par suite
T,(E)eZ vpour feZ,

c’est-a-dire on a T,(Z) < Z. La transformation T, étant continue dans
Pintérvale Z (férmé) on peut donc se servir du théoréme de Brauer sur

Pexistence d’un point fixe de la transformation T',(£), d’ou il vient qu’il
existe au moins un point £,¢Z tel que

Tw(gw) = Eqp

c’est-a-dire
(1.21) @, (h; E,) = 3,(0;5 &,) = E,eZ.

2. HypoTHESES H. La fonction y,(t) est continue et périodique avec
la période h,
(2.1) 72(t) < 91 () < Ry.

Envisageons la fonction v,(t) continue et périodique avec la période
h et telle que
(2:2) v (1) = £(t, w2 (1), v (),

(2.3) o3 (f) < wa(f) < p.(0).

LEMME 2. Les hypothéses A, B et H étant supposées, il existe au moins
une solution ws(t) de Uéquation

(2.4) z’ :f(ts“’a 'Pz(t))a
périodique avec la période h et telle que
(2.5) oa () < ps(t) < ().

Démonstration. Envisageons 1’ensemble
(2% 03(0) <@ < 9,(0), =0,
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et la transformation .
(T") T* () = y(h; @)
ou y(t; z) est la solution de I'équation (2.4) telle que

(05 2) = x.
Nous démontrons que
T™(Z2") < Z*.
Dans le lemme 1 nous avons démontré que pour chaque fonction
@(t) telle que |p(t)| < B, = R,+Mh+p on a

O" —_ Vt(ty Uz(t))
’ Ve (ty Uz(t))

et par suite pour ¢(?) = y,(t) on a (cf. [2])

<f(t, o(t), (1)) pour 0<<t<h

(2.6) a.(t) < w(t;x) pour te(0,h], 0,(0) < .
1l reste de prouver que
p(t; ) < y(t) pour x < p,(0),%e(0, R].
On a par définition
¥ (5 2) = f(t, p(t; @), va(t)
d’ou f(t, x, y) étant croissante par rapport & y on a en vertu de (2.3)
Y (8 @) < f(t, p(t; @), pa(2)
et par suite (cf. [2]) en vertu de (2.2) on a
p(t; ) < pa(f)  pour z < y,(t50), (0, A].

Ainsi nous avons démontré que T(Z*) c Z*. Par consequence, la
transformation T* étant continue dans l'intérvalle férmé Z il existe au
moins un point z*eZ* tel que 7" (z*) = a".

Posons par définition y,(t) = v (t; ). La fonction yy(t) ainsi définie
est la solution de ’équation (2.4) telle que

(2.7) pa(h) = T (") = &" = y,(0),
(2.8) a,(t) < wy(f) < wo(t) pour 0 <t <h.

Le lemme 2 est ainsi démontré,
3. TutorEME 1. Les hypothéses A, B étant supposées équation

(3.1) @' (1) = f(t, #(2), 2(t— h))
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admette au moins une solution périodique avec la période h. La solution en
question peut étre obtenue comme la limite uniforme d’une suite {p,(t)} des
solutions périodiques des équations

(3'271.5 (p;l.(t) = f(t, q)n(t)) Pn—1 (t)) .

Démonstration. Désignons par ¢,(!) une fonction continue dans
intérvalle [0, h] telle que

(3.3) ?0(0) = @o(h),
(3.4) 01(0) = B+ Mh < @o(t) < R, = R, +Mh+p.

En vertu de lemme 1 il existe au moins une solution z, (f) de 'équation
(3.2,) périodique avec la période h

(3.5) 03(t) < @y (1) < 01(2) < @o(t) pour 0 << h.
Désignons par ¢,(t) une telle solution. En vertu de (2.5)
o (t) < a(t) < @o(t) pour 0 <t <h,
91(0) = ¢4(h),
(3.24) @i(8) = f(t) 91(2), po(t).

Du lemme 2 il vient qu’il existe la fonction ¢,(tf) périodique avec
la période h et telle que

‘P;(t) = f(tr @2 (1), ‘Pl(t))v
o3(t) < @2(t) < @s(t) pour <0, h.

D’une fagon analogue on obtient l’existence d’une fonction ¢, ., (?)
périodique avec la période % et telle que '

(3.2,4,) ‘Pr’;+1 ) = f(ta Pni1(), ‘Pn(t))’
03(1) < Pp1(t) < @,(t) pour 0 << h,
(3'3n+1) ‘Pn+1(h) = ‘Pn+1(0)-

Pour démontrer 'existence de ¢, il suffit de poser dans lemme 2
Pill) = @ua(t),  pa(t) = @u(t) ot y(t) = @uypa(2).

Ainsi nous avons obtenue une suite decroissante et bornée de fonc-
tions périodiques ¢,(?). La suite est donc convergente. Il existe une
constante N >0 telle que |[f(¢,z,y) <N pour |z| <R, ly <R, et
par suite de l’inégalité |p, (t)] < R, il vient |@, (t)] < N, d’ou il vient que la
convergence de {¢,(?)} est uniforme. On a uniformement

on(t) =9 (1)

, te[0, ],
palt) > f{t, o, prq) Do el M
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d’ou il vient que
d L] * L]
77 O =190, 9" ).

De (3.3,,) on obtient
@"(h) = ¢*(0).
Le théoréme 1 est ainsi démontré.

4. ExeMpPLE. Comme une exemple on peut envisagé 1’équation
2'(t) = a()x(t)+b(t, (t—h))
ol a(t) est une fonction continue et périodique avec la période h et la
fonction b(f,y) est continue et croissante par rapport a y, périodique
par rapport & ¢ avec la période h

b(t, k )
quD—)< —a(t) pour x> R,

b(t, k :
_L_a:) > —a(t) pour z < —R.

On verifie facilement que pour la fonction V (¢, #) on peut prendre
la fonction 2%

5. HypoTHESES A*., La fonction f(t,x,y) est continue par rapport
a (t,x,y), périodique par rapport a t avec la période h et croissante par
rapport a z.

Hypotuises B*. 10 Il existe une fonction V(t,z) de classe C!,
V(t, ) >0 pour  # 0 et deux constantes M > 0, R > 0 telles que

Vi, @) :
(5.1) V_,:(Z:7) <M pour 2| =>R,0<t<h,
(b.2) Vet,o)a >0, V,(t,2)<0 pour 0<t<h.

20 Il existe unme fonction ¢(r) croissante pour r > R et la constante
k> 1 telles que

(5.3) g(ry>kr pour r>=R,

(5.4) k>1,

(5.8)  Vi(t, @)+ Va(t, 2)f(t, @, 9) >0  pour y* < g(a?), o] > R.
30 f(t, x, y) satisfait & la condition de Lipschitz par rapport & x.
LEMME 3. Les hypothéses A, B, étant supposées 1équation

(5.6) @' (1) = f(t, 2(8), ¢ (1)

ne peut pas avoir plus qu’une seule solution périodique avec la période h.
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Démonstration, Supposons que la fonction z,(f) est une solution
périodique de I’équation (5.6). On a

t
(6.7) 20(t) = [f(3,(s), p(s)}ds+,(0).

La fonction z,(t) étant périodique on a

h
(5.8) [ (s, zo(8), @ (s))ds = 0.

Supposons que aussi la fonction y(?) est la solution périodique de
(6.6) et y(t) # zo(t). On a y(0) # ,(0) ou y(0) = x,(0). Envisageons
le cas ol y(0) # x,(0) par exemple

(5.9) y(0) > #,(0),
De la croissance de la fonction f (t, x, cp(t)) il vient que
¥'(0) > x,(0)
et par suite y(f) > x,(!) pour 7> 0 dans un voisinage de 0. On 2 donc
y'() =f{t,y (@), (1) > f(t, 20(t), () = @)

pour ¢ > 0 tel que y(?) > x,(t) et par suite pour tout > 0. On a

t 4
y(t) = y(0)+ [y (s)ds > y(0)+ [ z;(s)ds
0 0

et en vertu de (5.8) pour { = h on obtient

h h
y(B) = 9(0)+ [y (9)ds > y(0)+ [ o(s)ds = y(0)
0 1]

ce qui est impossible. Le méme raisonnement démontre qu’il ne peut pas
étre z,(0) > ¥(0).

Supposons que y(0) = x4(0), y(t) # @,(t). Il existe un ¢,,0 < t, < h,
tel que

y(t) #xo(t) pour f, <t <t+e,
Y() = xo(t) pour 0 <t <H,.
Envisageons le cas ol

Y() > xo(t) pour ¢, <t <t +e
on a done

y' (%) =f(t7 y(?), ‘P(t)) >f(t, Z,(1), ‘P(t)) = wé(t) pour ¢, <t <t +e¢
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d’ol il vient
y(t) > 2o(f) “pour t, <t<h,
ot ¥’ (1) > #,(t) dans tout intervalle (¢, ], v
y' (1) = my(t) pour 0 <<y,
On a done

t ¢
y(t) = y(0)+ [y (s)ds > y(0)+ [a;(s)ds  pour t>1,
et pour t="h on a 0 0
¥(0) =y (k) > y(0).
D’une fagon analogue on obtient la contradiction dans le cas
Zo(t) >y() pour i, <t<t+e.

Le théoréme se trouve ainsi démontré.

6. LEMME 4. Les hypothéses A, B* étant supposées il existe une
congtante R, > R telle que pour chaque fonction @(t) continue dans Dinter-
valle [0, k] et telle que

(6.1) ¢(0) =¢(h), lp()I<R,
Véquation

(6.2) o' (1) = f(t, (1), p (1)),

posséde une solution unique x,(t) satisfaisante a la condition
(6.3) 15(0) = @4 (h),

Démonstration. Désignons par R, un nombre positif tel que
(6.4) (k—1)R2—2MhR—(Mh)* >0 pour R> R,.
Désignons par 4;(?), ¢+ = 1,2, des solutions des équations

Vit 4:(2))
Vz (t, }'z(t)) ’
7(0) = R,, 25(0) = —R,.
En vertu de (5.2) et (6.5) on a

(6.5) Aty = — i=1,2, pour || > R,

A()=0, 2()<0 pour 0<i<h,
et par suite
(6.6) A, (R)

=4 (0) Ru
(6.7) Aa(h) < 2,(2

3 ~— Annales Polonici Mathematici XXIII
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Envisageons une fonction quelconque continue ¢(t) satisfaisante
4 (1.6) et
(6.8) lp()| < By+ Mh.

Nous démontrons que pour z = A,(l) on a

g(2@) = ¢*(t) pour 0<t<h.
On a
l‘;(t) = lﬁ(O) (cf. (6.6) et (6.7)),

g(2:(2) > g(23(0)) = g(B?});

en vertu de (5.3) on a

g(R2(8) > g(R?) > kR? = Ri+ (k—1) R
et en vertu de (6.4) et (6.8)
(6.9) g{2(t)) > B +-2MhR,+(Mh)? = (B4 Mh)? > |p(?)]2.

On peut donc poser dans (5.3) # = 4;(1), y = ¢(1);

Vilty K@)+ Va(t, LD)F (¢, 2:(0), (1) > 0

d’ot en vertu de (5.2) on a

Vit )
V:c(t7 21 (t))

et par suite (cf. [2]) on a

(6.10) A(t) < @, (t; 4,(0)) pour 0 << h

ou z,(t; £) est la solution de (6.2) telle que x,(0; &) = &.
D'une facon analogue on obtient
Ag(t) > @, (t; 22(0)).
‘Désignons par Z I’ensemble suivant

M(t) = < flt, 21(1), ()

(Z) A(0) <o < 44(0), t=0.
Pour la transformation continue
(T,) To(x) = @,(h; x)
on a
Z < T,(Z),

et pour la transformation inverse T,' on a
T, (T,(2)) = Z < T,(2).
Posons Z* = T,(Z). On a
(2% < 2".
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On vérifie facilement que la transformation T,' est continue dans
Vintervalle [T,(15(0)), T,(1,(0))). En vertu de théoréme de Brouwer
il existe donc un point fixe de la transformation 7,' appartenant
a Z*. Cest-a-dire il existe au moins un point £,¢Z" tel que

T (&) = &
et par suite
(6.11) qu(Ew) = &p.
La fonection x,(t) = x(t; £,) est donc la solution de (6.2) satisfaisante
a (6.1) et tel que
(6.12) —Ri—Mh < 0,(t) < @,(1) < 0,(t) < By +Mh

(cf. (5.1) et (6.9)).
En vertu de lemme 3 il n’existe pas aucune autre solution de (6.2)
satisfaisante & (6.1).

7. THEOREME 2. Les hypothéses A*, B® étant supposées il existe au
moins une solution périodique de Uéquation

(7.1) @' (ty = f(t, z(t), z(t—h)).

Démonstration. Envisageons ’ensemble {2 dans 1’espace de Banach
des fonctions ¢ continues dans l’intervalle [0, h] défini par des conditions
suivantes

(7.2) ?(0) = o(h),
(7.3) lp (0| < Ryt-Mh,
(7.4) lp)—@ ()| < Lii—1l,

ou L est telle constante que
15)  |f(t, 2, 9)| <L pour 0<t<h,|o| < RBi+Mh, ly| < R,+ Mh.

L’ensemble 2 est compacte et convexe. Envisageons la transfor-
mation W(gp(-)) suivante

(7.6) W(‘P()) qu,('),

ou z,(t) est la solution de (6.2) satisfaisant & (6.1). Pour démontrer qu’on
peut se servir du théoréme de Schauder on doit démontrer que la transfor-
mation W est continue dans ’ensemble Q2 et que W(Q) c 2. En vertu
de (6.12), (6.11) et (7.5) on a

W(Q2) e 2.

Il reste de prouver que la transformation W est continue dans Q.
Envisageons une suite quelconque {p,(‘)}e{2 convergente dans Pinter-
valle [0, ]

Pu(l) > @o(t) (uniformement).
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Supposons que
W, (1) = W (D), wo(t) = Wlpy(2)).
On a

Wo (1) = f(tyw,(8), ¢a(8)), 0, (8) < Mh+R,
et par suite
lwa(t)] < L.

On peut donc choisir une suite w, (t) convergent & la limite wj ().

Supposons que w*(f) # w,(?),
W, (1) = w*(f) £ we(f) uniformement dans [0, AJ.
On a
(w*(1)) = f(t, w*(2), po(2)), w(h) = w(0).

Mais en vertu de lemme 3 il n’existe pas une autre solution de

I’équation
z = f(t7 z, ‘Po(t))

satisfaisante &4 la condition x(h) = 2(0), que la solution w,(tf). Notre
théoréme se trouve ainsi démontré.

Du théoréme de Schauder il vient qu’il existe un point fixe de la
transformation W (p). Désignons par ¢(t) un tel point. On a

o' (1) =flt,e®),9®), @(h) =(0).
Posons ¢(t+nh) = ¢(t) pour n = +1, +2, +3,...;2¢[0, h].
ExEMPLE 2. Comme un exemple on peut envisager l’équation suivante
@' (1) = a(t)z(t)+ b(t, z(t—h)),

ol a(t) > 0, a(?) continue et périodique, b(¢,y) continue. Supposons
que il existe une constante ¥ > 1 et B > 0 telles que

b(t :
(a;y) > —a(t) pour %—;<k, |z| > R.

On vérifie facilement qu’on peut poser V({,x) = aZ.
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