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1. Introduction. Je voudrais parler ici d’un probléme “naif” dont je ne
connais pas la solution compléte et qui souléve des questions intéressantes.
On utilisera les notations et propriétés classiques d’analyse de Fourier qu’on
peut trouver dans [5], chapitre 1 et 2.

Dans tout ce travail les suites de nombres réels (a,),.z que 'on considére
sont supposées croissantes et telles que

inf(a,+,—a,) =1>0.
neZ

Le probléme général dont on part est le suivant: que peut-on dire des
suites (a,) telles que pour tout a, 0 < a < l/2, il existe une mesure ue M (R)
dont la transformée de Fourier vérifie
(l 1) ﬁ(X) =1 Si'GZn—l S X S ay—0 (nEZ),

' A(x) =0 si a3, < X< ay—a (ne2).
Dans la suite on dira que (a,) a la propriété (A).

Pour chaque valeur de a, on a une mesure dont la transformée de
Fourier est a valeurs 0, 1 sur la droite en dehors de petits intervalles
Ja,—a, a,[ et dont le profil rappelle celui d’'une mesure idempotente sur le
cercle. Que peut-on dire de telles mesures?

Remarques. 1. La propriété (1.1) peut étre réalisée avec 0 < i< 1
T

2(;“ i) ) dont la transformée de Fourier est

quitte 4 remplacer u par sinz(

Y TP
sin ( 3 |4l )

2. La propriété (1.1) ne fait pas jouer de role spécial aux points d’indice
pair ou impair (remplacer u par é—pu). L'existence d’une mesure ayant la
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propriété (1.1) ne dépend pas des modifications éventuelles d’'un nombre fini
de points de la suite, puisqu’on peut toujours corriger ji sur un intervalle fini
par addition d’'une mesure absolument continue. La propriété (A) est donc
une propriété asymptotique de la suite.

Il est naturel d'introduire en méme temps que la propriété (A), la
propriété (A’) voisine ou I'on suppose seulement pour tout a, 0 <o < I/2, et
pour tout & 0 <& < 1/2, I'existence d’'une mesure ue M(R) telle que

A(x)—1 <& sl ay-y <Sx<ay—a (neZ),

(1.2) ~ '

Les remarques précédentes restent valables.

2. Exemple: suites presque- périodiques. Une suite (a,),., sera dite
presque - périodique (ce n'est pas la définition la plus usuelle!) si, pour tout
e > 0, il existe /(¢) tel que, dans tout intervalle de longueur > I(g), on peut
trouver une “e - presque - période” de la suite, c’est a dire un nombre ¢ pour
lequel

|an+é—an+p| <é (nel)

pour un certain entier p indépendant de n. Il n’est pas difficile de donner des
exemples de telles suites (a, = n+acosfn ou 0, a sont des nombres réels
avec |a| < 1/2).

On remarque que, dans la définition, on peut imposer que p soit pair
(quitte & remplacer ¢ par 2¢ et ¢ par 2¢) et donc que n et n+p soient de
méme parité. 11 est facile de construire pour tout o > 0, une mesure discréte
ayant la propriété (1.1). Donnons nous une fonction ¢ continue a support
dans [0, a] et d’intégrale 1. On peut vérifier que la fonction

+w 92n

f@=Y [ o@t—xat

T®ap—1
est presque - périodique continue et telle que

f(X) =1 si Ayp-1 S

X< a,—a,
S(x)=0 si a;, < X< az4,—0.

Alors f est prolongeable en une fonction continue sur le compactifi¢ de Bohr
de R qui s’identifie au dual de R, (R avec la topologie discréte). On peut
utiliser un argument classique de régularisation (cf. [S], p. 49) pour construire
une mesure ue M,(R) = ! (R;) dont la transformée de Fourier aura les
propri€étés requises (avec 2x au lieu de «). Ainsi toute suite presque-
périodique a la propriété (A).

Inversement, on peut remarquer que si la propriéte (1.1) peut étre
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réalisée pour tout « > 0 3 l'aide d’une mesure discréte, alors la suite (a,) est
presque - périodique. En effet soit 4 une mesure discréte ayant la propriété
(1.1) pour un certain a. Il est 3 peut preés clair que si ¢ est une ¢- presque-
période de la fonction fi(x) avec ¢ < 1/2, £ est une a - presque - période de la
suite (a,). Nous passons sur les détails.

Pour que (a,) soit presque - périodique, il suffit d’ailleurs que (1.2) puisse
étre réalisée par une mesure discréte pour tout a > 0 et pour au moins un ¢
< 1/2. En effet ceci prouve alors que les ensembles |)[a,,-, a;,—a] et

n
U [@24, a2n+1 —2] sont d’adhérences disjointes dans le compactifi¢ de Bohr

de R et on peut construire comme précédemment par régularisation une
mesure discréte ayant la propriété (1.1).

En conclusion: Les propriétés (A) et (A’) sont équivalentes en mesures
discrétes (on verra que ce n’est pas le cas en général). Toute suite presque -
périodique (a,) a la propriété (A). Il en est de méme de toute suite (a;) telle
que lim(a,—a,) =0. Y en a t’il d’autres? Cette question est étudiée dans la
suite mais reste ouverte.

(2.1) Remarque. On peut donner des exemples de suites (a,) qui ont
la propriété (A’) et qui sont trés lacunaires. Cest le cas notamment si
a,, = a,,_, +1 est une suite de Sidon (cf. [2]). Mais nous nous intéresserons
ici surtout a celles qui sont relativement denses (i.e. sup(a,,;—a,) < + ).

3." Le cas général. Considérons une suite (a,) et une mesure pu
satisfaisant (1.1) pour une valeur fixée de a. On suppose 0 < i< 1. On
associe 3 u la mesure v dont la transformée de Fourier est

(3. P(x) = A(x+0) €M 4 (1 - A (x+a)) e ™™,
On vérifie immédiatement que, pour tout neZ,

-1 Sl ay,_; < X< az,—a,
- 1 si a2"<x<02"+1—a,
V(X) = —iﬁ‘i(x) . _ < <
e S1 Ay, — U & X X Ay,

¢ Sl Aypey — 0% < X< Agpyy-

En particulier |V(x)] =1 pour tout x, ce qui assure que v est inversible dans
l'algébre de convolution M(R) (et a pour inverse ¥). D’aprés la forme
générale des mesures inversibles de M(R), établie dans [6], p. 81, on peut
écrire

- ) . 1+ix
(3.2 Log ¥(x) = ic(x+d(x))+k Log

1—ix

(pour une détermination continue du logarithme) avec we M(R), ¢ réel et k
entier. Le nombre ¢ est déterminé (de fagon unique) par la condition que

16 — Colloquium Mathematicum 51
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Log v(x)—icx reste bornée dans R. Si on se reporte aux valeurs de ¥(x) on
vérifie que (a2 une constante prés)

Logv(x) =inn si a,<x<a,,,—a.
On a donc nécessairement
nn—ca, = 0(1)
ou encore, en posant 0 = w/c,
(3.3) On—a,=0(1).

La propriété (3.3) peut étre précisée. Les moyennes de Log v(x)—icx sur
R™* et R™ différent de 2kni ou k est I'entier qui intervient dans I’écriture (3.2).
On peut se ramener 3 k = 0 en supprimant 2k points de la suite a, si k > 0
ou en rajoutant — 2k points si kK <0 (et en renumérotant la suite a droite).
On modifiera en conséquence i et ¥ sur un intervalle fini. Cette modification
a pour effet de retrancher 2kni & Log ¥(x) a droite de l'intervalle. Le nombre
c reste le méme et les moyennes de LogV(x)—icx sur R* et R~ sont alors
égales. Dans ces conditions on peut écrire

Log 7 (x) = ic(x + @ (x))
et pour tout neZ
inn =ic(x+ad(x si a,
(34) On =x-f-a‘>(x)( ) si a
En particulier g, est solution de I'’équation
(3.9 On=a,+d(a,) (ne2).

THEOREME 1. Soit (a,),.z une suite de réels pour laquelle il existe une
mesure pe M (R) ayant la propriété (1.1) pour un certain a > 0. Alors quitte a
supprimer ou a rajouter un nombre fini de termes a la suite (et aprés
renumérotation) on peut écrire

(3.6) On=a,+d(a,) (nel2)

ou 0 est un nombre réel positif (ne dépendant que de la suite) et w une mesure
telle que

37) x+d(x) = 0n si x 2 a,,
) x+d(x)<0(n—1) si x<a,—a
Remarques.

(3.8) Les modifications que I'on fait subir a la suite (a,) initiale pour avoir
exactement I'énoncé du théoréme, ne dépendent pas de a. En effet on peut
aisément se convaincre que tout comme le réel ¢, I'entier k qui intervient
dans I'écriture (3.2) ne dépend que de la suite. Seule la mesure w dépend de



SUITES PRESQUE-PERIODIQUES 243

la forme précise de v. Cette remarque trouve son intérét lorsque la suite (a,) a
la propriété (A).

(3.9) Toute suite (a,) qui posséde la propriété (A) est relativement dense.
(On a vu que ce n’est pas le cas pour la propriété (A’)). Toute mesure u ayant
la propriété (1.1) aura nécessairement une partie discréte non nulle car la
moyenne de ji sera non nulle.

(3.10) A partir d’'une mesure w ayant la propriété (3.7) on peut facilement
reconstruire une mesure u ayant la propriété (1.1). Il suffit de considérer o
= }(6—4.) qui est telle que 6(6n) = 0 ou 1 suivant que n est pair ou impair,
et de définir u par

(3.11) A(x) = 6(x+a‘)(x))
soit
H= %(5_50*eicw)'

LEMME 1. Soient o, we M(R) telles
flle™lldlo] (x) < + 0.

Alors la formule (3.11) définit bien une transformée de Fourier—Stieltjes.
Démonstration. On utilise le critéere p. 32 de [5]. Pour tout

n I3
polyndme trigonométrique f(t)= Y c;e "7, on a
=1

_i 16 (xy+d(x) = j(Z ¢;e7e" ") do (1)
= [fi(—=t)da(t)

ou l'on pose, pour tout seR,

j;(t) = (f* e""")m = Z Cj el'sofi(xj) e-i‘xj.

i=1

De la

.ga

n
-t

G (x;+ @ (xp)| < [l fill dlal (2)

J
< Ifllo flle*lidlel ().

LEMME 2. On considére deux suites de nombres réels (a,) et (a;) qui sont
liées par la relation

a, =a,+a(a,) (neZ)

pour une certaine mesure we M (R).
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a) On suppose que pour tout a > 0 il existe a' > 0 tel que
(3.12)

Alors si la suite (a)) a la propriété (A') il en est de méme de la suite (a,).
b) On suppose de plus

(3.13) lle>ll = 0™ (x| = +o0)

pour un certain 0 <y <1 et pour tout B> 0. Alors si la suite (a,) a la
propriété (A) il en est de meme de (a,). .

Démonstration. Soient a et a’ pour lesquels la propriété (3.12) est
vraie. Considérons une mesure y' qui a la propriété (1.2) relativement a la
suite (a,) pour la valeur a’ et un certain ¢. La mesure u est concentrée a ¢
prés sur un compact; on peut donc supposer (quitte & remplacer ¢ par 2)
qu’elle est & support compact. La mesure u définie (lemme 1) par

A(x) = (x+6 (%)
aura alors la propriété (1.2) relativement a la suite (a,) pour la valeur a et le
méme &. Ceci démontre (a).

Supposons maintenant -que (a,) a la propriété (A) et partons d’une
mesure y' ayant la propriété (1.1) pour la valeur x’/2. Pour tout 0 <y < 1 on
peut trouver une fonction ¢ de la classe de Gevrey d’indice 1/y, & support
dans [0, a’/2]. Sa transformée de Fourier vérifie une condition

d(x) =0 ") (x| = +o0)

pour un B assez petit (cf. [1], p. 79). Prenons ¢ d’intégrale 1. La mesure u;
=@ -y dont la transformée de Fourier est ¢« a la propriété (1.1)
relativement a la suite (a,) pour la valeur a'. Si w vérifie 'hypothése (b) pour
un certain y on aura alors avec ce choix de y

fllelld |y (x)] < + o0
et la mesure u définie par
A(x) = i (x+ (x)
possédera la propriété (1.1) relativement a la suite (a,) pour la valeur x. Ceci

termine la démonstration.

Remarques.
(3.14) Soit we M (R) telle que

lo(x)—o() < K|x—)| (x,yeR)

avec K < 1. Alors la fonction x+@(x) est  strictement croissante et
I'hypothése (a) du lemme 2 est toujours vérifiée. Ainsi, a4 partir des suites
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presque - périodiques, il n’est pas difficile de fabriquer par perturbation, des
suites qui auront la propriété (A’) (cf. aussi théoréme 2). ,
(3.15) La propriété (3.13) peut étre réalisée par des mesures @ discrétes non
triviales (cf. [1]). Mais si I'on part de (a;) presque - périodique, il en sera alors
de méme de (a,) (la mesure u’' dans la démonstration peut étre prise discréte
et il ‘en sera de méme de p). Pour avoir un exemple de suite ayant la
propriété (A) mais qui ne soit pas asymptotiquement presque - périodique, il
faudrait connaitre une mesure w continue singuliére dont la transformée de
Fourier ne tende pas vers 0 a linfini et qui ait la propriété (3.13).
Malheureusement l'existence d’une telle mesure reste problématique. (Il est
facile de voir quelle aurait notamment son spectre de Gelfand réel(’).)

THEOREME 2. Soit (Cpaz la suite des coefficients de Fourier-Stieltjes

d’une mesure sur le cercle. On suppose les coefficients réels et lim|c, < 1/2.
Alors la suite a, = n+c, posséde la propriété (A’).

Démonstration. Quitte a2 modifier les premiers termes on peut
supposer que |c,| <a < 1/2. On considére la mesure we M(R) dont la
transformée de Fourier est

d(x) = —fc,,d(x—n)

ol
1 st |x|<a
2|x|—1
A =
(x) a1 st a<|x] <1/2,
0 si |x| = 1/2.

Cette mesure vérifie I'’hypothése (a) du lemme 2 avec les suites a, = n et a,
solution de

a,+d(a,)=n (ne2).

Comme |a,—n| < a, on a &d(a,) = —c,.

(3.16) Exercice. Pour tout 0 <a < 1/2 il existe une mesure w telle que
@d(x) =n—x si [n—x| < a (neZ). Par conséquent toute suite a, telle que
lim|a, —n| < 1/2 est solution de a,+ ®(a,) = n pour une mesure w convenable;
de sorte que cette derniére propriété ne signifie rien si 'on ne fait pas
d’hypothése sur w. Dans le théoréme 2 on a a, = n+@(n) pour une certaine
mesure , ce qui est tout different. On peut montrer facilement qu’une suite
a, =n+c, ne peut pas avoir la propriété (A’) si c,.n’a pas de moyenne (cf.
th. 3 bis).

(3.17) Exemple. Soit 0 <a < 1/2. On sait qu’il existe une mesure de

(Y) L'existence de telles mesures a été établie par F. Parreau (communication orale).
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probabilité continue sur le cercle dont les coefficients de Fourier sont
c, =axll i n=Zaj4j (=0, £1),
c,=0 sinon

(produit de Riesz construit sur la suite (4)) cf. [1]). La suite a, =n+c,
possede la propriété (A’). Nous allons montrer qu’elle n’a pas la propriété (A).
On remarque que

a,=n+a si n=+4/,
la,—n| < a®> sinon.
Choisissons b et a positifs de fagcon que
a2 <b-a<b+a<a

et considérons une mesure u ayant la propriété (1.1) avec ce choix de a.
Introduisons une mesure ¢ dont la transformée de Fourier est périodique et
telle que

6(x)=0 si2n—1—-a<x<2n+b—a,
6(x)=1 si2n-b<x<2n+1-20
et soit 7 = u*og. On vérifie sans peine que
T(0=0 si4d '+tag<x<4+b—a,
fx)=1 sid+b<x<¥+a—-ua.
La mesure 7 posséde la propriété (1.1) relativement a la suite
ay_, =4+b (j=1), dy_,=—-4"14p (i<0),
ay =4+a (j=1), a3y = —4l*1 44 (< 0).

Ceci est impossible d’aprés le théoréme 1, car les intervalles [a,;, a,;+,] ne
sont pas bornés.

4. Suites presque- périodiques associées. Etude des perturbations. Pour
démontrer le théoréme 3 nous utiliserons le résultat suivant plus ou moins
classique (cf. [4]): La transformée de Fourier ji, de la partie discréte d’une
mesure pue M (R) est limite uniforme sur tout compact de translatées de j.
(Notons en particulier que i, est réelle si ji est réelle.)

THEOREME 3. Soit (a,) une suite de nombres réels ayant la propriété (A). Il
existe une suite presque - périodique unique (b,) telle que (quitte a supprimer ou
ajouter un nombre fini de a, et a renuméroter la suite) la moyenne de |a,—b,|
soit nulle (uniformément dans Z).

Démonstration. On supposera que la suite (a,) a été préalablement
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modifiée de facon que I'énoncé du théoréme 1 soit valable (pour tout «
d’aprés la remarque (3.8)). Soit 0 tel que a,—6n = O(1).

Partons d’une mesure yu ayant la propriété (1.1) pour un certain . Etant
donné la forme particuliére de i et le fait que a,,,—a, est bornée
inférieurement et supérieurement, il n’est pas difficile de se convaincre que f,;
aura la méme propriété que j relativement & une suite (b,) qui est limite
simple de translatées de la suite (a,), et pour le méme nombre a. Nous
passons sur les détails. On aura encore b,—0n = O(1) et par suite a,—b,
= 0(1).

De fagon plus précise, en faisant intervenir la mesure @ du théoréme 1, il
est possible de choisir

n= %(5-6c*eicw)

avec ¢ = nn/0 (remarque (3.10)). On aura alors
pa=3(0—08.%€

et la mesure du théoréme 1 associ€ a yu, n'est autre que w;. On peut

numéroter les points de la suite (b,) correspondante de fagon que

x+@;(x) = 6n si x=b,,
x+@y(x)<0(n—1) si x<b,—a.
Soit ¢ > a. Si pour un entier n, b,—a, = ¢ on aura

@ (x) = @ (x)—dy(x) = 0

sur lintervalle [a,, b,—a] de longueur > e¢—a. De méme si a,—b, > ¢ on
aura a@.(x) < —0 sur Tlintervalle [b,, a,—a] de longueur > e¢—a. La
moyenne de |@®.(x)| étant nulle (uniformément dans R) I'ensemble des entiers
n pour lesquels |a,—b,| = ¢ est de densité supérieure uniforme nulle.

La suite (b,) dépend de la mesure u considérée. Si 'on part d’'une autre
mesure ayant la propriété (1.1) avec le méme a ou une valeur a’ < a, on peut
voir qu’on retombe sur la méme suite b, a 2a prés. En effet, on remarque que
(41— ) (x) = 0 en dehors des intervalles [a,—a, a,] et par suite (u;— p5) (x)
comme limite de translatées a son support contenu dans une réunion
d’intervalles de longueur a; les intervalles de zéros et les intervalles de uns de
i; et f; doivent donc coincider a 2a prés.

Dans le cas ou (a,) a la propriété (A) on voit bien en prenant des valeurs
de a arbitrairement petites, qu’il y aura une suite limite uniforme (b,) qui ne
dépend que de (a,). Si u est une mesure quelconque ayant la propriété (1.1)
pour une valeur de a, toute ¢ - presque - période de fi; avec ¢ < 1/2 sera une
a - presque - période de toute suite correspondant a j, et donc une 5« - presque-
période de (b,). Ceci prouve que (b,) est presque-périodique. L’unicité tient
simplement au fait que deux suites presque-périodiques b, et b, telles que
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|b,—b,| soit de moyenne nulle, sont nécessairement égales. Ceci termine la
démonstration.

On ne peut espérer avoir I'énoncé précis du théoréme 3 (ou un résultat
du type a,—6n = O(1) pour une suite (a,) ayant la propriété (A’), méme si on
la suppose relativement dense. Il n’est pas difficile, en effet, de montrer qu’on
peut supprimer de la suite (a,) une sous - suite lacunaire tout en conservant la
propriété (A’) (cf. remarque (2.1)). Cependant dans le cas relativement dense
Pargument du théoréme 3 peut €tre repris et en raisonnant uniquement sur
la mesure u (on considére y. au lieu de w,) on obtient le résultat suivant.
(Les détails sont laissés au lecteur.)

THEOREME 3 bis. Soit (a,) une suite de nombre réels relativement dense,
ayant la propriété (A’). Il existe une suite presque-périodique unique (b,) telle
que la distance de a, a la suite (b,) a une moyenne nulle (uniformément dans Z).
(4.1) Remarque. La fagon dont la suite (b,) du théoréme 3 ou 3 bis est
construite a partir de (a,) montre que

inf(bn+ 1 _bn) 2 h:m (an+ 1 —an.)a
Sup(bn+ 1 —bu) < ]im(an+l —an)'

(On peut aussi le déduire de la conclusion du théoréme 3 ou 3 bis.)
On peut généraliser 'argument de I'exemple (3.17) pour établir:
THEOREME 4 (avec T'hypothése et les notations du théoréme 3). Soit
| =lim (a,,,—a,) et d =lim|a,—b,|. Supposons que d < 1/2. Alors I’ensemble
des valeurs d’adhérence de la suite a,—b, est un intervalle.
Démonstration. Supposons par exemple que pour 0 <a, <a, <d,
lintervalle ]b,+a,, b,+a;[ ne contienne pas a, dés que n est assez grand,
mais qu’il existe une infinité de termes a, > b,+a,. Choisissons a tel que

O<a<og<apta<a;—a<a; <d—a

et considérons la mesure w du théoréme 1. Ou bien a, > b,+a, auquel cas
d.(x) = —0 si b, < x < a,—a, en particulier sur l'intervalle [b,+aq, b,+a,
—a]; ou bien a, < b,+a, et @.(x) =0 si sup{a,, b,} < x<b,+d—a, en
particulier sur lintervalle [b,+aq, b,+a;].

Par ailleurs on déduit aisément de la propriété (1.1) pour la suite (b,)
lexistence d’'une mesure o (discréte) telle que, pour tout ne Z,

6(x)=1 si b, +ag+a<x<b,+a,—a,
6(x) =0 sib,+a; K x<b,,+a,.

Soit m la suite des entiers pour lesquels a, > b, +a,. On vérifie que la

1 s : . .
mesure —awcva a la propriété (1.1) relativement & la suite

Ay -1 =b,,k+ao+a, QA =b,,k+a1.
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Ceci est impossible d’aprés le théoréme 1, car la suite b,, est de densité nulle
(théoréme 3).

5. Une propriété générale des mesures continues. Applications. Soient
E c F deux parties de R ou Z. Nous dirons que E est relativement dense dans
F sl existe T>0 tel que Fc E+[—-T, T].

THEOREME 5. Soit pe M(R) (resp. M(T)). Soit & < (1+./2)~WHI+D_g;
Pensemble ou |ji(x)| = 1 —¢ est relativement dense dans I'ensemble ou |ji(x)| = ¢,
alors ou bien il est compact (resp. fini), ou bien il est relativement dense dans R
(resp. Z) (et dans ce cas p ne peut étre purement continue).

Démonstration. C’est la méme pour la droite ou le cercle. Prenons
R pour fixer les idées. On introduit R(u) adhérence des caractéres de R dans
la boule unité de L®(u) pour la topologie » faible de dual de I} (u). Pour
concilier la multiplication des fonctions avec la notation additive usuelle de R
nous distinguerons un nombre réel x et le caractére y, défini par y,(f) = .
Nous utiliserons seulement les propriétés suivantes de R(u), faciles a établir,
que nous nous contenterons de citer, renvoyant a [4] pour plus de détails :
R(u) est un compact métrisable et I'application x+—y, de R dans R(u) est
continue. R(y) est un semi -groupe multiplicatif stable pour la conjugaison
des fonctions. Le produit est séparément continu. Il résulte de 13 notamment
que si 7x; st une suite de caractéres convergeant dans R(u) vers un élément
%, alors y_; converge vers J et, en remplacant x; par une sous - suite; on peut
faire en sorte que Vaj-xj—y = Vx;Txj_, converge vers lxI2.

Supposons que la conclusion du théoréme soit en défaut. On pourrait
trouver des intervalles disjoints arbitrairement grands Ja;, b;[ sur lesquels
|i(x)] <&, séparés par des points ou |fi(x) = 1—e. On peut supposer par
exemple que lima; = + 00 et que les intervalles ont ét¢ choisis maximaux;
c’est & dire notamment que |fi(b;)| = e. Quitte & prendre une sous -suite, on

peut supposer

a; < b;—2b;_,
ce qui assure que, quel que soit xe R, on aura
(5.1) a;<bj—b;_;+x < b

dés que j sera assez grand. Quitte a prendre une sous-suite, on peu.
supposer aussi que ¥s; converge dans R(u) vers un élément y et que y, =

bj_ 1

converge vers |x|2. On aura donc, quel que soit xeR, '
I yxdp = im [y, _p, | vedp =limfi(b;—b;_, +x)

et il résulte de (5.1) que

(5.2) Iflx?yedu| <e  (xeR).
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D’autre part, comme ji(b;) >¢, on pourra, par hypothése, trouver
tje[—T, T] tel que fi(b;+1)) > 1—¢ ot T est un nombre indépendant de j.
Quitte 4 passer 4 une sous-suite, on peut admettre que t; converge vers t
pour la topologie usuelle de R; a fortiori %; converge vers ¥, dans L ().
Comme

|§xvedp— ;7,0 < |favedi— 25, dp+ flv— v, d1ul,

(5.3) |fxvedy} = 1—e.
L’élément ¢ = xy, de L*(u) est donc tel que
(5.4) |fddy >1-¢

tandis que, d’aprés (5.2),
flpl>vsdu| <& (xeR).
On déduit de cette derniére inégalité, par passage a la limite dans R(p),

Ifigl*ydy| <e

pour tout Y € R(u) et en particulier, en prenant Y = (¢)™($)™ !, avec m entier
>0,

(5.5) Ifl¢I*"pdu/=¢ (m=1.

Pour conclure il suffit de remarquer qu’on ne peut avoir simultanément (5.4)
et (5.5) si ¢ est trop petit par rapport a ||u|. Ceci est démontré dans [3],
lemme 1, avec I'estimation précise figurant dans 'énoncé du théoréme. (Voir
aussi [4] chap. III) On obtient ainsi une contradiction, ce qui termine la
démonstration.

Applications. Soit p une mesure continue sur R ou T, telle que

lim|fi(x)] > 0. Pour tout ¢ >0 notons E(¢) 'ensemble ob |i(x) =& On
déduit immédiatement du théoréme 5 la propriété: quel que soit 0 <6

< Elﬁ(x)l, I'ensemble E(6) n’est pas relativement dense dans E(g) dés que ¢

< @c™ M8 of ¢ est une constante voisine de 1+./2. .

Soit a la borne inférieure des nombres ¢ < 6 pour lesquels E(6) est
relativement dense dans E(¢). Soient ¢’ et &¢” tels que 0 <¢&' <a <¢&”. Alors
E(¢") ne peut pas étre relativement dense dans E(g'). En effet si ¢’ > 6 C'est
impossible car E(¢”) = E(0); si ¢’ < 6, E(0) est relativement dense dans E (¢"”)
et par transitivité il serait relativement dense dans E(¢') contrairement i la
définition de a. Quel que soit T > 0 il existe donc un point x ou &’ < |i(x)| et
tel que || < ¢&” sur lintervalle [x— T, x+ T]. On peut formuler la propriété
comme suit:

THEOREME 6. Il existe une constante absolue. c voisine de 1+\/§ pour
laquelle la propriété suivante est vraie: Soit ue M(R) (resp. M (T)) une mesure
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continue dont la transformée de Fourier ne tend pas vers 0 a linfini. Quel que

soit 0 < 0 < lim|fi(x)|, pour au moins un a de Pintervalle [6c~1*/® 9] il existe
une suite x; tendant vers linfini telle que fi(x;) converge vers a et que |i(x) ait
pour limite supérieure a sur une réunion d’intervalles arbitrairement grands de
centres X;.

Note. Le théoréme 6 n’est pas classique semble-t-il, en tout cas pas
sous la forme précise ou il est formulé. Il donne une mesure des irrégularités
de la transformée de Fourier d’'une mesure continue, lorsqu’elle ne tend pas
vers 0 a l'infini. De telles mesures ressemblent toutes, d’'un certain point de
vue, a des produits de Riesz.

Remarque. Soit (c,) la suite des coefficients de Fourier—Stieltjes d’'une
mesure sur le cercle. Si ¢, ne tend pas vers 0 a l'infini, la suite a, = n+c, (qui
posséde la propriété (A’) d’aprés le théoréme 2) présente nécessairement de
grandes irrégularités qu'on peut décrire par le théoréme précédent. Il n’est
pas possible notamment que la suite a, “oscille” entre n—¢ et n+¢, ou entre
n et n+e.

Plus généralement on peut montrer que la suite a,—b, du théoréme 3
ou la suite des distances de a, a (b,) (théoréme 3 bis) se comporte comme la
suite des coefficients de Fourier-Stieltjes d’une mesure continue. Nous
omettons les démonstrations pour ne pas alourdir I'exposé.

THEOREME 7. Soit (a,) une suite de réels qui a la propriété (1.2) pour un

certain a, un certain ¢ et une mesure pu de masse ||u|| < (Log(1 -l-\/—Z_))‘1 |Log €|
—2. Alors (a,) est relativement dense.

Démonstration. De fagon évidente E(1—¢’) est relativement dense
dans E(¢') pour tout & > ¢ et 'hypothése sur ||u|| permet d’appliquer le
théoréme 5 avec &' arbitrairement voisin de ¢. La conclusion est que la
réunion des intervalles [a,,-,; a,,] est relativement dense, c’est a dire que
Sup(azu+1 —as) < +00. On peut refaire le raisonnement avec d —pu au lieu
de u, qui est norme < |||+ 1 et vérifie encore 'hypothése du théoréme 5, ce
qui nous donne sup(a,,—daz,-;) < + ©.

Que peut -on dire d’une suite (a,) non relativement dense, qui posséde la
propriété (A')?

Supposons par exemple que lim (a;,,,—a,,) = +0. Pour toute

n—+ o
mesure u ayant la propriété (1.2) la moyenne de || doit étre < e. En prenant
des valeurs de ¢ arbitrairement petites, on voit que ceci impose que les
intervalles [a,,-, a,,] soient de longueur uniformément bornée et que leur
réunion soit de densité supérieure uniforme nulle. En particulier on doit
avoir aussi lim (a,,4+,—a,,) = + .
n—+—aw

Considérons une mesure pu ayant la propriété (1.2) pour un certain o et

un certain &. On a dit que j, est limite uniforme sur tout compact de
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translatées de i On en déduit que |id;(x) <& sur des intervalles
arbitrairement grands, donc partout puisque i, est presque - périodique. La
mesure u. aura la propriété (1.2) avec 2¢ au lieu de e.

En conclusion, pour tout a et tout ¢ on peut réaliser (1.2) a I'aide d’une
mesure continue.

THEOREME 8. Soit (a,) une suite de réels non relativement dense, qui a la
propriété (1.2) pour un certain a, un certain ¢ et une mesure u. Alors la réunion
des intervalles [a,,- |, a,,) (ou des intervalles [a,,, a;,+1]) ne peut contenir un
ensemble de la forme A, + ...+ A,, ou les A; (1 <j < p) sont des parties non
compactes de R, dés que

p > 2C||pll/|Logél

ou C est une constante absolue voisine de Log(l+ﬁ).

Démonstration. Comme dans la preuve du théoréme 5 nous
considérons le semi-groupe R(u) (avec la topologie * faible de L[*(u)). R(w)
contient .outre les caractéres de R, des éléments qui sont limites (dans R(u))
de suites de caractéres tendant vers linfini: on dira que ce sont les éléments a
Iinfini; il est facile de vérifier que ces éléments constituent un sous-semi -
groupe fermé de R(u) (et méme un idéal de semi-groupe) (cf. [4]).

Soit x un élément a l'infini de R(y). Que peut -on dire de la mesure yu?
Si y est limite d’'une suite Vx;» pour tout xeR, on a

(X#)A(x) = jxyxdﬂ = lim §ijde” = hmﬁ(x+ xj)

et, par un argument de compacité, on voit que (yu) est limite uniforme sur
tout compact de translatées de . De sorte qu'on a deux situations possibles:
ou bien |(x4) (x)) <& dans R (nous dirons par commodité qu'une telle
mesure est triviale); ou bien (yu) ressemble i ji dans le sens que |(xu) ()|
= 1—¢ sur des intervalles de longueur bornée (en nombre fini ou infini) et
Ixw)” (x)] <& sur des intervalles de longueur non bornée (éventuellement
infinie), séparés des premiers par de petits intervalles de longueur < a.

A partir des remarques précédentes il est possible d’adapter la démon-
stration du théoréme 2, chapitre III de [4], en démontrant les lemmes
suivants.

LeEMME 3. xpu est triviale pour tout élément a Tinfini y de R(p), de module
idempotent.

Démonstration. h = |x|? =|x| est aussi un élément a Iinfini de R(y)
et il suffit de montrer que hu est triviale ¢ar y = yh et yu = x-(hy).

Supposons que la mesure v = hu ne soit pas triviale. Soit y; une suite
tendant vers linfini telle que y, ; converge vers h dans R(u). Notons que y_ %

=Ty, tend aussi vers h et on peut supposer que y; > 0 pour fixer les idées.
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Ecrivons
[l = 11d ¥ = flhy,,~hld |4
< ell*72 (f 1 hryy; — bl d )
et
§lhyy,—h*dipl =2 [hd|pl— [hy, d|u|—[h3, d|u|.

L’expression précédente a pour limite 0 et en conséquence
lim jly,j—lldlvl =0.

jot o

Pour j assez grand on aura donc, quel que soit xeR,
P(x+y)—v(x) < fly,j—lldlvl <1-2.

En particulier toutes les fois que [#(x)] > 1—¢ on doit avoir [V(x+y;)| > e.
Ceci est impossible dés que |y >a vu la forme particuliére de v (cf. plus
haut).

LeMME 4.  Pour tout élément a linfini y de R(p) pour lequel yu nest pas
triviale, on a

llu— x| ull > |Logel/2C

ou C est une constante absolue voisine de Log(1+\/§).

Démonstration. Pour tout m > 1, |x|*™ est un élément a l'infini et la
suite décroissante |x|™ converge dans L!(u) (et a fortiori dans R(w)) vers un
élément a linfini idempotent h tel que |gh| = h. Pour tout xeR

|§x 1012 v dp— [ xhyodp| < [|lx)>™—h|d sl <1-2¢

dés que m est assez grand. La mesure yhu étant triviale d'aprés-le lemme 3,
on en déduit que

[fx 1> v<dy| <1—¢  (xeR)

ce qui prouve que la mesure x|x|*>™ u est elle-méme triviale (cf. plus haut).
Il existe donc un plus petit entier my > O tel que la mesure x|x|*™ u soit
triviale pour m > m,.
Pour un certain réel x, on aura

[f 2™ vag | = 1—¢
tandis que
|f x> vxgdp| <€ si m>mg.
Considérons la mesure

v = x”" (u—x? ).
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Elle est telle que

|fxdv| =1
[l dv| < 2 (m 1).

On est dans la mé€me situation qu’a la fin de la démonstration du théoréme
5, avec v & la place de u et 2¢ au lieu de ¢. On en conclut que

IVl > (Log(1++/2) ! |Log 2¢| — 1.
Pour obtenir le lemme 4, il suffit de remarquer

|l =12 | = A =1 dlud < 2 f(1 =D d|pl = 2][pe~Ix) 4|-

La fin de la démonstration du théoréme 8 est identique a celle du
théoréme 2, chapitre III de [4]. On la reproduit ici pour la commodité du
lecteur.

Supposons que |i(x)| = 1 —¢ dans un ensemble de la forme 4, + ... + 4,
ou les A; sont des parties de R non compactes (1 <j<p). Pour 1 <j<p
soit ¢; un élément a linfini de R(u) adhérent aux caractéres y, (xe 4)). Le
produit de R(y) étant séparément continu, on aura

|j¢l...¢pdy| =>1—s.

Posons
Ho = W,

=@ut-1 =@y... 0 (1<k<p).

Pour tout 0 <k < p—1, la mesure y, est non triviale car

[f@usr--bpdm| =|[01...¢,dy| = 1—¢.
D’aprés le lemme 4
”l‘k—l — Pl i~ 1” > |Logel/2C,
Nt - oIl = llsll > |Log &l/2C
et en sommant
lull = llppll > p|Logel/2C,
llull —1+¢ > p|Logel/2C

en remarquant que
Nl = | [y .- dpdp > 1

Ceci termine la démonstration du théoréme 8.
Note. Le probléme que jai cité au début me paraissait naguére facile



SUITES PRESQUE-PERIODIQUES 255

(peut -étre P'est -il en réalité?) et je 'avais soumis a un étudiant P. Quost. Cet
article part de discussions que javais eues avec lui et tire profit des
remarques de B. Host.
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