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DWUSTOPNIOWA KONTROLA
7z UWZGLEDNIENIEM BLEDOW POMIARU

Jezeli ostateczny odbiér produktu opiera si¢ na postepowaniu sta-
tystyeznym uzgodnionym pomiedzy dostaweg a odbiorea, to w wielu
przypadkach odbiorca dla ostroznofei poprzedza odbiér wilasciwy wew-
netrzng kontroly statystyczng.

Rézne warianty i aspekty tego za,ga,dmema, byky niejednokrotnie
referowane w pi§miennictwie statystycznym. Np. w [1] autorzy za.kla,da.]a,,
%e wyniki kontroli wewnetrznej i ostatecznej sg niezalezne. Wspominamy
o tym tylko dla porzadku, gdy:i zajmujemy si¢ innym zagadnieniem.

Przyjmujemy mianowicie, Ze produkt sztukowy jest scharakteryzo-
wany przez ceche X o rozkladzie normalnym. Ceche te sprawdza sie me-
todg mierniecza, ktéra jest obarczona biedem przypadkowym Y o rozkla-
dzie normalnym. X i Y sg z zaloZenia niezalezne.

Na kazdym egzemplarzu mierzy si¢ jeden lub dwa razy cech¢ X.
Niech wynik pierwszego pomiaru bedzie m,, a drugiego m,. Oznaczmy
przez A, i A, odpowiednio dwa domkniete przedziaty ustalone z géry.
Kazdy egzemplarz zalicza sie do klagy I lub II wedlug nastgpujgcego
schematu:

Wynik - Wynik D ”
pierwszego pomiaru | drugiego pomiaru . Deeyzia
m, ¢4, nie mierzy sie zaliczyé do IT klasy
A mq 8 Ay zaliczyé do II kiasy
b mgedy zaliczy6é do I klasy

Aby zilustrowaé celowo§é takiego. postegpowania, wyobraZzmy sobie,
ze klasa I oznacza produkt eksportowy, a klasa II produkt przeznaczony
na rynek wewnetrzny. Przypu$émy ponadto, Ze pierwszy pomiar prze-
prowadza kontroler fabryezny, a pomiar drugi kontroler obey.

Przyjmijmy wreszcie, ze zaliczenie egzemplarza do II klasy pocigga
za soba dla producenta mate straty, gdy nastapi przy kontroli fabrycznej,
a duze straty — gdy nastapi przy kontroli zewnetrznej. W tej sytuacji
producentowi moze oplacaé sie kontrola fabryezna — do ktoérej zresztg
nie jest zobowigzany — przed oficjalng kontroly zewnetrzng.
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Opisany schemat postepowania przedstawil (w nieco innej formie)
J. Obalski na zebranin seminarium Dzialu Zastosowan Przemystowych
odbytym w kwietnin 1960 r., w Instytucie Matematyecznym PAN. Po-
nadto rozpatrzyt on niektore jego konsekwencje i oglosil swoje rozwazania
W pracy [2]. Jest tam mowa o wodomierzach, ktére oczywiScie mogg
postuzyé za ilustracje i do niniejszej pracy.

Obalski buduje swéj model matematyezny nastepujgco: pierwszy
etap kontroli opiera si¢ na losowaniu z populacji o znanym rozkladzie,
po tym etapie nastepuje uciecie populacji i dalej losowanie odbywa sie
z populacji ucietej. Jest to model intuicyjnie najprostszy, jednakze jego
opracowanie wymaga zmudnych obliezen, szacowania zbieznogei szere-
géw itd.

Autorzy niniejszej noty wybrali odmienna droge analizy, mianowi-
cie oparta na opracowaniu ogloszonym przez J. Oderfelda i S. Zubrzyec-
kiego w roku 1954 w pracy [3]. Poniewaz od tej pory powstaty liczne
tablice 1 nomogramy rozkladu dwuwymiarowych zmiennych losowych,
mozna bylo zrezygnowaé ze zmudnych rachunkéw i uzyskaé¢ wyniki dosé
ogllne i nadajace sie do natychmiastowego wykorzystania w praktyce.

Sformalizujemy reguly postepowania uzywajac zwyklych oznaczen:

N{(...) — rozklad normalny jednowymiarowej zmiennej losowej o pa-

rametrach podanych w nawiasie, /

p(uw) — gestosé rozkladu zmiennej losowej U,

p(u|v) — gestos¢ rozkladu warunkowego zmiennej losowej .U, gdy

zmienna V przyjela warto§é o,

Pp(u,v) — gestosé rozkladu lacznego zmiennyech losowych U i V.

Niech X bedzie kontrolowang cecha egzemplarzy produktu. Zatézmy,
ze w nieskonezonej populacji wszystkich egzemplarzy, X ma rozktad nor-
malny N (0, 0,), gdzie o; jest state i znane. Gdyby warto§é érednia byla
r6zna od zera, to w dalszych rozwazaniach wystarczyloby wprowadzié
trywialne zmiany.

Niech zmienna losowa Y bedzie bledem przypadkowym metody
sprawdzania. Zmienna ta jest okreslona w nieskoiiczonej populaeji wszyst-
kich wynikéw -pomiarn wykonanych na jednym egzemplarzu produktu.
Jest ona z zaloienia jednakowa dla weszystkich egzemplarzy produktu
i normalna N (0, o,). ‘

Zmienne losowe X i Y 83 z zaloZenia niezalezne.

Niech M, i M, bedg odpowiednio zmiennymi losowymi, ktére sa wy-
nikami pierwszego (fabrycznego) i drugiego (odbierczego) pomiaru. Od-
powiednio m, i m, niech beds realizacjami tych zmiennych losowych.

Nie zmniejszajae ogblnofei rozwazan mozna zawsze dokonaé takiego
przeksztalcenia liniowego, zeby mozna bylo. egzemplarz produktu uwazaé
za dobry przy pierwszym pomiarze, gdy |m,| < a,, & przy drugim, gdy
lmzl < ay. WielkoSei @, i a, oznaczajg odpowiednio pqlowy dhugoéei prze-
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dziatéw A, i 4,, poprzednio zdefiniowanych. Do drugiego pomiarn do-
puszcza sie tylko te egzemplarze, ktdre uznano za dobre przy pierwszym
pomiarze,

Przede wszystkim zajmiemy sie prawdopodobieristwem, Pys zdarzema.
polegajgcego na tym, ze egzemplarz produktu przejdzie pomyslnie przez
oble kontrole. Zachodzi tozsamo§é

(1) D (my)p(a|my) = p(@)p (m,|z).

Wystepujace w niej gestoSei maja nastepujgcg postad i znaczenie:

p(m,) — gestosé bezwarunkowego rozkladu N (0, Vo2 + o ); do-
‘ tyezy zmiennej losowej M, = X+ Y (wynik pierwszego

. Ppomiaru);

(%) — gestodé bezwarunkowego rozkladu N (0, g,); dotyczy

) zmiennej losowe] X (cecha produktu);

(2) P(m,|z) — gesto§é warunkowego rozkladu N(z,oc,); dotyezy

~ zmiennej losowej bedgcej wynikiem pierwszego po-

miarn tych egzemplarzy, u ktérych cecha X = g;

| » (x|m,) — gestosé¢ warunkowego rozkladu (o postaci na razie

nieznanej) zmiennej losowej bedacej cecha tych egzem-

-plarzy, ktoére daty m,; jako wynik pierwszego pomiarn.

Z (1) i (2) wynika, ze :

o} 0105\
zkladu N |m ———|.
(3) p(xlm,) jest gestofeia rozk ( Y l/o‘f-l—ori)
Rachunek potrzebny do tego wyniku sprowadza sie do dodania i uporzad-
kowania wykladnikéw w potegach liczby e wystepujacej w gestoseiach
rozkladéw normalnych wymienionych w (2).

Ggstos§é p(m,|m,) rozkladu warunkowego drugiego pomiarn tyeh
egzemplarzy, ktére daly m, jako wynik pierwszego pomiaru, znajdujemy
uwzgledniajae, ze oba pomiary robi sie na tym samym egzemplarzu, dla
ktérego cecha X = x. Wskutek tego

2

o 03 0‘2 9
Mard ¥ ara +)

Teraz mozna juz obliezyé gestodé p(my, my) lacznego rozkladu dwu-
wymiarowej zmiennej losowej (M., M,) bedgocej wynikiem pierwszego
i drugiego pomiaru. Opieramy si¢ tu na tozsamofoi

- (4)  p(my|m,) jest gestoseig rozkladu N(

(8) P (my, mg) = p(my)p (malmy).

Rachunek polega znowu na dodaniu i uporzadkowanin wykladnik6w
w potegach liczby ¢ wystepujacej w wyrazeniach po prawej stronie tozsa-
mosci (5). Okazuje sie ostatecznie, ze zmienna losowa (M,, M,) ma

Zastosowania Matematyki V. ‘ ' ‘2
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rozklad normalny O__(llil §rednich réwnych zeru, obu odchyleniach
srednich réwnyeh Vol+ of i wspélezynniku korelacji
(6) | 0= —2—6%—2
. o]+ 05

Wprowa.démy unormowane diugosei przedziatow:

al‘ Gy
Vata o Vara

Wtedy prawdopodobienstwo P,, ostatecznego uznania egzemplarza
wyboru za dobry oblicza sie jako

(7) g =

1 o 1 |
(8 P :——~—-——f fexp{~————(u2—~2gm+vz)}dudv.
YoV ) ) 2(1—¢?) A

Tak wiee zaleznofei (6), (7) i (8) stanowia rozwigzanie postawionego
zagadnienia: majac ¢y, o,, @,, @, oblicza sie kolejno g, a,, a, 1 wreszcie Pj,.

Dla wygody obliczyli$my (1) w tablicy 1 niektére wartosei Pyy(ay, k, 0),
gdzie k = ay/a,. KorzystaliSmy przy tym z [7]. Przy grubszej interpolacji
mozna stosowaé wykresy na rysunku 1, ktéry jest-odpowiednikiem tab-
liey 1. '

TABLICA 1
1 - 1
Play, k, p) = —————— exp{——————— (u2— 2 uv+v2)}dudv
! 2Vl — o _{ _afz 2(1— ¢?) ¢
o 0,7 0,8 0,9 ’ 0,95

N L1l e |13 1,1 12 ‘ 13 1,1 |2l 1,3 | L1 12| 1,3

1,0 (0,561 0,587 |0,606 0,587 |0,614 |0,627 | 0,620 | 0,687 | 0,648 | 0,648 | 0,659 | 0,668
1,5 |0,805|0,827/0,838 0,823 |0,837 (0,842 | 0,833 | 0,846 0,850 0,847 | 0,853 | 0,856
2,0 10,934 (0,940 10,947 | 0,938 |0,944 {0,948 | 0,943 | 0,947 | 0,950 | 0,949 | 0,950 0,951
2,5 10,982 0,984 (0,986 |0,983 /0,985 0,986 | 0,984 | 0,985 | 0,986 | 0,985 | 0,986 | 0,986

Z zaleznofei (6), (7) i (8) mozna réwniez z latwocia odpowiedzied
na . wiele ihnych pytan praktyeznych, na przykiad: ‘

1. Znane sg wielkodci o, i ¢, charakteryzujace rozklad cechy X i blad
metody sprawdzania, ponadto znana jest wielko§é a, okreflajaca wyma-
gania odbiorcy. Jak dobraé¢ wielko§é a,, aby mieé zagwarantowane praw-
dopodobienstwo P,, pomy§lnego przejscia przez prébe odbioreza? Na to
pytanie odpowiadamy obliczajae kolejno o, a,, a5, @;. o

(1) Znaczna czesé obliczen wykonata p. K. Olsztynska.
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ZF3m)

Rys. 1. Wykresy Py(oy3 K, 0)

Dalsza seria trzech naturalnych pytan producenta wymaga dodatko-
wych rozwazar, zresztay zupeinie prostych. Przyjmujemy tu, ze oy, oy,
1, @y 8% zZnane, czyli Ze producent zna swoje mozliwodei produkeyjne,
doktadno$é pomiaru i przepisy kontroli zar6wno odbiorezej jak fabrycz-
nej. Pytania i odpowiedzi sg nastepujace: .

2. Jaka bedzie ;o pierwszym sprawdzenin przecietna frakeja P,
egzemplarzy uznanych za dobre?

 Odpowied? jet '

- 2 M
P, = 26(a) = —— f ey,
‘ C Vor K
gdzie a; jest okreflone przez (7).
3. Jaka bedzie po pierwszym sprawdzeniu przecietna frakeja 0,
sztuk, ktore zdyskwalifikowano, mimo ze wartosé ze{—a,, a,>. -
. Najpierw znajdziemy gestosé p(x, m,) lacznego rozkladu dwuwymia-
rowej zmiennej logowe) (X, M,):
P (@, my) = p(x)p(myfx).

Gestosei wystepujace po prawej stronie sg okreslone przez42). Elementarny
rachunek wykazuje, 26 zmienna losowa (X, M,) ma rogklad normalny.
Po unormowaniu tej zmiennej znajduje si¢ ostatecznie, ze
(10) @] 1 ff exp{ ' 1 (w2—2 + z)}d d
, = : — e (U2 — 29, w0 + v2) ¢ dudv
- YT eV e L 2(0—¢) . ’

[ol>ay -
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gdzie a, jest okreslone przez (7), a ¢, = 0,/Vol+ of. WartoSei @] mozna
znalezé korzystajac z tabliey 1 i rysunku 1. .

4, Jaka bedzie po drugim sprawdzeniu przecigtna frakeja P, egzem-
plarzy zakwalifikowanych jako dobre, w odniesieniu do liczby egzemplarzy
przedstawionych do drugiego sprawdzenia?

Jefli przed pierwszym sprawdzeniem bylo N egzemplarzy, to do
drugiego sprawdzenia zakwalifikuje sie przecietnie P, N sztuk. Po obu
sprawdzenla.eh zakwalifikowanych bedzie przecletme P,, N sztuk, Wskutek
tego '

‘ P
(11) p, =2

T

gdzie P;\i P, sg okre§lone odpowiednio przez (8) i (9).

Znajomo&é Py, Py, Q;, P,, ewentualnie réwniez jednostkowych kosz-
téw zwigzanych ze zdarzeniami scharakterymwanyml przez te wielkoSei,
moze depomébe producentowi w wyborze Wla.émwe] taktyki; moze mu
na przyklad ulatwié oceng, ezy warto stosowaé dodatkows kontrole
fabryczng, a jeSli tak, to jak ustalié wielkodé a,.

" Pokazemy to na przykladzie.
. Niec¢h ¢, =1, 05 = 0,23, a; = 1,33."
Obliczamy kolejno: .

Z (6) ' ¢ = 0,95,

Przyjmijmy e, =1, ezyli z (7) a; = 1,023. Wtedy % = 1,3 i z tablicy 1,
dla ¢ = 0,95, k = 1,3, a; = 1 odezytujemy P,, = 0,668; z (9) zna]du]emy
P, = 2@(1) = 0,683 1 z (11) obheza.my P, = 0,988.

Pozostawiajge niezmienione oy, 0,, @5, & Wiec réwniez g oraz a,,
przyjmijmy k = 1,1. Mamy teraz e, = aa/k = 1,182 oraz a; = ay/1,1 =
= 1,209.

Z wykresu na rysunku 1 odezytujemy (d]a. k=1 1, o = 0,95, ¢; =
=1, 182) P,y = 0,735. |

Z (9) zna,;;du]emy P, = 260(1,182) = 0 763 4 z (11) obhcza.my Py =
= 0,965. :

Wreszoie przyjmijmy a, = co, ezyli zrezygnujmy zupenie z kontroli
fabryeznej zachowujge nadal niezmienione oy, ¢y, a,. Mamy nadal Uy = 1,3
i oczywifeie Py; = Py = 26(1,3) = 0,838.

" Wygodnie jest zebraé wyniki w nastepujgcej tabliczee:

% T Pyg Py

fors) 0,838 0,838
1,209 0,735 0,965
1,023 0,668 0,988
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Jak widzimy, zmniejszenie a,, zmniejsza P,, a zwieksza P,. Znaczy
to, ze zaostrzanie kontroli fabryeznej zmniejsza przecietng frakeje egzem-
plarzy przyjetych przez kontrole zewnetrzng i zwigksza przecietng frakeje
tych egzemplarzy odniesiohs do liczby egzemplarzy przedsta.wmnych
do kontroli zewnetrznej. ‘

Zna},&c koszty zwigzane z niezakwalifikowaniem sie egzemplarza
W préobee fabrycznej i w- pr()bce zewnetrzne], producent moze z Ia,twoéclq;
ustalié opty‘ma.lnah wartodé ay.

Warto zwrdeié uwage, Ze W Naszym. przykla,dzze odohyleme émdme
0, bledu bylo mate wobec &,, a weskutek tego wspdlezynnik o korelacjl
byl duzy. Gdybysmy zbadali przypadek malego g, okazatoby sie ze pro-
ducent niewiele moze zyskad: ze zmniejszaniem sie a,, wielko§é P, wzrasta
tylko nieznacznie, a wielko§é P,, maleje bardzo silnie. Jest to zrozumiate,
bo gdy o, jest duze, kontrola fabryczna niezbyt skutecznie podnosi jakosé
produktu:

Wprost z tablicy 1 mo#na odczyta.é ze dwustopniowa, kontrola, ]est
mato celowa réwniez wtedy, gdy a; jest duze. Istotnie, w dolnym wierszu
tej tablicy, dla e, = 2,5, wartodei P,, nie zalezs praktyeznie ani od o,
ani od k; zreszty sq zawsze Wysolne, a oczywiscie zawsze zachodzi relacja
Py > Py,.

Tak wiec opisana metoda najbardziej nadaje si¢ w tych przypa.dka.ch
gdy jakofé produkeji jest niewysoka w poréwnaniu z wymaganiami (ma.le
e;) i gdy bledy pomiarowe s3 niewielkie (duze p).
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E. (DHJIE.TII/IC " HH OOEPOEJIDL L (Bapmana.)
ﬂB.VCTEHEHHBIH H'OHTPOJU) C YYETOM OWHBOK H3MEPEHHH

PESIOME

IMponspoRTENb NTHYHO NPOU3BOJUT CTATHCTHYECKYI0 HPOBEPKY IIPOMBBOIIMOTO
HPOAYKTA M TPEJCTABIAET K OKOHYATEILHOMY ETATHCTHUECKOMY 0TGOPY TOMABKO Te
anaeunnﬂpu KOTOPHE YCHEWHO NPOWIH BHYTpeHHuMM KoHTpoas. Ilpm rammo#t us
-TIPOBEPOK MCIOIB3YIOTCH M3MEPHTENbEEE IPEGOPH, o0Tanawmue CIyvalELMA ou.mﬁ
RaM'ﬂ

B paoTe MCCIETOBAHEI Beponmoc-mme MoCneCTBUA 3TON CXeMBl M HpeficTaBiie-
HH DPesyIbTarsl, NPUIOJHEE K HeI0CPeACTBEHHOMY MCIO0Ib3OBAHUIO.

E.FIDELISand J. ODERFELD (Warszawa)

TWO-STEP CONTROL TAKING INTO ACCOUNT THE MEASURE’ME.NT
ERRORS

SUMMARY

The producer himself controls his product statistically and presents for final
statistical acceptance only those pieces which have passed the internal control success-
'fully In both controls a measuring device biased with a random error ig employed.
' The authors examine the probabilistic consequences of this procedure and
present results in a form which can be direetly applied.



