K. URBANIK (Wroclaw)

UWAGI O MAKSYMALNEJ 1LOSCI BAKTERII W POPULACJI

Rozwdj populacji bakterii mozna traktowaé jako proces stocha-
styezny urodzen i Smierei (por. [1], str. 409; [2], str..76). Proces ten jest
wyznaczony przez intensywnosé z podzialu bakterii na dwa indywidua
i intensywnos$¢ y wymierania bakterii. Sens probabilistyczny intensyw-
noéci jest nastepujacy: ndt jest prawdopodobienstwem podzialn bakterii
w czasie df, a ydi jest prawdopodobienstwem émierci bakterii w czasie df.

Artykutl niniejszy jest po§wiecony wyznaczaniu dystrybuanty maksy-
malnej ilo$ei bakterii w populacji oraz uwagom o frednim czasie, w kto6-
rym populacja o0sigga maksymalng licznosé.

1. Niech & oznacza liezno$é populacji bakterii w chwili ¢. Niech

2(t)=Pr{5,, =n|§,,=k} oznacza prawdopodobienstwo warunkowe . tego,
ze w czasie t z k bakterii powstanie » bakferii. Symbolem §(&) oznaczmy
maksymalng lieznodé populacji bakterii:
(1) 8(£) = mox &.

. [ P4 -
Prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze maksymalna licznosé populacji
w czasie od t+dt do T jest mniejsza niz k i ze 'w chwili ¢ licznodé populacji
jest réwna k, przy zalozenin, ze w chwili poezgtkowej w populacji jest »
bakterii, wyraza sie wzorem
Pr{ max §,<k, &=Fk|&=r}=
t+digusT
=Pr{ max §,<k|&.aq=k—1}Pr{&, 4=k—1|&=k|Pr{&{=t|&=r}.
t+dtgusT

Stad wynika réwnosé

Pr| max &,<k,&=Fk|&=r|=kyPr{ max &,<kl&=k—1}Pi@)dt,

t+d¢<}4<1’ ocugT -t

stad za§ otrzymujemy, ze prawdopodobienstwo tego, iz maksymalna
licznodé populacji w czasie od 0 do T wynosi co najmniej & i ze maksimum
to zostaje osiggnigte po raz ostatni dla pewnego ¢<T, jest réwne

Ky
kybfPr{ max &, <k|&=Fk—1}Pk(t)dt.
IgugT~t
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Prawdopodobietistwo tego, Ze maksymalna licznodé populacji, w czasie
od 0 do 7, wynosi co najmniej % i ze maksimum to zostaje osiggniete
w chwili ¢, jest oczywidcie réwne

oo
2 PHT).
8=k
Dodajge otrzymane prawdopodobienstwa uzyskujemy réwnodé

Pr{ max &,>k|&=r}=
oSugT

_knyr{ max &,<k|&=k— 1}P’°(t)dt+2P‘(T

ougT—u
z ktérej bezposrednio wynika, ze

(2) Pr{ max 5,,<k|50=r}—
Igu<gT

k-1

=3 P:(T)—kyfpr{ max  §,<k|&=k—1}P}(t)dt.
8=0 ] ogcugT--t

Wobec (1) jest spelmiona réwnoéé

(3) Pr{S(E)<kIEo—~r}—— hm Pr{ max &,<k|é=r).

ocugT

Korzystajae ze znanych wlasnosei prawdopodobienistw warunkowych
P¥(t) procesu urodzen i $mierci (zob. [1], str. 409; [3], str. 62)

dla  k+#0,
(4) tim PE(t) = >
{00 min(1,(y/5)) dla k= 0;
(5) }OP,’f(t)dt<oo dla k=0,
0

otrzymujemy z (2) i (3), gdy T->oc0, roéwnodé
(8) Pr{8(&)<k|&=r}=

—min(L, (y/n)) ~kyr {8(6)<Hlés—k—1} [P ()t
ktéra zachodzi dla k=1,2,..., r=1,2,...

Przyjmujge »=k—1 wyznaczamy z réwnokci (6) prawdopodobienstwo
Pr{8(&)<k|£=Fk—1}; podstawiajge te wartodé do (6) uzyskujemy wzér
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by min (1, (y fn) [ 5 (0)di
() Pr{S8(&)<k|é=r|=min(L,(y/n))— Ca— '
1+kny"_1(t)dt

Prawdopodobienstwa warunkowe P¥(t) speliajg, jak wiadomo, réwna-
nia Kolmogorowa, majace w tym przypadku postaé (por. [1], str. 409)

d
(8) 7 P =(—1) 1P 0 —s (n+7) P; () + (s +1)yP7* (1)

Calkujgc obie strony tych réwnan wzgledem #, w granicach od 0 do oo,
i uwzgledniajge wlasnosé (4) dochodzimy do réwnodei (9)

(9) (8—1)7)0fP?“(t)dt—8(n +V)JP‘;(t)dt+(8+l)y!P‘;“ (t)dt =
min (1,(y/y)") dla s=0,
={ —1 dla s=r,
0 dla pozostalych s.

Z réwnan (9), przy ustalonym r» i §=0,1,2,...,k—1, otrzymujemy
. B (y—n) ™" (min(L, (y /Y 1 —(n/y)*) =1+ (n]yy=ex®e=n)
(10) [PE@)at= dla y#y,
] .
r(yk)™ dla  y=1.
Podstawiajge te wartosei do wzoru (7) uzyskujemy dystrybuante
(o —d*)(1—a*)"! dla a#1,
11 Pri{S(&)<ki&=rl=
() iSO <kit=r}= (k—r) k" da  a=1,
gdzie a=y/n. Stagd mamy
Pr{8(§)< oo |&=r}=min(1,(y/1)").
Ze znanej réwnosei (por. [4], str. 372)

Pr{lim £=0|&=r} =min(1, (y/5)),

wobec tego, ze lim&,=0 implikuje S(£)<<oo, otrzymujemy, ze nieréw-
t—>00

noéé 8(&)<oo zachodzi z prawdopodobienstwem 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy hm 5,_ 0, ezyli maksymalna licznosé populacji jest skonczona wtedy

i tylko wtedy, gdy populacja po dostatecznie dlugim czasie wymiera.
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2. Niech 7(£) oznacza pierwszg chwile, w ktérej licznoséé populacji
bakterii osiagga maksimum, to znaczy
7(&)= min 2.
s=8()
Interesowaé nas bedzie czas 7(£) dla populacji majacych maksymalng
liczno$é skonezony, czyli wobec poprzednich uwag, dla populaeji wymie-
rajgcyeh. Niech
(12) Elz(&)I8(£)< oo, & =1}

oznacza wartosé oczekiwang czasu v(&) przy zaloZeniu, ze maksymalna
licznoéé populaeji jest skoriczona i w chwili poczgtkowej populacja sklada
sie z r bakterii. '

Intuicyjnie wydaje sie, ze jezeli intensywnosé y wymierania rosnie
(przy ustalonej intensywnosei 5 podziahu), to populacja szybciej wymiera,
co powoduje, ze populacja predzej osigga maksymalng licznosé, a wiec
$redni czas (12) maleje. Oznaczajgc dla skrétu symbolem Ey wartosé ocze-
kiwang (12), gdzie wska’nik y uwidacznia zaleinodé tej wartodci oczeki-
wanej od intensywnofci y wymierania, wysnuwamy z poprzednich in-
tuicyjnych rozwazan wniosek, ze Ey jest funkcja malejgcg parametru y.
Pokazemy jednak, ze taki wniosek jest falszywy, otrzymujac wynik po-
zornie paradoksalny:

By=oco, gdy y=n,

By<oo, gdy y#n.

Wynik ten ma nastepujgaca prosty interpretacje przyrodnicza:

Jezeli intensywnos¢ y wymierania jest mniejsza od intensywnosci 7
podziatu, to gléwngy czeséé frakeji wymierajaeych wéwezas populacji stano-
wig te populacje, ktére wymierajg tak szybko, ze rozmnazanie, majgce na-
wet wiekszg -intensywnodé, nie zdola zapobiee wymarcin. Natomiast popu-
lacje szybko wymierajace o0s8iggaja swg maksymalng liezno§é w bardzo
krotkim czasie; powoduje to skonczonosé¢ Ey. Jezeli intensywnosei
wymierania i podzialu sg réwne, to populacja z prawdopodobienstwem 1
wymrze. Jednak wobec jednakowych natezent wymierania i rozmnazania,
w kazdej chwili jest mozliwy wzrost licznodei populacji, co oczywidcie
powoduje tak znaczne przedluzenie czasu, w ktérym populacja osiaga
swg liczno$é maksymalng, e jego wartosé oczekiwana Ey jest nieskoriczona.
Jezeli intensywno$é y wymierania przewyzsza intensywnosé x podziahu,
to tendencja populacji do wymarcia zwigksza si¢, co znowu powoduje
takie skrécenie czasu, w ktérym populacja osigga swg licznodé maksymalng,
ze jego wartodé oczekiwana Ey jest skoneczona.

(13)

3. Wyprowadzimy najpierw wzory pomocnicze. Zalézmy, ze mamy
k>r. Wéwezas z réwnosei
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Pr{c(&)=a, 8(8)=k|&=r) =Pr[max g<k, max§¢= kj§o=r} =

k=1
Pr{max &<k, &,=s, max.{-',_kwo_.r]
c-l Igli<
—1
—EPr{maxét_mg =8} -Pr{{,=s, max- §¢<k|§o_r}_
=1 igi<
-1

= Z!'Pr{S(E)=7cI§o=8}'Pl‘{$°=8, max &<kl &=r],

= Pr‘r(&);a, B(&)=Fk|&=r}
Pr =a|8(&)n, G=r; =
Oas@<m fo=rl = 2 St <ntt=]

wynika
(14) Pr{v(&)>al8(&)<n, &=r]=
n k-1 Pr{8(£)=k|f=o) Pr{é,—s, max &, <k|fo=1}
~22 Pr{8(8)<nlEo=r)

Podobnie jak wzér (2) powstaje nastepujacy wzor:

(15) Pr{¢,=s, max5,<k}§0=r}=
=P%(a)—ky fPr{s,,_,_s, max £,<k|é=k—1}PF(t)dt.
u<a—1

Calkujge obustronnie réwnosé (15) wzgledem «, w granicach od 0 do oo,
i uwzgledniajae (5) oraz shuszny woéwezas wzér na calkowanie splotu,

of.off(a——t)g(t)dtda:off(t)dtofg(t)dt,
otrzymujemy
[Pr{&,=s, max&<k|é=r}da=
[} i<a

=fp:(a)da - kyfoPr{§¢=s, max L<klgp=Fk —1} da'fpf(t)dt._
0 [ <a []

Stad bezposrednio wynika

z o0 ky [PE() a1 [ PL_, (1)
fPr{§a=s,' max§,<k[§o=r}da =f_P:(t)dt_ 0 _ [ ‘,
[ i<a 1 1+k‘ny£_l(t)dt

0

co wobec (10), po przyjeciu a=y/n daje dla r<s<k
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r(k—s)(ysk)™ dla y=y,
(16) ofPr{E,, =3, I:l<ax §<k|&=r}da —_—[ (0 —1)(@*°—1)(s(y —7) (a*—1))
dla  y#n.

Dowiedziemy teraz, ze zachodzi wzoér
(17) lima Pr{v(&) > a|8(£)<n, & =r}=0.

Ze znanych wlasnodei prawdopodobienstw warunkowych proceséow
urodzen i $mierei (por. [3], str. 62)

(s+1ye ¥ dla  y#£y

B0 < (F+1)(»+1)"° dla y=q (=1
oraz oczywistej nieréwnosci
Pr{&, =3, :30335,<k|§=rl < P(a)
otrzymujemy wobec (14) oszacowanie
const - g™ dla y#n,

Pr{z(§) >al8(8) <n, & =7} <

const-a(ya+1)"2 dla y=7q,

skad bezposrednio wynika (17). _
Wobec (17) zachodzi, jak wiadomo, wzoér

Ble(&)18(6) <n, fy=r] = [ Prie(§) > alS(6) <n, fo=1] da.

Stad na podstawie (11), (14) i (16) wynika

E{r(8)8(8) <n, &=r} =

(n+1)7r & (k—r)k—r+1) B

2V<"+1—r>,§ RN dla y=n,
T e —a) & K e - 1) (- )

'(V—ﬂ)(a'_-a,ﬂ+l) gg 8(1——ak+l)(1—a,k)2 dia Y Fn,

gdzie a£y[n. Wobec tego, Ze

B{e()I8(§) < oo, fo=r] = mE |z (8)I8(§) <n, & =1},

n—>»c0
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wige dla n—> oo mamy

B{r(&)I8(5) < oo, fo=r] =

ke r(k——r)(k—-—r—{-l)_oo dl _
lk=1 2yk2(k+]) - & 7 =1
= 1 __ At o k-1 L.y 8 2
_la—ay du-ad—d

nmin(l,d") &~ & s(1— a7 (1 — by

Skoniczonosé E{z(£)|8(£) < oo, &=r} dla y+#y, czyli dla a1, wy-
nika na przyklad z oczywistego oszacowania

a1 —a®)(1—d) - k(min(a,a"))*
2 s ey |

) = (1—min(a,a™ )’
Wzér (13) jest wiec udowodniony.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela dnia 3. 3. 1955 r.

K. YPEAHHUK (Bpogaas)
O MAKCHUHMAJBHOM YHCJE BEAKTEPHH B COBOKYIIHOCTH
PEBIOME

B crarbe pokasaHo, uyTo QYHKUMA PacHpPefelleHUA MAKCHMANBHOrO uucaa Gak-
TepHuli B COBOKYNMHOCTM ompejensercA $opmynoit (11), eciu pasBATHE COBOKYTHOCTH
paccMarpEBaTh KAk CIydaliHmi# wnponecc pasmHomenus u ruGeam. Ms Popmyam
(11) emenyer, BOmpPeKH WHTYMTHBHHM BBIIANAM, UTO CPegHee BPeMA, B KOTOPOM CO-
BOKYNHOCTb [OCTHUIraeT MAKCUMAJABHON UMCIEHHOCTH, He ABIACTCA yOmHBawoumeh PyHk-
nmelt MATEHCHBHOCTH THOENH.
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K. URBANIK (Wroolaw)

REMARKS ON THE MAXIMUM QUANTITY OF BAOTERIA
IN A POPULATION

SUMMARY

The author proves that the distribution function of the maximum gquantity
of bacteria in a population, the development of the population being regarded as
a birth and death stochastic process, is defined by formula (11). On the basis of this
formula we find that, contrary to intuitive views, the mean time in which a popula-
tion attains its maximum size i8 not a decreasing function of death intensity.
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