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1. Introduction. La notion de connexions conjuguées a été introduite
par Norden [8] pour les connexions linéaires. La définition proposée par
Norden a été géométrique: en considérant deux connexmns linéaires I"

et I' et un tenseur métrique g, les connexions I et I sont dites par lui
g-conjuguées si, pour toute courbe y et toute pair de champs v et w de vecteurs

paralléles par rapport & I" et a r respectivement (le long de y), ’égalité
g;v'w’ = 0 en un point de y entraine la méme égalité en chaque point
de y. Norden a démontré la proposition suivante: pour que I et I soient
g-conjuguées, il faut et il suffit que la dérivée covariante mixte de g par
rapport a I' et I’ soit nulle partout.

Des connexions linéaires conjuguées ont été aussi considerées par
Cruceanu et Miron (voir [1], [2] et (7)]. Ensuite, cette notion a été géné-
ralisée par Vedernikov (voir [9] et [10]) pour des connexions quel-
conques (définies sur un espace fibré principal), le tenseur métrique étant
remplacé par un automorphisme involutif ¢ du groupe structural de
I’espace fibré principal. Cette généralisation s’accorde avec le cas con-
sidéré par Norden, & savoir avec celui ol ¢: GL(n, R) - GL(n, R) et
p(X) = (X7,

Dans cette communication, apres avoir rappelé la définition des
connexions ¢-conjuguées introduite par Vedernikov, une condition
suffisante et nécessaire pour que deux connexions soient ¢-conjuguées
sera établie (Théoréme 5.3). Cette condition ressemble & la définition
locale (voir [10]). Elle dépend de deux connexions envisagées et d’un
autre élément, & savoir d’un espace fibré réduit dont le groupe structural
H? est le sous-groupe des éléments laissés fixes par ¢. Il sera démontré
que tous les éléments intervenant dans la définition de Vedernikov [9]
sont déterminés de la maniére univoque par ces deux connexions et par
cet espace fibré réduit.

Etant donné un espace fibré principal P(M,G), le probléme de
connaitre les automorphismes involutifs du groupe structural G est impor-
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194 J. GANCARZEWICZ

tant pour la recherche des connexions conjuguées définies sur P(M, G).
Le probléme qui suit est de donner des interprétations géométriques
des connexions ¢-conjuguées pour divers ¢, comme Norden 1’a fait pour
p(X) = (X7,

En vertu d’un théoréme démontré par Kucharzewski et Zajtz [5]
on peut facilement trouver tous les automorphismes involutifs du groupe
linéaire GL(n, R). Le théoréme 5.3 qui sera établi ici me permettra de
donner ailleurs (voir [3]) une interprétation géométrique aux connexions
linéaires ¢-conjuguées pour tout automorphisme ¢ du groupe GL(n, R).

2. Notation et terminologie. La différentiabilité sera toujours entendue
au sens de C™.

Si M est une variété et r en est un point, 7', M désignéra ’espace
vectoriel tangent en x &4 M, et si f: M — M’ est une application, on désig-

nera par
-Ta:f: -Ta:M "*Tf(z)M,

I’homomorphisme linéaire induit par f.

Une r-forme sur M & valeurs dans V ou V est un espace vectoriel
(de dimension finie) est une application (de classe C*) qui, & tout
point x de M, fait correspondre une application r-linéaire et antisymétrique

wg: T MX..XT,M—>V.

Si ' est une r-forme sur M 3 valeurs dans V et f: M — M’  est
une application, 'image réciproque de ' par f sera désignée par f*w'.
Elle est une r-forme sur M & valeurs dans V et l'on a

(f*w’)z = c‘);'(:l:)O(T:z:Ju>< eee X T:tf)'

Si w est une r-forme sur M & valeurs dans V et ¢: M — Hom(V, V')
est une application différentiable, ot V' est aussi un espace vectoriel,
@ o désignera la r-forme sur M 3 valeurs dans V' définie par la formule

(9 w): = ¢(2)0 wg.

G étant un groupe de Lie, £ (@) dénotera ’algébre de Lie du groupe G.
Trés souvent £ (@) sera identifié avec 1’espace vectoriel 7,G. Si ¢: G@ - @
est un homomorphisme de groupes de Lie, Lp: £ (@) — £ (@) désignera
Phomomorphisme induit par ¢. Aprés lidentification de Z(G@) et de
T,G, Zp sera identifié avec T,¢.

H étant un sous-groupe de G, £(H) sera considéré comme une sous-
-algébre de £ (@) grace au monomorphisme canonique %i: Z(H) - Z(Q),
ou ¢: H —@ est 'inclusion. On identifiera aussi £ (G X &) avec £ (G) DL (G')
grace a l’isomorphisme

Lr@L: LOXF) > L)L),

ou 1:GX G —-@ et ':GXxG — G sont des projections canoniques.



CONNEXIONS CONJUGUEES 195

Par ailleurs la terminologie employée sera en général conforme & celle
de [4].

3. Connexions réductibles. Soient P(M, G) un espace fibré principal,
I’ une connexion sur P(M,G) et P,(M, H) un espace fibré réduit de
P(M, @), c’est-a-dire, un espace fibré principal tel que P, est une sous-
-variété de P, que H est un sous-groupe de G et que 1’action de H sur P,
est la restriction a P, de ’action de G sur P (voir [4], p. 53).

Définition 3.1 (voir [4], p. 81). La connexion I est dite réductible
a une comnexion sur P,(M, H) lorsqu’il existe une connexion I} sur
P, (M, H) telle que ¢(I'y) = I' ou ¢: P,(M, H) - P(M, @) est I'inclusion
(entre espaces fibrés principaux) et ¢(I;) est I’image directe de I'; par i.
Quant & ’image directe f(I') par homomorphisme f: P(M,G) -~ P' (M, G')
d’espaces fibrés principaux, elle est définie de 1a maniére suivante (rappel-
lons que f: P — P’ est un homomorphisme lorsque f(p-£&) = f(p)-f(£),
ol f': @ — @ est un homomorphisme de groupes de Lie): il existe une
connexion I" sur P'(M, @), et une seule, telle que (I");,, = (T, )(I});
on pose I'" = f(I).

Si w et «’ sont les formes de I' et de I'" respectivement, on a (voir
[4], 6.1, p. 79)

(3.1.1) ffo' = %f .
PROPOSITION 3.2. 8’il existe un sous-espace vectoriel K de & (G) tel que
(3.2.%) LG =2H)PK e ad,(K)c K pour £eH,

alors, pour que I' soit réductible a une connexion sur P,(M, H), il faut
et il suffit que iy w soit une 1-forme sur P, a valeurs dans £ (H), ol w est
la forme de I' et i,: P, — P est Dinclusion.

Démonstration. Si I' est réductible et I', est une connexion sur
P, (M, H) telle que ¢([,) = I' et w, est sa forme,

'ifw =Z(ig) 0w, = o,

est d’apres (3.1.1) une forme & valeurs dans ¥ (H).

Réciproquement, si w, = i} » est une telle forme, pour démontrer
que o, définit une connexion sur P,(M, H), il suffit de montrer que w,
satisfait aux deux conditions suivantes:

(x) w, applique isomorphiquement sur #(H) les sous-espaces tangents.
aux fibres de P,(M, H),

(xx) R} w, = ad,_; @, pour &éeH.

La premiére condition est triviale. Pour établir la seconde, soit.
w = @&; D06 la décomposition de w en formes @, et 6 a valeurs dans .Z(H)
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et K respectivement. Griace a la deuxiéme des formules (3.2.%), on a

Riw = R{®, ®R*0 et ad,, o =ad, , o,@ad, ,0 pour écH.

Comme o est une forme de connexion, on a R*w = ad, "o et par
suite R ®, = ad,_, ®. Comme (w,), = (&,),|T,P; pour peP, c P, la
condition (xx) est établie. Enfin, si I, est la connexion sur P,(M , H)
définie par w,, on a ¢(I;) = I' ce qui achéve la démonstration.

La proposition 3.2 montre que la notion de connexion réductible
coincide avec la notion de H-connexion introduite par Vedernikov
dans son travail [9] (la condition (3.2) étant supposé satisfaite).

COROLLAIRE 3.3. 87 la condition (3.2.%) est satisfaite, alors pour que I’
soit réductible a une connexion sur P, (M, H), il faut et il suffit que o*w
soit une 1-forme sur U < M a valeurs dans £ (H) pour toute section o:
U —P,.

4. Définition des connexions conjuguées. Etant donné un groupe de
Lie @, soit ¢: @ — G un automorphisme involutif du groupe G (po¢p = id).
Le groupe
(4.1) H® = {£<G: p(§) = &)

est un sous-groupe fermé de G' et, par suite, il est un groupe de Lie.
LEMME 4.2. (a) ZL(H?) = {ve &G : L (p)(v) = v}.
(b) Il existe un sous-espace vectoriel K de £ (@) tel que
Z(G) =ZLHYOK e adi(K)c<c K pour teH.

Démonstration. On a Z(H°) ¥, < Z(G) ou £, est 'image
de Z(H®) par le monomorphisme £ (i) (i: H? — G étant ’inclusion). Soit
veZ(G). Pour que ve %, il faut et il suffit que » = (£%)(v') pour un
élément v' e Z(H®). Vu que 7 = ¢o14, on a donc

v = (£1)(v') = (Lpo Li)(v') = (L) (v),
ce qui entraine (a).
Pour démontrer (b), il suffit de poser
K = {veZ(G): (Zop)(v) = —v}.

Désignons par H, et H, deux sous-groupes suivants de G X G:

(4.3) H, =|(&,0(8): £<G), H,={(&, £): £<G}.

Si p, ¥2: G X G - G X G sont des automorphismes involutifs définis

par les formules , (&, 7) = (p(n), ¢(£)) et y2(&, n) = (n, §),ona H; = H%
pour ¢ =1 et 2, et il résulte du lemme 4.2 le suivant

LEMME 4.4. On a
L (H,)) = {vD(Lp)(v):veL(G)} e FL(H,) = {vDv:veZ(G)}.
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Il existe des sous-espaces vectorielsK, et K, de (G X @) = Z(G)DZ(F)
tels que

ZE@XG) =%H,)E2K; e ad;(K;)c K; pour teH;, ou i =1 et 2.

Définition 4.5. Etant donné un espace fibré principal P(M G x@G),
deux espaces fibrés réduits P (M, H,) et Pz(M H,) de P(M G x @),

ou H, et H, sont définis par (4.3), sont dits ¢-conjugués si P, NP, est
un espace fibré principal dont la base est M (en conséquence, le groupe
H, = H,nH, agit sur 131 0152).

Cette définition a été également introduite par Vedernikov dans
son travail [9].

La construction suivante (cf. [9]) sert alors pour définir des conne-
xions g-conjuguées:

Construction 4.6. Etant donné un systeme

P(M,Gx@G), Py(M,H,), &,

ol I;(M G X @) est un espace fibré principal, P (M, H,) —un espace
fibré réduit de P(M G X @) et @ — la forme d’une connexion sur P(M
G X @), faisons correspondre a ce systéme un autre:

P(M,a), Wy, Wy,

ou P(M,@) est un espace fibré principal et w,, w, sont des 1-formes
sur P a valeurs dans % (@) (mais qui ne sont pas nécessairement des formes
des connexions sur P(M, G)).

Admettons que P coincide avec f’z en tant que variétés. L’appli-
cation

j:G —~H, ouj(§) =(¢,%)

est un isomorphisme et comme le groupe H, agit sur 1;2, P’application j
détermine une action de G sur P. On obtient ams1 un espace fibré prin-
cipal P(M, @) et ’on a

(4.6.1) p(§,8) =p-&.

Vu que Z(GXG) =2 (G)DZ(G),onad = &, d, ol &, et &, sont
des 1-formes sur P a valeurs dans #(G). Posons

w, =1t*®, pour a =1 et 2,

i: P = P, — P étant l’inclusion.
Ceci fait, la définition des connexions ¢-conjuguées due & Vedernikov
s’achéve comme suit. Les formes w; et w, qui vicnnent d’étre construites
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sont dites ¢-conjuguébes s’il existe un espace fibré réduit 131(M , Hy)
de 13(M , @ X @) assujetti aux conditions suivantes:

(1) les espaces 1~’1(M, H,) et 132(M,H2) sont @-conjugués,

(2) la connexion I'sur P (M, G x @) définie par @ est réductible & une
connexion sur P,(M, H,).

Le cas le plus important en est celui dans lequel w, et w, sont des
formes des connexions I', et I',. C’est dans ce cas que les connexions I
et I'y, sont dites g-conjuguées. Autrement dit.

Définition 4.7. Etant donné un espace fibré principal P(M, Q)
et deux connexions I, et I', sur P(M, @), soient w, et w, les formes de I',
et I'y respectivement. Les connexions I, et I', sont dites ¢-conjuguées,
ou ¢: G — @ est un automorphisme involutif, §’il existe un systéme

(4.7.%) P(M,6x@), P,(M,H), P,M,H,), T,

ol P(M,Gx @) est un espace fibré principal, P,(M, H,) et P,(M, H,)
sont des espaces fibrés réduits de 15(M ,@X @), H, et H, sont définis par
(4.3) et T est une connexion sur f’(M , @ X @) satisfaisant aux conditions
(4.7.1) I;I(M,Hl) et ﬁz(M,Hz) sont des espaces g-conjugués (au sens

de la définition 4.5),
(4.7.2) I' est réductible & une connexion sur 131(M , Hy),
(4.7.3) P(M, @), o, et w, résultent par construction 4.6 du systéme

P(M,GxG), Py(M,H,), &
ou @ est la forme de f

5. Théoréme fondamental. Etant donné un espace fibré principal
P(M,G) et un automorphisme involutif ¢: G — G, soient.I'; et I', deux
connexions sur P(M,Q@Q) et w, et w, leurs formes.

ProrosITION 5.1. 8¢ I'y et I'y, sont @-conjuguées, il existe un espace
fibré Py(M, H?) réduit de P(M, Q) o H® défini par (4.1) satisfait a al
condition

(5.1.%) oc*w, = Ly o*w,

pour toute section o: U — P,.

Pour démontrer cette proposition, on procédera par la construction
suivante:

Construction 5.2. Etant donné un systéme

P(M,Gx@), P,(M,H), PyM,H,
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ou PI(M , H,) et P;(M , H,) sont deux espaces fibrés ¢-conjugués réduits
de P(M,G x@G) et H,, H, sont des sous-groupes de G définis par (4.3),
faisons correspondre & ce systéme un autre:

P(M,q), P(M,H?,

ou Py(M, H%) est un espace fibré réduit de P(M, G) construit comme il
suit. P(M, @) étant construit d’aprés 4.6, et les espaces PI(M , H,) et
P2(M , H,) venant d’étre supposés ¢-conjugués au sens de la définition
4.5, P, = P1 an est un espace fibré principal et le groupe H, = H,nH,
agit sur P,. On a pour j, 'isomorphisme intervenant dans la construc-
tion 4.6, j(H®) = H,; par suite, j définit ’action de H” sur P, et Po(M, H?)
est un espace fibré réduit de P(M, @), ce qui termine la construction.

Ceci fait, soit (4.7.*) un systéme satisfaisant aux conditions (4.7.1)-
-(4.7.3) de la définition 4.7 pour les connexions I', et I', envisagées. Alors,
grace a (4.7.1), la construction 5.2 donne un espace fibré réduit P,(M, H?)
de P(M,@G). Reste a vérifier que la condition (5.1.*%) est satisfaite pour
toute section o: U — P,.

Or, vu _que P, = P an, on peut considérer o: U — P, comme une

section de P ou de P En considérant ¢ comme une section de Pz, on
a d’aprés la construction 4.6

0*® = 0c*w, Do*w,

et en considérant ¢ comme une section de Pl, o*® est d’apres (4.7.2)
et (3.3) une forme & valeurs dans ¥(H,), d’ou en vertu de (4.4)

o*w, = Lo o*w,.

La proposition 5.1 est ainsi démontrée.

THEOREME 5.3 (fondamental). Etant donné un espace fibré principal
P(M, @), un automorphisme involutif ¢: G — G, deuxr connexions I'y et I',
sur P(M, Q) et, respectivement, w, et w, leurs formes. Pour que I'; et I,
sotent @-conjuguées, il faut et il suffit qu’il existe un espace fibré réduit
Py M, H?) de P(M,G), ou H® est défini par (4.1), tel que Uon ait

(5.3.%) o*w, = Py o*w,

pour toute section o: U — P,.

Envisageons d’abord ce théoréme dans le cas classique, c’est-a-dire
dans celui des connexions linéaires définies sur ’espace  fibré LM des
reperes linéaires, 1’automorphisme ¢:GL(n, R) - GL(n, R) étant donné
par la formule ¢(X) = (X~ ")%. On a dans ce cas, H® = O(n, R).

Il est facile de voir que l’existence d’un espace fibré réduit avec
le groupe O(n, R) comme groupe structural équivaut a D’existence d’un
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tenseur métrique sur M. Chaque tenseur métrique ¢ définit 1’espace
L°(M, g) des repéres orthogonaux (par rapport a g) qui est un espace
fibré réduit de LM avec le groupe structural O(n, R). En désignant par
{E%; 1.0 la base canonique de Z(GL(n,R)) = £,(R), c'est-a-dire
E; est une matrice dont tous les éléments sont des zéros sauf celui situé
a lintersection de i¢-éme ligne et j-éme colonne, qui est égal 1, on
a (L9)(E;) = —E;.

Désignons, pour toute section o: U — LM, par I"k les coefficients
de la connexion I par rapport a o, c’est-a-dire

ot — (T B,

ou (v'(2), ..., v"(x)) est Ia base duale de T; M pour la base o (x) = (v,(x), ...,

(2),

v,(2)). Maintenant, la formule o*w, = Lg-(c*w,) est équivalente & Ij*
1,

= —TIY, pour toute section de P(M,O(n)) = L°(M,g). 11 n’est pas

difficile de voir que la derniére égalité équivaut a

(l)s (2)3
Vi) = Vx(95) —Ik9si — 5k 9:is = 0.

Les fonctions Vg,; définissent un tenseur du type (0,3) qui
(1) (2)
s’appelle dérivée covariante mixte de g par rapport a I' et a I' (voir [9],

[8] et [3]). C’est le cas qui a été considéré par Norden dans son travail [8].
Pour démontrer le théoréeme 5.3, il suffit en tenant compte de la
proposition 5.2 et de la définition 3.7, d’établir la proposition qui suit.

PrOPOSITION 5.4. Sl existe un espace fibré réduit P (M, H?) de
P(M, Q) satisfaisant a la condition (5.3.%) pour toute section o: U — P,,
il existe un systéme

(5.4.%) P(M,Gx@), P,(M,H,), P.M,H,), I,

ot P,(M, H,) est un espace fibré réduit de P (M,GX@Q) avec a =1 et 2,

et I est une CONNexion sur P’ (M, G X @), tel que les conditions (4.7.1)-(4.7.3)
de la définition 4.7 se trouvent satisfaites.

Il ne s’agit donc que de construire le systeme (5.4.%).
Soit P'(M,Gx @) = P(M,G)+P(M,@G) (voir [4], p. 68). Rappelons
que

P'={(p, P xP: 2(p) = n(9)},
(p,9)(&,m) =(p-&,qm),
ol n: P > M est la projection de ’espace fibré P(M, G), et posons
-i)i = [(pE,p(E)) 1 pePy, §€Gly
P, ={(p,p): peP}.

(5.4.1)

(5.4.2)
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132 est donc un espace fibré réduit de 15'(M , @ X @) et le groupe H,
agit sur P,. Pour vérifier que P; est également un espace fibré réduit,
soient (p-&, p-p(&))eP; et (n, ¢(n))eH, (voir (4.3)). On a :

(p-&,p-0(8)(n, p(m) = (p-&n, p-9 (&) <P}
et, réciproquement, (p- &, p-@(£)) et (¢-7, ¢-¢(n)) étant deux points de P,

situés sur la méme fibre de P’ (c’est-a-dire =(p) = n(q)), on a

(p-&,p-9() = (a1, a-9n) (6 An, 9(£7" An)),
ol AeH” et ¢ = p-A, done P,-H, = P,.Sio: U — P, est une section, o:
U —P ou o) = (¢(x), o(x)) en est une & valeurs dans P). On en deduit
que 131' est un espace fibré localement trivial et par conséquent un espace
fibré réduit.
Les connexions I et I', induisent (voir [4], 6.3, p. 82) une connexion
I sur P(M,GxG) =P(M,G)+P(M,@Q) et I'on a

(5.4.3) B, q) (W) = (1), (W;) D (3)y(ws)

pour w = w, PwyeT, P = Ty q(PXP) = T,M DT, P, & étant la forme
de I".

Reste a montrer que le systéme (5.4.*%) ainsi construit satisfait aux
conditions (4.7.1)-(4.7.3) de 4.7.

Or, on a d’apreés (5.4.2)

i’;ﬂﬁ; = {(p,p): PePy};

par suite, la condition (4.7.1) est satisfaite.
Soit & présent ¢: U — P, une section. Alors o(x) = (o(), o(x)) en
est une de P, et il vient en vertu de (5.4.3)

~1

o*d = o*w,Do*w, = c*w, DLy o*v,.

11 en résulte en vertu du lemme 4.4 que ¢*@" est une forme & valeurs
dans #(H,). Soit 6: U — P, une autre section quelconque de P,. On
peut écrire ¢ sous la forme ¢ = o-h, ot h: U — H,. Alors, en appliquant
la formule bien connue, on a

&*CZ)’ = a:dh—l'a'*d),—l—eh

ou 0, est la 1-forme canonique. Comme les valeurs de k& sont dans H,,
celle de la forme 6, sont dans ¥ (H,) et par conséquent les valeurs de la
forme o* @’ sont aussi dans % (H,) pour toute section : U — P,. D’aprés

le corollaire 3.3, I'" est donc réductible 4 une connexion sur P;(M, H,),
ce qui montre que la condition (4.7.2) est également satisfaite.
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Enfin, la condition (4.7.3) est une conséquence immeédiate de la
construction 4.6 et de celle du systéme (5.4.*) (voir-en particulier (5.4.1)
et (5.4.2)).

La proposition 5.5 et le théoréme 5.6 qui suivent permettent de
démontrer 1'unicité (4 1’isomorphisme prés) du systéme (5.4.*) construit
dans la démonstration de la proposition 5.4.

ProposiTION 5.5. Soient
P(M,Gx@G), P\(M,H,), Py(M,H), T
un systéme satisfaisant aux conditions (4.7.1)-(4.7.3) de la définition 4.7,
pP(M,G), Po(M,H?), I, I
le systéme qui en nessait par la construction 5.2 et enfin
P'(M,Gx6), P(M,H), Py(M,H), I’

celui qui résulte du précédent par la construction appliquée dans la démon-
stration de la proposition 5.4. Alors il existe un isomorphisme

F: P(M,Gx6G)—>P(M,Gx&)
d’espaces fibrés principaux qui satisfait aux conditions
(5.5a) F(P) =P, pouri=1c¢t2,
(5.5b) P =TI

\

(la condition (5.5b) étant équivalente, d’aprés (3.1.1) a
(5.5b") F*o' = o,

ou @ et @
La démonstration se composera de plusieurs étapes numérotés (5.5.1)-
(5.5.7).
(5 5.1) Construction de F. Soit peP Il existe un _’poe.P an situé

dans P sur la méme fibre que p. Soit p = P, (£, n). Comme poeP an =P
{voir la construction 4.6), on peut poser par la définition

F(p) = (Do-&, Do n).
F(p) ne dépend que de p. Pour le montrer, sment poeP an et

p =py(&,n). Le groupe H, = H,NH, agissant sur P, NP, d’aprés
(4.7.1), il vient

sont les formes de TetdeI" respectivement).

Po = Do (4, 4) =Py 4,
ol ¢(4) = 4 (voir aussi (4.6.1)) et 1’égalité

P =P (&) = po(§, 1) = Py (A&, n)
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implique que & = Af et ' = An; on a donc
(Do &'y Do) = (Do~ 2, Py ) = (Po* &) Do 7).

(5.5.2) Différentiabilité de F. 131 n132 étant un espace fibré principal,
il en existe une section au voisinage de tout point de M. Soit 6: U — f’l nf’a
11 suffit de montrer que l’isomorphisme F restreint a P|U est de classe
C%. Comme il existe pour tout point peP|U un (£,, n,) <G XG tel que
P = o(n(p))-(&p, ;) et que lapplication

P|U>p _>(Ep7 np)GGXG

est de classe C%, alors

F(p) = (o(n(p)) &, o(n(p)) ny)
est aussi de classe C*.
(5.5.3) F est un homomorphisme d’espaces fibrés principauz, c’est-a-
-dire F(p-(¢, 7)) = F(p):(£, ).
Soient poeP, NP, et p = p,-(4,7v). Vu que
p-(&, 1) = po- (4§, vy),
on a
F(?'(E’ "7)) = (Po- 4§, Do)
= (Do 4, Do) (&, 1) = F(p)-(&, 7).

(5.5.4) Construction de G: P’ - P. Soit (py 9 ¢P'. Comme n(p) = =n(q),
il existe un et un seul £,,¢@ tel que ¢ = p-§,, et 'application

P'>(p, q) — £pgeG
est de classe C®. Posons

G(p, q) = p-(e, qu)a

ou p est consideré comme un point de 13, ce qui est possible, car peP
= P, c P (voir la construction 4.6). Alors G est de classe C*.

(5.5.5) F est un isomorphisme. Il suffit de vérifier que GoF = id
et FoG = id.

(Go F)(p) = G(po' &, Do) ou pofj)l nﬁz et p = p,-(&,n),
= (Po-&)-(e, £7'n) d’aprés (5.5.4), carpy-n = (po- £)-(£7'n),
= o' (&, E)-(e, £'n)  d’apreés (4.6.1),
= Po (&, 1) =p.

(FOG)(?,Q) ZF(p)'(e7£pq_) ou q =p'£pq’
= F(p)-(e, §,,) d’aprés (5.5.3),
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= (po- &y Po-&)(€y &pg) ol poeP,NP,, p = py (&, §)eP =P,
et H, agit sur Pz,

= (p’p)'(37 Spq) d’aprés (4-6°1)7

=(p,9)-

(5.5.6) On a F(P,) = P, pouri =1et2. Soit peP,. Si pyeP, NP, c P,,
ona p = po (&, ¢(&)) parce que le groupe H, agit sur P,. Par suite, d’aprés
(5.5.1), F(p) = (po-&, Po-®(&)) est dans 151, c’est-a-dire F(P,) < P,.

SoitpeP Si poeP an, onap =pPy(& &) =p,é& carle groupe H,
agit sur P Par suite, F(p) = (po- &, Po &) = (p, p) est dans P 5y C'est-a-
-dire F(P ) P

F étant un isomorphisme, F(Pl) et F(Pg) sont des espaces- fibrés
réduits avec les groupes structuraux H, et H, respectivement. On en
déduit les égalités (5.5.6).

(6.5.7) On a F*&' = @.

F*@&' étant la forme d’une connexion sur P(M , @ X @) et les formes
F*&' et @ n’étant determinées que par ¢* @ et o (F*@'), il suffit de véri-
fier que o} (F*&’) = o.® pour un recouvrement {U,} de M aux sections
o,: U, —~ P.

Soit {U,} un recouvrement aux sections o¢,: U, - P. On peut con-

sidérer o, comme une section de P ou P2 parce que P = P2 cP (voir
la construction 4.6). D’aprés la construction 4.6, on a en outre

* o * 3
0-aa) = Gaw1®aaw2

et 1’égalité (Foo,)(x) = (0.(), 0.(2)) entraine d’aprés (5.4.3)
a(F*®') = (Foo,) '@ = 0w, Dot w,.

L’unicité du systéme (5.4.%) est ainsi établie.

THEOREME 5.6. Etant donné un espace fibré principal P(M, @), deux
connexions g-conjuguées I'y et I'y sur P(M,G), ot ¢ est un automorphisme
involutif du groupe G, et deux systémes arbitriares

P(M,GxG), P(M,H), P,(M,H,), T,

~

P(M,6x6), P|(M,H), Py(M,H), I
satisfaisant pour P(M,@G@), Iy e¢ I'y, aux conditions (4.7.1)-(4.7.3),
st la construction (5.4.x) appliquée a ces deux systémes donne le méme
espace fibré réduit P,(M, H®*) de P(M, @), il ewiste un isomorphisme F':
P(M,GxG)—P (M,Gx @) despaces fibrés principaux tel que

F(P,) =P,, F(P,)=P, e FI)=T
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6. Existence des connexions conjuguées. Soient P(M,G) un espace
fibré principal, ¢: G -G — un automorphisme involutif, I" — une con-
nexion sur P(M,G) et w la forme de I

LEMME 6.1. Pour chaque espace fibré réduit Po(M, H*) de P(M,G),
ou HP® est défini par (4.1), il existe une et une seule connexion I' telle que
Uon a pour toute section ¢: U — P,

(6.1.%) o*w =%p-o*w,

ot o' est la forme de I''. Par suite, I" et I'' sont p-conjuguées.

Démonstration. {U,} étant un recouvrement de M aux sections
o,: U, - P,, posons

’ %
w, =%y o,0.

Soit hes: U,N Uz — H® un homéomorphisme tel que o5 = o,-h,; sur
U,NnUgz. Comme w est une forme de connexion, on a

O';Cl) =asdh;ﬂl’0':w+0haﬂ sur UaﬁUﬁ,
ou 6, s est la 1-forme canonique a valeurs dans L(H?). En outre

wy = L oa0 = (.?tpoa,dha—ﬁl)-o;w—{—.?(pﬁhaﬁ.

Rappelons que le groupe H? agit sur P, (voir (1.1)) et que Lp|Z(H)
= id (voir le lemme 4.2), d’olt ¢ (kg (2)) = k' (x). On a done

.7(poa;dh;ﬂl = a!dha—ﬁlo ,g(p, g(p'ehaﬂ = Bh'aﬁ’
et par conséquent

w; = (3dh;ﬂlo Fo)-onw+ Bhaﬁ = a,dh;ﬂl-w;—}— 6,,aﬂ.

Cette formule signifie que la famille {w,} définit une et une seule
connexion I'" sur P(M, @) telle que or 0w = w,, ol ' est la forme de I".
On vérifie immédiatement que la condition (6.1.*%) est satisfaite, ce qui
entraine aussi ’unicité de I".

PrOPOSITION 6.2. Soient Q(P, ¢)ensemble des espaces fibrés réduits de
P(M, @) avec le groupe structural H® et A(I', ¢) Uensemble des connexions
sur P(M, Q) ¢-conjuguées avec une connexion I' donnée sur P(M, Q). Alors
DVapplication

QP, ¢) = AL, ¢)

est surjective en vertu du lemme 6.1.

Remarque. Soient I'; et Iy deux connexions sur P(M,G) et w,
et w, leurs formes. Posons

(6.3) o =4}(o;+w) et 6 =1(0,—w,).
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La forme w définit une connexion I' sur P(M, @) et 6 est une 1-forme
tensorielle sur P & valeurs dans L(G). Il est facile de voir que la condition
nécessaire et suffisante pour que I'y et I', soient @-conjuguées, est que
la connexion I’ soit ¢-conjuguée avec elle-méme et que Lop-0 = —0 (si w
et 0 sont données, w, et w, sont définies par les formules w, = w+ 6 et
w, = w—10).

Cette remarque donne lieu & la conclusion suivante:

PROPOSITION 6.4. Soient O (P, ¢) Uensemble des couples de connexions
p-conjuguées sur P(M,G), SO(P, ¢) celui de connexions sur P(M,G)
p-conjuguées avec elles-mémes et F (P, ) celui des 1-formes tensorielles @
sur P a valeurs dans L(G) et telles que Lp-0 = —@O. Alors DPapplication

OP,¢) >80 (P, ¢)xX F(P, ¢)
définie par (6.3) est bijective.
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