ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
V (1960)

W. SZWARC (Wroclaw)

O PEWNYM MACIERZOWYM ZAGADNIENIU PERKALA

1.1. Wstep. W przypadku, gdy zespé! cech, ktérymi charakteryzu-
jemy badane przedmioty przyrodnicze, sklada sie tylko z dwéeh cech,
83 one w rozwazanej populacji czy prébie skorelowane dodatnio (nie
ujemnie) lub ujemnie. W drugim z tych przypadkéw wystarczy jedna
z cech pomnozyé przez —1, aby otrzymaé zespét cech skorelowanych
dodatnio. Ale jesli zesp6l cech liczy wiecej niz 2 cechy, sprawa sie kompli-
kuje. Przez zmiane znaku przy poszezegélnych cechach mozemy zmie-
nia¢ znaki korelacji mi¢dzy poszezegélnymi parami cech, ale moze gie
okazaé, ze zawsze niektére pary cech beds ujemnie skorelowane. J. Perkal
nazywsa zespél cech zgodnym, jedli suma wskaznikéw korelacji miedzy
wezystkimi parami cech tego zespotu nie moze byé powiekszona przez
zmiang znaku przy ktérej§ z cech. Zachodzi pytanie, jak pozmieniaé
znaki poszezegélnych cech, aby zespél stal si¢ zgodny. Praca niniejsza
odpowiada na to pytanie.

J. Perkal na jednym z posiedzen seminarium ze statystyki w 1958 r.
sformalizowal to zagadnienie nastepujaco:

Dana jest kwadratowa i symetryczna macierz {a;}, ¢,j = 1,2, ..., n,
gdzie a;; = a;, oraz ukilad n liczb e,&5,...,&, (& = +1 lub —1 dla
k=1,2,...,n). Mnozac wezystkie elementy k-tego wiersza i jedno-
czeénie k-tej kolumny maecierzy {a;} przez e otrzymamy macierz {by},
i,j = 1,2, ceey Ny gleG b,;,j = &;&Wy;.

Powstaje zagadnienie: Przy jakich e,,e¢,, ..., &, zachodzi

n n

1) D D) by =max(Y)¥

=1 f=1
() Istnieje zagadnienie dualne: Przy jakich e,,&,,...,&s zachodzi
2 2 bij = min?
i 7
Zagadnienie dualne sprowadza si¢ do pierwszego przez zamiane macierzy {a.,-,;} na

{—ay}.
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W pracy niniejszej podany bedzie warunek konieczny i dostateczny
na to, by macierz {b;;} spelniala (1), oraz metoda pozwalajaca wyznaczyé
taka macierz. .

2.1. Dla wygody rozpatrzmy zbiér elementéw znajdujascych sie po-
nizej gléwnej przekatnej macierzy {a;}, ktéry nazwiemy pdlmacierzq
A=layy i =2,...,m j=1,2,...,4—1.

Dwie pélmacierze A4 = o i B = - |bi; s identyczme, co wyrazamy
wzorem A = B, jezeli a; = by dla kazdej pary ¢, j. Wprowadzimy teraz
pojecie linii §; dla. 1 < ¢ < n. Element a,, pélmacierzy 4 = \ai, nalezy

do lindi 8;, gdy jeden z jego wskaznikéw jest réwny <. Symbol §; oznacza
jednoczednie nazwe linii oraz sume elementéw do niej nalezgcych:

(2) | Za”—}— Z“‘”’ i=1,2,...,n

8=1441

Jest rzecza oczywista, ze kazdy element a; pélmacierzy A nalezy
dokiadnie do dwéch linii, & mianowicie do §; i §;.

Wartosciq |A| péitmacierzy A = Iaw nazywaé bedziemy podWOJonq
sume wszystkich elementéw A. Speh:uona jest nastepujaca relacja:

&) 4] = D'8;.
t=1

Uwaga 1. Zachodzi réwnosé

n n n
a; = |41+ K, gdzie K = ) ay.
i=1 j=1 i=1

2.2. Operacja.

DEFINICJIA 1. Jefli a = (4;,%3,...,4,) jest ukladem » liczb naturalnych
i < m, to operacja a na polma,cwrzy A =lay, i,j =1,...,n nazywamy
pomnozenie przez —1 wszystkich elementéw kazdej z hm1 8;,. Wynik
tej operacji oznaczamy symbolem A,, a liczbe r nazywamy rzedem
operacji.

DEFINICIM 2. Tloczynem dwdch operacii a = (i1, gy ...,%) i f =
= (J1; Jay - -y Ji) na polmacierzy A nazywadé bedziemy operacje y = a*f =
= P(b1y+eeylpyf1y..-y i), gdzie P jest dowolny permutacjy liczb znajdu-
jaeych sie w nawiasie.

Podobnie definiuje si¢ iloczyn wigkszej ilofci operacji. OczywiScie

(4) (Au)ﬁ = -Aa»ﬁ = -Aﬂ~a = (Aﬁ)a'
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Zagadnienie Perkala jest réwnowazne z nastepujacym zagadnieniem :
Zmnalezé taky operacje a na pélmacierzy 4 = la,;,-, zeby |4, = max
ze wzgledu na wszystkie mozliwe operacje na A. '

2.3. Wlasnosci operacji. _
WeASNOSC 1. Niech dana bedzie pdtmacierz A oraz jednoelementowa
operacja (i), 1 < i < n. Wiedy

Ao = Aoy = 4.

Ogdinie: [A,), = Aua = A, gdzie a jest dowolng operacjg na A.
Zachodza takze oczywiste réwnosei:

(5) Apw = Aoy A@py = Aapy-

Wobee (5) bedziemy uwazaé operacje P(a) i a za jednakowe.
DrrFiNtcJA 3. Operacje f = (%, %2y ..., %) Na pOlmacierzy A nazy-
Wamy operacjq prosiq, jesi r <n i jesli z nieréwnofei s # i wynika
1y £ 4.
Korzystajac z wlasnoSei 1 oraz z (4) i (5) mozna kazdy operacje «
Da A sprowadzi¢ do takiej operacji prostej o’ na A, ze

A, = A,.

Rzad operacji prostej na A jest nie wiekszy od n.

DEFINICTA 4. Operacja zupetng na péimacierzy A nazywaé bedziemy
taka operacje prosta a, 76 a = P(1,2,...,n), gdzie P jest permutacjy
Wszystkich liczb w nawiasach. '

DEFINICIA 5. Dana jest péimacierz A oraz dowolna operacja prosta a
D& A. Dopelnieniem o nazywaé bedziemy taks operacje prosty a na A4,
Ze iloeczyn a-a jest operacja zupela, tzn. a'd =y = P(1,2,...,n).

Uwaga 2. Dopelnieniem operacji zupelnej bedzie operacja zerowa ay,
gdzie a, jest ukladem, do ktérego nie nalezy zadna liczba.

2.4. Niech a bedzie dowolng operacja prostg rzedu %k < n na pélma-
Cierzy 4 rzedu n. Latwo wykazaé, ze ilo§é m réznych co do znaku ele-
Mentéw pétmacierzy A i A, wynosi

(6) m = k(n—k).
WNIOSEK 1. Jeseli a jest operacja zerowq lub zupelng, to A, = A.

34. Podstawowe twierdzenia. Udowodnimy teraz nastepujacy
LEMAT 1. Dana jest pdtmacierz A oraz dowolne operacje proste a, f @ y
& A." Zachodzi réwnosé A, = Ag wiedy © tylko wiedy, gdy A, = A,.,.
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Koniecznosé warunku jest oczywista. Azeby wykazad dostatecznosé,
wystarczy na 4, i A;, dokonaé operacji y:

[44), = [Aﬁ-r]r;
[Aay]y = Aaw = Ayya = [-Aw]a. = Aa’
(dg]y = Agypy = A5 = [4,,]p = 4,

(patrz wilasnodé 1 i (5)), a wiee 4, = Ag. |
TWIERDZENIE 3.1.1. Dana jest pdtmacierz A, dowolna operacja prosta a

na A oraz jej dopetwienie . Zachodzi réwnoéé
A, =4,

Dowdd. W mysl definicji 5 i wniosku 1 mamy 4 = A, @ w mySl
wiasnofei 1 mamy A = A;;, wiee

A = Az, ezyli (4.); = (4;).

7 lematu 1 wynika natychmiast teza.
WNIOSEK 2. Istnigje 2" réimych operacji prostych na potmacierzy A.
Twierdzenie 3.1.1. pozwala nam ograniczyé sie do operacji prostych
rzedu 1 <r < §n dla »n parzystych, lub 1 <r < $+(n—1) dla = niepa-
rzystych. :
TWIERDZENIE 3.1.2. Jesli dana jest pdtmacierz A i na niej dowolna
operacia a = (iy, iy, ..., 4,) rzedu v, to spelniona jest nastepujaca réwnosé:

(7 |4, = |4]4-8W,
gdzie _
W= Sai T8,

eft>eta Uea
aay i 8, sq odpowiednio elementams i sumami linii potmacierzy A.

Dowéd. Podzielmy elementy pélmacierzy 4, i 4 na dwie grupy.
Do pierwszej grupy zaliczymy elementy linii 8,, gdzie uea, do drugisj
grupy za§ pozostale elementy. Jest oczywiste, ze odpowiednie elementy
4, i A zaliczone do drugiej grupy sa identyczne.

Rozbijamy elementy pierwszej grupy na dwie czeScl. Do czefci
pierwszej naleze¢ bedg elementy o wskazniku (s, 1), gdzie sea, tea i s >1.
Operacja mnozenia przez —1 zostala na wszystkich elementach czesoi
pierwszej nalezacych do A4, wykonana dwukrotnie. Elementy te beda
wiee réwne odpowiednim elementom z pétmacierzy 4. Do drugiej ezeSei
naleze¢ beda elementy o wskazniku (s, ), gdzie sea i ted lub sea itea,
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przy ¢zym s >t Niech X bedzie sumg elementéw A nalezgeych do drugiej
czesei:

t) X = Doyt D) tu.

Poniewaz operacja mnozenia przez —1 zostala wykonana na tych ele-
mentach jeden raz, suma elementéw pélmacierzy A, nalezgeych do dru-
giej czesei réwna sie —X. Réznica |4, —|4| wynosi wiec —4X.
Kazdy element a;; pélmacierzy A nalezy dokiladnie do dwdch linii,
& mianowicie do 8; i 8;. Azeby znalezé sume elementéw drugiej czesoi,
wystarezy od sumy linii 8, (uea) odjaé podwojona sume elementéw

czefel pierwszej. A wiec
X=)8,—2 ) aq,

uea 8,lca
a>t

Skad wynika teza.

WNIOSEK 3. Dana jest pdlmacierz A. Warunkiem koniecznym i dosta-
tecznym na to, by |A| = |4A,| dla kazdej operacji prostej a na A rzedu < %n,
Jest, zeby odpowiadajace tej operacjsi W bylo niedodatnie.

3.2. Postepowanie. Na mocy twierdzenia 3.1.2. na to, by rozwigzaé
zagadnienie, wystarezy sposréd wszystkich prostych operacji na pél-
macierzy A rzedu < }n znalezé taka operacje a, dla ktérej W jest naj-
wigksze, W przypadku, gdy najwieksze W jest niedodatnie, rozwig-
Zaniem jest operacja zerowa. Poniewaz trudno jest rozwazaé wszystkie
Operacje rzedu <j}n, wygodniej bedzie najpierw dokonaé na péima-
cierzy A kolejnych operacji rzedu 1 o dodatnim W. Mozna latwo wykazaé,
ze w ten sposéb powstanie pélmacierz A, (gdzie B jest iloczynem doko-
hanych operacji), dla ktérej sumy wszystkich linii sg nieujemne (ozna-
¢za to, ze wezystkie W odpowiadajace operacji rzedu 1 na A, sy niedo-
datnie). (Sposréd operacji tego samego rzedu o dodatnim W pierwszen-
8%wo ma operacja o najwigkszym W).

Na otrzymanej péimaecierzy A, dokonujemy operacji rzedu 2 o naj-
Wigkszym dodatnim W. W przypadku gdy najwieksze W jest ujemne, prze-
¢hodzimy do operacji o rzad wyzej. Po dokonaniu operacji rzedu k& > 2
0 dodatnim W otrzymujemy pélmacierz A4, gdzie [4,] > |44 > |4].
Nastepnie powtarzamy postepowanie od poczatku traktujac |4,| tak samo,
jak na poczgtku pélmacierz wyjSciowa A.

Postepowanie zostaje zakonezone, gdy otrzymamy ’sa.kad polmacierz
4,, 70 dla kazdej operacji a rzedu <in (wzglednie }(n—1)) na A, odpo-
Wiednie W tej maocierzy 83 < 0. Operacja y na A jest wtedy rozwigzaniem.
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PRZYKEAD 1.

5|-5 2-—1]

4| 2|-3]|-2 -—sf
—1| 3| 4|—a 5| 1‘
4 4 9 -6 2 -3 10

Pod A wypisujemy sumy odpowiednich linii: 8; = 4, 8, = 4, §; =9,
8;=—6, 8 =2, 8 = —38, 8, =10..

Operacja rzegdu pierwszego o najwiekszym W jest (4), dla ktérej
W =0—4-(—6) = 3. Mnozge wszystkie elementy linii S, przez —1
otrzymujemy pélmacierz Ag,:

3|-2]-1

s|~5| 2| 1 -

4| 2|-8| 2|-s| -

1] 8] 4] sf 6] 1] -

10 0 7 6 4

Wszystkie operacje rzedu 1 majs odpowiednie W niedodatnie. Dwie
operacje rzedu 2 maja dodatnie W. Dla (2,3) odpowiednie W wynosi
4—3(04+7) =}, dla (2,6) zaé 2—3}(0+1) = 1}. Wykonujemy wiee
na A4 operacje (2,6). Powstanie w ten sposéb pélmacierz

-
1 -

1
2
~a| 2] 8|-2] 5| -
4
5

2

G | | B

Ao =1

-1[(-3

| o]
6 24 3 8

6 4

Latwo sprawdzié, ze kazda z operacji rzedu 1, 2,3 na pélmacierzy

A a6 = Ag,s6 Mma odpowiednie W niedodatnie. Operacja (2,4,6) na 4
jest wiee rozwigzaniem. _

PRZYRZAD 2. Dana jest pélmacierz 4 = |ay, §=2,...,m, j =

=1,2,...,i—1, gdzie ay = —1 dla kazdego ¢ i j?pelnia.j@cego powyzsze
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warunki. Rozwigzaniem bedzie oczywiscie kazda operacja prosta rzedu
$n (wzglednie }(n—1) dla = nieparzystego).

PRZYKEAD 3. Antropologowie charakteryzuja glowy ludzi zywych
8 nastepujacymi cechami: 1. dlugosé glowy, 2. szerokosé glowy, 3. szero-
ko§é twarzy, 4. dtugosé twarzy, 5. dtugosé nosa, 6. szeroko$é nosa, 7. barwa
oczu, 8. barwa wloséw. Oto pélmacierz korelacji 4 miedzy tymi cechami
da préby 8 cech glowy 5416 mezezyzn (1):

0,283 |
0,265 | 0,410
0,192 0,143 | 0,196 |
0,118 | 0,102 0.129| 0,413

0,196 0,109; 0,180 | 0.057 0,095]

0023 0,013 0,009] 0,017 0,000 | 0,001! :
—0,020 | 0,020 -o,oos]—o,ooz'—o,om ]—o,oz7| o.3sz| *

Latwo sprawdzié, ze dla dowolnej operacji « mamy [A| > |4,
Znaeczy to, ze operacja zerowa jest rozwigzaniem. Okazuje sie wiee, ze
zespll 8 cech antropologicznyeh jest zgodny.

KATEDRA MATEMATYKI POLITECHNIKI WROCLAWSKIREJ

Praca wplynela 28. 9. 1959

W, SZWARC (Wroctaw) _
O PEWNYM MACIERZOWY M ZAGADNIENIU PERKALA

STRESZCZENIRE

J. Perkal postawil w 1958 r. nastgpujace zagadnienie:

Dana jest macierz {ai}, i,j = 1,2,...,n, gdzie ay = aj;, oraz uklad = liczb
&158g, s ep (e =11ub —1 dla k =1, 2,..., n). Mnozac wszystkie elementy %k-tego
Wiersza i jednoczeénie k-tej kolumny macierzy {aij} przez e otrzymamy macierz {bi;},

,i=1,2,...,m, gdzie by = e;¢7a;7. Powstaje zagadnienie: przy jakich &;,8;,...,6p
Zachodzi
n n
) D ) bij = max?
_ : i=14=1
\————n‘_—

(*) Material zaczerpniety z pracy: M. Krauzei W. Lozinska, Korelacje obszarowe
"é_m‘i'w cech antropologicznych, Przeglad Antropologiezny, 23. 2 (1957), str. 446-454.
Liczby sa zackraglone do trzeciego miejsea po praecinku.
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Rozwigzanie tego zagadnienia pozwala odpowiedzieé na wazne w przyrodozna-
wstwie pytanie, czy jaki§ zesp6l eech badanych przedmiotéw przyrodniczyoh jest
zgodny. Zespll cech nazywamy zgodnym, jefli suma wskaZnikéw korelacji miedzy
wszystkimi parami cech nie moze byé powiekszona przez zmiane znaku przy ktérejs
% cech.

W pracy podaje sie postepowanie, ktére pozwala otrzymaé macierz {b,-;] spehia-
jaca (1). Opiera sig ono gléwnie na dwbéch nastepujacych twierdzeniach.

Dana jest symetryezna macierz {a,,-j} rzedu nXn. Niech a = (iy, ig, ..., %)
bedzie ukladem r<{n réinych liczb calkowitych z przedzialu domknigtego [1, n].
Pomnézmy wazystkie elementy wu-tego wiersza i w-tej kolumny macierzy {a,,;}
przez —1 dla kazdego wea. Otrzymamy wtedy macierz {aiy}, = {a}j}. Zachodza dwa
twmrdzema

L. 2 le“if"“ Z' 2 e desl LU L
i=1 i=1 ...
u—1

W Zast—é Z‘Sus a Su'— Zauf"}' 2 Ggy «
8, te;z uea 8=nu+1
8> .

2. Warunkiem komecznym. i dostatecznym na to, by |

=)

i=17

S

.||_
v-a.

DM
?Ms

i

I
d

jest, by dla kaidego a o lieznodci << n (#(n— 1) dla » nieparzystych) odpowiednie W
bylo << 0. ' ‘

B. MIBAPI (Bpoaas)
O HEKOTOPOW MATPHYHOM ITPOBJEME II5PKAJIA

PE3IOME

IIpodeccop I0. IIaprans mocrasmn B 1958 r. crepyomyo mpobuemy:

Mana marpuna {ay}, i, 7= 1,2, ..., n, PRE aij = aj;, K CHCTEMA THCOIL &y, 6y, .-, &n
(e¢ = lmmm —1 gua k =1, 2,..., n). YMHOKHB BCe DIEMEHTH k-TO¥ CTPORK K OHO-
BpeMeHHo k-ro crombma marpumst {ay} mHa sx, momydmm marpuny {by}, ¢, =1,2,
ot TEe by = eigaij.

BoBHHKAeT BONPOC: XPH KAKUX &g, &, ..., &y BEPHO COOTHONIEHME
n n
(1) 2 2 by = max.
i=17=1

B macrommeit paGore mpmBommrTca Heo6XOZMMOE ¥ JOCTATOUHOE YCIOBME TOrO,
uT00OH BHIOONHANOCH CoOTHOImMEHWe (1), MAGTCA NPAKTHISCKHE MeTOX NOCTPOSHM S
MATPHIH {bij} B pPaccMaTPUBAOTCH JIECHOJbKO HPUMEPOB.
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W. BZWARCQC (Wroctaw)
ON A MATRIX PROBLEM OF PERKAL

SUMMARY

Professor J. Perkal posed in 1958 the following problem: we are given a matrix
{ai}, 4,5=1,2,...,n, where @y = aj; and a system of numbers €13 8gy nensEn
(ex = +1 or —~1 for ¥ =1, 2, ..., n). Multiplying all the elements of the k-th line
and at the same time of the %k-th column of the matrix {ai;} by &r we obtain a matrix

{bis}, 4,7 = 1,2, ..., n, where by = e;¢;a;;. 'The problem arises for which &, &, ..., &
we have
n (]
(1) 2 2 by = max,
t=1 =1

The present paper contains the necessary and sufficient condiftion for a matrix
{bij} to satisfy (1) and a method permitiing the determination of such a matrix.



