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Sur Pallure asymptotique des solutions
d’une équation différentielle a parametre retardé

par Z. MIKOEAJSKA (Krakow)

Dans la présente note nous allons démontrer un théoréme sur
I’évaluation des solutions de 1’équation

(1) 7 (t) = Ft, o(1), a(t—4 (1))
par les solutions des équations différentielles sans retard
(2) ' =F(t,z,u?),

ou la fonction u(t) est convenablement choisie. L’application des théo-
remes 1 et 2 (sur l’évaluation) permet d’obtenir certaines informations
sur la croissance ou la stabilité des solutions de 1’éguation (1). Il est
facile de vérifier que la méthode basée sur le théoréme 1 peut aussi étre
appliquée dans plusieurs autres problémes concernant I’allure des solu-
tions de 1’équation (1).

§ 1. Envisageons une édquation différentielle & paramétre retardé
(1.1) z(t) =F(t, 2(t), 2(t—4()),

ot les fonctions F(t,z,y) et A(t) satisfont aux hypothéses suivantes:

HYPOTHESES A. A,. La fonction yw(t) = t—A(t) est continue et crois-
sante pour t >0, A(t) >0 pour t > 0;

A;. p(t) =0 pour t suffisamment grand.
HyprorHBSES B: La fonction F(t,x,y) est de classe C?,

(1.2) Fyt,z,y)>0 powr >0, z,y quelconques,
(1.3) lim F(t,z,y) = —oo, lim P(t,»,y) = +oo0,
Yy—>— Yy—>+0oo

1.v y[F@,z,y)F(t,y,y)+F(, 2, 9)] <0 pour O0<ua/y<1,

(1.5, yF(t,z,y) <0 pour O<azly<l.
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Introduisons les notations suivantes:
1° y est un nombre non négatif tel que

y—4(y) =0, =0,
20 g(t, z,y) est une fonction de classe C? telle que,
(16) F(t,z,g9(t,z,u)=u pour ¢>0,z,u quelconque.

(L’existence d’une telle fonction ¢(f, #, u) résulte des hypotheses (1.2)
et (1.3)).

THEOREME 1. Sous les hypothéses A et B il ewiste pour chaque fone-
tion @(t) continue dans UDintervalle 0 <t <<y wun couple de fonctions
{a1(1), oo(t)} (de classe C) tel que les solutions yi(t) des équations

d .
(1.75) d—y{; =F(t,y1, 04(t)) pouwr i=1,2,

pour lesquelles

(1.8) %1(0) = @(t) = 9:(0)  pour O0<I<y
satisfont a Dinégalité

(1.9) yo(t) > x2(t) > ya(t), pour 0<Li< 400,
ot x(t) est la solution de Dégquation (1.1) avec la condition
(1.10) z{t—A@) =) pour 0<t<y.

Le couple de fonctions {o,(l), ox(t)} en question peut étre défini par
les relations suivantes:

(1.11) ai(t) =g, @, 1), ) =1,2, 0 <l < 400,
ot
(1.12) @ =max lp(t)], @ =-—m,

o<i<y

ry étant un nombre positif tel que

(1.13) g0, 2y, 7)) >2, 1r,>0
et v, un nombre négatif tel que

(1.14) ‘ g(0, @y 1) <@y, 1,>0.

§ 2. Démonstration. La fonction x(t) étant une solution de I’équa-
tion (1), on a .

(2.1) @(t) = Ft, 2(t), a(t—4(1)),
d’ou en vertu de (1.10) on obtient dans D’intervalle [0, y]

@'(t) =F(t, (), p(t)) pour 0<LI<y.
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En vertu de (1.2) la fonction F'(f,x,y) est strictement croissante par
rapport a y et par suite il suffit (pour obtenir ’inégalité (1.9) dans D’in-
tervalle [0, ¢]) de prouver que

(2.2) a(t) >z, Z@(l) =2, > 0y(f) pour 0<Ii<<y.
On a
(2.3) a3(0) = ¢g*(0, mi, 10) > a7,

et, par conséquent, il suffit de prouver que oj(t) est croissante. Envi-
sageons donc la dérivée de of(f)

d ,
Eio?(t) = 20;(t) 0:(t) = 20:(t) glt, @i, 7i) .

En vertu de (1.6) on a
_Fl(t7 Ziy G (b, @iy 'r‘i))
Fylt, @, g(t, 2, 73)

gu(t, @iy 1:) =

d’ou en vertu de (1.11) on obtient

1_. . ioz( _ —O’-,;(t)Ft(t, Ty O'i(t))
2 @ T Byt @, gt @1 ot))

De I’hypothése (1.2) et (1.5) il résulte que

(2.4) d oit) >0 pour chaque t >0 tel que 0 < L <1,
dt oi(t)

d’oi1 en vertu de (2.3) on déduit que ¢j(t) est croissante pour ¢ > 0 et par
suite on obtient ’inégalité

(2.5) oit) > a5 pour >0,

et 1'inégalité (2.2) et (1.9) dans Dintervalle [0, y]. La croissance de o3(t)
n’est pas suffisante pour 1’inégalité (1.9) dans un intervalle plus large
que [0, y]. Supposons que les inégalités (1.9) sont satisfaites dans un
intervalle [0, a) ot @ > y; 4(a) étant non négatif on obtient pour ¢ =a
(2.6) Fla,x(a), y:(a—4(a))) < &'(a)

= F(e, #(a), (a—A4(a))) < F(a, 2(a), ¥, (a—A4(a)))

o3(t) étant croissante dans tout l’intervalle tO, oo) il suffit de prouver
que Y,(t) < a,(t) et oo(t) < ¥,(f) pour 0 <1, c’est-a-dire que

(2.7) g‘8<1 pour t>0,4i=1,2.
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En vertu de (1.8), (1.12), et (1.14) l'inégalité est satisfaite pour ¢t =0
o) w0 _

=1.
0;(0) g0, xi, 7))
Envisageons la fonetion V;(t, y):
. .
V'l(t7 y) - O'@‘(t) .
On a
(2.9) V{0, y40)) = y' 0) <1.

Nous allons calculer la dérivée compléte de la fonction V(t,y) ainsi
définie par rapport & I’équation (1.7;), c’est-a-dire le long des intégrales
de I’équation (1.7;)

Fit, z:, 0i(t))

Fyt, z:, o(t))

F(t,y o)ty

d y' 0 —y ai(t)
— [Vt ap = =
di [ ( ’ y](l 7 O'? Of(t)

1 ,
" EOF, b, a5y o) 0T ¥ el Fully 00 oilt) +y Rl m o)

en chaque point (¢,y) ou ¥ = g4(t) on a done ]
d 1
E[Vi(h y](l-'?j) = m oi(t) {F(t, Oiy O'i)Fy(t, Xy, o) —|—F¢(t, X, O’i)} y

d’ol, en vertu de (1.2), (1.4) et (2.5), on obtient 1’inégalité

d
Vit 9lagy <0,
en tout point (¢,y) tel que y = o4(t). En vertu de (2.9) on a done
Vilt, yi(t)) <Vi(0, 9:(0)) <1 pour t>0,i=1,2

et par suite on a (2.7), d’ou en vertu de (2.6) on obtient (1.9) pour
0<<t< +oo.

§ 3. Remarque 1. De la démonstration du théoréme 1 il est évi-
dent qu’il suffit de supposer I’existence d’une constante positive R telle
que (1.4) et (1.5) sont satisfaites pour |y| > R.

Remarque 2. On vérifie facilement que sans 1’hypothése A, on
obtient pour chaque ¢ borné un résultat analogue & théoréme 1. Dans le
cas ou il n’existe pas de y > 0 fini tel que y —4(y) = 0, toute la démon-

stration se réduit 4 la premiére partie de la démonstration donnée au § 2,
c’est-d-dire on a toujours

Pt a(t), 2(t—A@)) = F(t, 2(t), (1)) pour 0<t< +oo.
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§ 4. THEOREME 2. Désignons par zi(t, z) les fonctions suivantes:
(4.1) z(t, o) =F(t,z,0(t), i=1,2,1>0.

Les hypothéses A et B étant admises, les fonctions ainst définies salisfont
aux conditions

(4.2) a(t, 2) = F(t,x, g{t, @, 2(t, @))), $=1,2,
(4.3) z,(t, (17,') =7 pour t> 0, § = 1, 2.

Démonstration. L’identité (4.2) et (4.3) résulte immédiatement de
la définition (4.1), (1.11) et (1.6). Le théoréme 2 est ainsi démontré.

De la relation (4.1), (4.2) et (4.11) il vient que o¢(t) = g(t, z, 2¢(t, 2))
et par suite la fonction g¢(t, =, (1, z)) ne depend pas de la variable z.

§ 5. Application des théorémes 1 et 2. Dans la suite nous
allons montrer quelques applications des théorémes 1 et 2 dans le cas
ou on a donné quelques évaluations spéciales de la dérivée F.(¢, z, y).
Introduisons les hypothéses suivantes:

HyPOoTHESES D. Il existe deux fonclions p(u) et q(u) continues tel-
les que

(6.1) p(F(t,,9) <Flt,z,y) <q(F@,@,y) powr 0<aly<1.
Désignons par U(x; o, 2,) la solution de 1’équation

(5.2) U" =q(U)

telle que

U (; @y %) = %o
c'est-a-dire de 1’équation

Ux;zo.20)

(5.3) T

(D-a’o .

D’une fagon analogue désignons par v(z; x,, %) la solution de I’équation

(5.4) v =p(v)
telle que
V(@g; Ty, %) = 2o

c’est-a-dire la solution de 1’équation
v(z;Z0,20)
pG)
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(5.5) T—x,.
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Posons par définition

(5.6) f{@; @y, 20) = {
et

(5.7) fol@; @ry 29) = {

U(x; @y, 2) pour x>,
v(®; Doy 2p) pour x <z,
v(Z; Ty 2o) pour x>,
U(zy @y, 20) pour z <az,.
THEOREME 3. Dans les hypothéses A, B et D la solution de Véqua-
tion (1) x(t) peut étre évaluée par les solutions wq(t) des équations
w2=fi('wii Liy Ti), i=112,
wi(0) = y:(0), i=1,2.
Démonstration. En vertu du théoréme 1 on a
Ya(l) < ax(t) <yy(t) pour ¢>0.
Du théoréme 2 résulte que les fonctions y¢(t) satisfont aux équations

(5.8)

?/;':zi(t’?/i)r 1=1,2

ol les fonctions 2:(t, y) sont des solutions de ’équation (4.2) avec la con-
dition (4.3); en vertu de (5.1) on obtient de la

%z;(t, ) = F.(t, @, g(t, @, 2t, w))) < q(F(t, z, g(t, =, y,2(, a;))))
=q(x(t, ), i=1,2.

D’une fagon analogue on obtient

7
%zi(ta x) > P (zi(t; m))
et par suite

2(t, ) < fi(w; @y, 7)) pour tout z tel que f, est défini,
et
25(t, @) > fo(w; @y, 7,) pour tout z tel que f, est défini,

d’olt en vertu de (5.5) on obtient
Wy(?) < Yu(?) < (1) < Yo(?) < ws(2) .

§ 6. Remarque. Il est évident que dans le théoréeme 3 on peut
remplacer 'inégalité (5.1) par une inégalité de la forme

(6.1) hiz, F(t,z,y)) <Ft,x,y) < Hz, F(t, z,y))

et les équations (5.2) et (5.4) respectivement par les équations
(6.2) U'=H(=z, U),

(6.3) v = h(z, ).

Les inégalités obtenues sont valables dans tout intervalle dans lequel
les fonections wi(?) sont définies.
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§ 7. Applications des théorémes 1, 2 et 3 a 1I’étude de
Pallure asymptotique des solutions de 1’équation (1). En vertu
du théoréme 1 la connaissance de D’allure des intégrales de 1’équa-
tion (1.7;) pour o,(t) > ¥ > 0,(t), t >0 permet d’obtenir certaines
informations sur l’allure des intégrales de 1’équation (1), lorsque ?-—oo.

Par exemple: Soit a(f) > 0 pour £ > 0. Alors:
1) Supposons que y;(f) = O(a(t)). De l’inégalité (1.9) on obtient

z(l) = O(a(t)) .
2) Supposons que yqt) = o(a(t)). En vertu de (1.9) on a
z(t) = ofa(t)).

3) Supposons qu’il existe une suite {t,}, 1, > 0, f, >+ oo telle que

Yi(t) =0
et une suite {Z',,,}, t, >0, 1, >oc0 telle que
Yao(ls) = 0.

En vertu de (1.9) on vérifie facilement qu’il existe une suite {r,}, 7, > 0,
7p >o00 telle que
.’D(Tv) = 0 .

4) Supposons que la fonction y = 0 soit une solution stable au sens
de Liapunov ([1]) pour les équations (1.7;) pour une certaine fonction
{oy(t), 05(1)} avee @ = &s, 7¢ = ¥¢. En s’appuyant sur le théoréme 1 on
vérifie que y = 0 est une solution stable aussi pour 1’équation (1).

En vertu des théorémes 2 et 3 il suffit de choisir convenablement
les fonctions p(u) et q(u#) pour obtenir 1), 2), 3) ou 4).
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