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Sur une classe de fonctions univalentes

par Cz. BuckA et K. Crozpa (Lublin)

Résumé. Dans le travail on étudie la classe 8% des fonctions f(2) holomorphes
dans Io cercle unité K, et satisfaisant aux conditions:

(=)
1)

f(O) =0, fl(o) =1 et = [(l—a)pi’(z)_'_a],

ol p(e)eP, 0L a1, 0yl

Pour y = 1 ot @ = 0 on obtient la classe S8*, pour y = 1 et ael0, 1) —la classe
8% enfin pour a = 0 et y¢(0, 1) la classe S, [3].

Dans la classe S? on donne la formule structurelle, on détermine le domaine
2f'(s)
f(=)
inférieure des modules de la fonetion et de la dérivée. On détermine aussi la fonction
extrémale et on trouve les limitations do a, et a, dans cette classe. Ces rdsultats sont
contenus respectivement dans les théorémes 1, 2, 3, 4, 5. Les limitations obtenues
sont exactes.

do variation de la fonctionnelle

et on trouve les limitations supérienre et

1. Notations. Désignons par S la classe des fonetions f(2) de la forme
(1.1) f(2) = 24+ 2" + a,2° ..

réguliéres et univalentes dans le cercle K,, ou K, = {#: |2| <r}. Soit
S*c 8 1a classe des fonctions étoilées par rapport & l'origine, ¢’est-a-dire
satisfaisant & la condition

(1.2) ;(i)z >0 pour zelX,.

Par S, = 8§ nous désignerons la classe des fonctions f(z) de la forme (1.1)
qui satisfont & la condition

2f'(2
f(z)

Cette classe a été étudiée par D. A, Brannan et W. E. Kirwan [1], ainsi
que par J. Stankiewicz [3].

-
<a 1—, zeK;, 0 <a<l.

(1.3) ‘a, g
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Désignons encore par S = S la classe des fonctions a-étoilées, c’est-
-a-dire satisfaisant & la condition

2f'(2)
f(#)

Soit P la classe des fonctions p(2) = 1+ p;2+p,2% +... réguliéres dans K,
et satisfaisant & la condition

(1.4) Re >a, 2eH,,0<a<x].

(1.5) Rep(z) >0 pour =zeK,.

Désignons enfin par S, la classe des fonctions f(z) =2+ a,2%+...
éguliéres dans K, ot satisfaisant & la condition

2f'(2) 142
@ a-a32

Cotte classe a été étudiée par A. Wesotowski [4].

2. La classe §7. Dans les définitions des classes S, 8., Sfp on
zf'(2)
f(z)
contenant le point w = 1 et contenu dans le demi-plan droit. Considérons
done la classe 87 des fonctions f(2) = z+-a,2:+... telles  que I’expression
zf'(2)
f(@)

(1.6)

28/
+a] , 0<a<l, 0B /2 2eK,.

demande que l’expression soit dans un domaine univalent

soit dans le domaine F(XK,), ou

F2) = [(1—.1) (i+z)y+a] P

L—2

est une fonction univalente dans K, et telle que 0 a< 1, 0 <y<]1,
zeK,. Le domaine I'(K,) est un angle symétrique par rapport a 1’axe
réel, de sommet « et d’ouverture y =, Cette définition de la classe S? semble
plus naturelle que celle de la classe S, 5 et son étude présente un certain
intérét, car dans les cas limites cette classe se confond avec les classes
étudiées jusqu’a présent par différents autewrs. On a, en effet:

S: = Sy?
Si = S:;
St = &%,

3. Limitations de quelques fonctionnelles dans la classe S?.

THEOREME 1. La fonction f(z) appartient & lo classe S si et seulement
8l existe une fonction p(z) de la classe P telle que

1—0a

[p7(2) —1]dz.

Z

(3.1) f(e) = zexp [
0
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Démonstration. En effet, la définition de la classe SZ implique
directement que f(2)eS? si et seulement §'il existe une fonction p(2)eP
telle que

2f'(s)
@) = (1—0a)p"(2)+a.
De 14 on tire
Fio) 1 1
o) 2 ;[(1—0)117(3)'1'““1];
nf® f (- a)p"() + a~11d,

f(z) = zexp {f%(l—-a) [»?(2) ——l]dz}.

La formule -(3.1) sera appelée formule structurelle de la classe S%.
TutordME 2. Dans la classe S, pour tout z fixé, 2] =r, r<1, le

domaine de variation de Uexpression z;: (S) est un domaine fermé, conveze,
limité par la courbe:
1 0y
(3.2) w=(1—a) (—ir—eﬁ-) +a, o —mL i< .
1—v7e
Démonstration. Cela résulte directement du fait que
2f'(2)
=a+(1—a)p’(2)
f(2)
et que le domaine de variation de p(2), [¢2| = 7, est I'image du cercle |2| < 7
142

dans la transformation w = 1 y |2l =1,

Les considérations précédentes meénent ainsi aux limitations exactes
suivantes:

(3.3) (14)?(1 —a)<

147 f(2) 1—vr

2f' (=) _a‘<(1'+r)" i),

(3.4) (1_:)y(l—a)+a<Re

2f'(2) < (1+r
1+ -

f(2) 1—r

Dans les cas limites on en tire les limitations connues dans les classes
des fonctions correspondantes.

)y(l—a) + a.
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THEORBME 3. Pour les fonctions f(2)e8%, |¢| =r <1, on a la limi-

tation exacte:
r
o l—eaf{l—7r\ 141 )
(3.5) 1e-xp6{ - [(1+'r) 1] f(z)@rexpf [( _1) l]do,

(3.6) [(1—:)y(l—a)+a]exp6f 1;“ [(1;;)?—1] dr < 1 (2)|
< [(ii:)y (l—a)—l-a] expfflza [(Jl'i:)y—l] dr.

La fonction extrémale est la fonction donmée par la formule

“1—af[/1 14
(3.7) () =ze.xpf 1z [(13) —1] dz.

Démonstration. En dérivant et en multipliant par » les deux
membres de I’égalité

In —— "1 ‘ /() ’ +1Ja.rgj(z—z)-
on obtient
2f'(2) 0 Afe| .0 f(2) ‘ o
f(2) =% ln’ . | TG e ou 2 =76
done ] 2f'(2) Ciarln f(2)
f(#) ar 2

En profitant de (3.4) on trouve

1—r\" X 147\
R

Divisant les deux membres par 7 et intégrant de 0 & r on obtient les iné-
ga,htés (3.5). La seconde partie du théoréeme résulte dlrectement de (3. 3)
% (3.5).
Dans le cas ou a =0, ye(0,1> on obtient les limitations connues
dans la classe S, [3]:

7exp ‘ofrl [(ij—r)’_lldr}< |f(2)] reXP{qu [(1i:) -1]dr},
(i;:)?up U %[(i;:)—l]dv}s If’(.z)l |
<t [ o)

f(=)

?
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Si a =0, y =1, les limitations (3.5) et (3.6) fournissent les limitations
connues dans la classe S:

' r l1—vr 147

(1+1)2 < If (1—1‘)2; (l-l-‘)’3 = |f )l = —_( -—1‘)3 .
Enfin, dans le cas olt y =1 on en tire les limitations dans la classe S::
r ‘ 7 T r
e SVels g gryes sV@ls Ao -

THEOREME 4. St f(2) =2+ a2+ 0,2 +...e8%, on a
a,] < 2p(1—a).
La fonction extrémale est la fonction donnée par la formule (3.7).

Démonstration. Soit p(2) = 1+ 9,2+ pe22+...eP. De la formule
(3.1) on tire

2f"(2)
f(@)

F7(0) =2(1—a)y[p(0)1~"p'(0).
Comme a, =f""(0)/2, p(0) =1 et p'(0) =p;, on a ay = (1—a)yp;.
Puisque |p,| < 2, il s’ensuit
|a] < 2y(1—a).
Pour la fonetion (3.7) p(2) = (1+2)/(1 —=2) et p, = 2, la limitation de |a,]
est done exacte, c.q.f.d.

Par un raisonnement a.na.logue au précédent on tire de la formule
structurelle

= (L—a)[p(2)]" +a;
d’ou

(1—a)y
4
THEOREME 5. 8t f(2) = 2+ a,22+a,2° +...¢8%, on a la Umitation

exacte: '

ay = {(3y — 2ya—1)p7 +2p,}.

(2) gl < (1—a)(3—2a)y®  pour - <p<l,
3—2a
1
(b) lasl < (1—a)y pour 0<y< T

Les fonctions extrémales sont dans les cas (a) et (b) respectivement les fonc-

tions: . i
fi(2) =zexp{f 1;“ _(ii:)?—l]dz};

f2(2) =zc-xp{f 1;“ L(ifi:)y—l]dz}

0
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Démonstration. Dans le cas ol l’expression (3y—2ya—1) est
positive, c’est-a-dire si 1/(3 —2a) < y < 1, la limitation (a) résulte directe-
ment de I'expression obtenue pour a, en profitant de P'inégalité |p,| < 2.

Si, au contraire, 'expression (3y —2ya—1) est négative, c’est-a-dire
81 0 <y < 1/(3—2a), la limitation (b) s’obtient comme il suit: si w(z)
= w,2+wy2%+... est une fonction réguliere dans K, et satisfaisant aux
hypothéses du lemme de Schwarz, on sait qu’il existe une fonction p(2)
=1+4p,2+p,2*+..., de partie réelle positive, telle que

I

| p(z)—1
w(z) = ———,
) p(2)+1
Par un simple calcul on trouve: p, = 2w,, P, = 2(w}+w,). Le coeffi-

cient a, s’exprime donc sous la forme:
l—a o
las] = (—4—)?- |(8y — 2ya—1) dwi+ 4 (w]+ w,)|
= (L—a)y[(3y —2ya—1)w]+w] + w,|
= (1—a)ylw,+ (1 43y —2ya—1)w;|
= (1—a)ylws+ (3y — 2ya)wil,
ol 3y —2ya > 0.
En profitant de l'inégalité connue [2]:
|w,| < 1 — [w,|?
on obtient
[we - (8y — 2ya)wil < lwg| 4 (8y —2ya)| [w,|®
< 1— (w4 (3y — 2ya) jw, [*
< 1—(1—3y+2ya)|w,|®
Mais (1—3y+42ya) <1, done |w,+4 (3y—2ya)w} <1, d'ol
lasl < (1—a)y.
Dans les cas limites on obtient: dans la classe 8*: |ay| < 3, dans la classe
Sy: [ag] <y pour 0 <y < % ot |ag] < 3y pour } <y <1, enfin dans la
classe Si: [ay] < (1—a)(3 —2a).
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