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I. Einleitung

Die vorliegende Untersuchung beschiftigt sich mit gruppentheore-
tischen Eigenschaften, und zwar kénnen wir die von uns angegangenen
Probleme systematisch folgendermaflen zusammenfassen. Einmal suchen
wir nach Kriterien dafiir, daf} eine solche Klasse entweder die triviale {,
die nur aus der 1 besteht, oder die universelle Klasse u aller Gruppen ist.
Zweitens wollen wir Kriterien dafiir angeben, daBl alle Gruppen einer
Klasse eine Normalkette spezieller Art besitzen, deren Linge fiir die ganze
Klasse beschriankt ist. Drittens wollen wir die Kriterien der zweiten Art
benutzen, um solche der ersten Art zu gewinnen.

Wir geben einige typische Beispiele unserer Resultate.

Die folgenden Eigenschaften der Gruppenklasse T sind dquivalent:
(1) =1 oder f =u.

(a) Untergruppen von ¥-Gruppen sind I-Gruppen.
(2) (b) Kartesische Produkte von ¥-Gruppen sind ¥-Gruppen.
(e) Produkte von zwei ¥-Normalteilern sind wieder ¥-Normalteiler.

(a) Jede Gruppe @, die eine Menge M wvon Normalteilern mit

MM =1 und G|Met fir alle M <IN besitzt, gehort zu ¥, d. h.
P

(3) t ist residuell.
(b) Epimorphe Bilder von ¥-Gruppen sind ¥-Gruppen.
(¢) Produkte von zwei ¥- Normalteilern sind wieder ¥- Normalteiler.

(1) (a) Faktoren von ¥-Gruppen sind t-Gruppen.
(b) Freie Produkte von ¥-Gruppen sind wieder ¥-Gruppen.

[(a,) Untergruppen von t-Gruppen sind ¥-Gruppen.
(5) (b) Produkte von zwei -Normalteilern sind wieder ¥- Normalieiler.
(¢) Freie Produkte von ¥-Gruppen sind wieder ¥-Gruppen.

(a) Epimorphe Bilder von ¥-Gruppen sind ¥-Gruppen.
(6) (b) T 28t residuell abgeschlossen.
(¢) Freie Produkte von ¥-Gruppen sind wieder ¥-Gruppen.

Die Eigenschaften ¢, a, ¥ mogen den Jfolgenden Bedingungen geniigen:

(A)  Jedes epimorphe Bild H # 1 einer ¥-Gruppe besilze einen e-Normal-
teiler # 1, in dem H eine a-Gruppe von Automorphismen induziert,
(d. h. ¥-Gruppen sind Hyper-¢*-Gruppen).
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(B)  Vererbe sich a auf Faktoren und e auf Untergruppen.
(C) T sei kartesisch abgeschlossen.

Dann sind die folgenden vier Eigenschaften von a, e, T dquivalent:

(1) Es gibt eine Kardinalzahl R derart, daf alle a-Gruppen eine Michtig-
keit < R haben.

(2) Es gibt eine Kardinalzahl R derart, daf alle ¢-Gruppen eine Mdchtig-
keit < R haben.

(3) a st die triviale Gruppenklasse t.

(4) Es gibt eine natiirliche Zahl n derart, daf olle I-Gruppen nilpotent
der Klasse n sind.

Unter geeigneten Voraussetzungen iiber a, ¢, f konnen wir auch
allgemeiner die Existenz einer positiven, ganzen Zahl n derart zeigen,
daB jede f-Gruppe Normalteiler N (¢) mit folgenden Eigenschaften be-
sitzt:

1=N0)cs...cs Nl cN(iE+l) ... e Nn)=46@.

N(2+1)/N(v) ist eine e-Gruppe, in der G/N (i) eine a-Gruppe von Auto-
morphismen induziert, (d.h. G besitzt eine e¢°-Reihe der Léinge n).

Um nun diese Kriterien der zweiten Art zur Gewinnung von Kri-
terien der ersten Art nutzbar zu machen, miissen wir erreichen, dal es
I-Gruppen mit Normalteilerketten unbeschrinkt groBer Lénge gibt.
Hier beweisen wir zum Beispiel:

Ist e +# 1t faktoren- und a epimorphismenvererblich und t eine Gruppen-
klasse mit- folgenden Higenschaften:

(1) Alle t-Gruppen sind Hyper-e*-Gruppen.

(2) Fiir eine die endliche Ordnung einer e-Gruppe teilende Primzahl
p #1 sind alle endlichen p-Gruppen in f.

(3) T ist residuell.

g0 ist a die universelle Gruppenklasse u.

Sind auBerdem alle kartesischen Produkte von e-Gruppen wieder e-Grup-
pen,- 8o 18t auch a = ¢ = u.

Besteht schlieflich T aus der Klasse aller Hyper-e*-Gruppen, so folgt
aus der Faktorenvererblichkeit von e +# t, der Epimorphismenvererblichkeit
von a und der kartesischen Abgeschlossenheit von ¥, daff a = ¢ =u und
t=u ist.

Ich danke Herrn Dr. T. Hawkes (Cambridge) fiir seine Anregung
zum Kapitel III sowie besonders Herrn Professor Dr. R. Baer (z. Zt.
Las Cruces, New Mexico, USA) und Herrn Dozent Dr. H. Heineken
(Frankfurt, jetzt Erlangen) fir Betreuung und Hilfe bei dieser Arbeit.
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I1. Definitionen und Bezeichnungen

II. Definitionen und Bezeichnungen
|A| = Méchtigkeit der Menge A.
{..} = von.. erzeugte Untergruppe.

{..|4 +)> = Menge aller Elemente .. mit den Eigenschaften- .
aeA = a ist Element von A4.

roy =x 'y ‘zy.

XoY = Erzeugnis aller Elemente xoy mit z¢X und yeY.
Og =@, "G = MGoq.

Eine Gruppe G hei8t nilpotent der Klasse n, wenn G = 1 ist.
Sind X und ¥ Teilmengen der Gruppe G, so ist der Zentralisator
von ¥ in X: ¢y Y =¢Y = {2|xeX, 2y = yx fir alle yeY}.

3G = Zentrum von G = ¢G.

Faktor = epimorphes Bild einer Untergruppe.

K (M) = KG = kartesisches Produkt der Gruppenmenge M (mit G e IM)
T — Menge aller auf M definierten, eindeutigen Funktio-
nen f mit fGeG@ fir GeM und der Multiplikation
(f-9)G=fG-¢gG fir alle GeM.
Ist fe R(M), so ist der Triager von f die Menge If = Menge aller
GeM mit fG # 1.
KWt = N-beschrinktes (R-kartesisches) Produkt der Gruppenmen-
ge M ={f] feRM) und |Tf| < R} =K(WM).
B (M) = beschrinktes Produkt von M = K,qM; (dies ist nur fiir
unendliches 9 definiert).
D(M) = direktes Produkt von M = [[°G¢ = K M.

GelR
Eine Gruppenklasse ist eine nicht leere Klasse von Gruppen, die

jeder Gruppe auch die zu ihr isomorphen Gruppen enthilt.
Die von einer Gruppenklasse g erzeugte Varietit Vg ist die Klasse aller

Faktoren kartesischer Produkte beliebiger Teilmengen von g. Das ist

die kleinste g enthaltende kartesisch- und faktorenabgeschlossene Grup-
penklasse.

(a)

(b)

Dann heiflit v natiirlich Varietit, wenn v = Vo ist.

HI. Ausartung abgeschlossener Gruppenklassen
DErFINITION 3.1.

Die Menge @ von Untergruppen ist ein Turm, wenn fir X,Ye0®
entweder X = Y oder Y = X gilt.

Ist der Turm & von Untergruppen von G wohlgeordnet, enthilt
© mit jeder Teilmenge deren Vereinigungsmenge und die Gruppe G,
ist A Normalteiler von B falls A, B Faktor von @ ist, d.h.da 4, Be®
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und A < B ist und kein Xe® mit A =« X <« B existiert, so ist
jedes T e@ eine erreichbare Uniergruppe von G, und O ist eine
T mit G verbindende Normalteilerfolge. Ist 1¢@, so heifit © eine
Normalteilerfolge von G.

LeEMMA 3.2. Sei x eine Gruppenklasse derart, daf Vereinigungen von Tiir-
men von x- Normalteilern wieder x- Normalteiler sind. Dann sind dquivalent:

(1) Produkte von zwei x-Normalteilern sind x-Normalteiler.

(2) Produkte von beliebig vielen x-Normalteilern sind x-Normalteiler.
(3)  Erzeugnisse von x-Subnormalteilern sind x-Gruppen.

Sind noch Vereinigungen von Tiirmen von erreichbaren x-Unlergruppen
wieder x-Gruppen, d.h. daf x turmvererblich im Sinne von R. Baer ([10],
Seite 49) ist, so ist mit (1), (2) und (3) dquivalent:

(4)  Erzeugnisse von erreichbaren x-Untergruppen sind x-Gruppen.

Beweis: Die Aquivalenz von (2) und (3) ohne Zusatzvoraussetzung
ist in P. Hall ([15], Seite 537) enthalten. Um noch kurz die bekannte
Aquivalenz von (1) und (2) herzuleiten, seien Produkte von zwei x-Normal-
teilern wieder x-Normalteiler, und auBlerdem sei die Gruppe G Produkt
von x-Normalteilern. Ferner sei X die Menge aller x-Normalteiler von G.
Da nach Voraussetzung Vereinigungen von Tirmen von -Normalteilern
wieder x-Normalteiler sind, existiert nach dem Maximumprinzip der Men-
genlehre ein maximaler x-Normalteiler M von G in X. Wire M +# G, so
existiert, da G Produkt seiner x-Normalteiler ist, ein x-Normalteiler S
von @ in X derart, dal M < MS c G ist. Weil Produkte von zwei z-Nor-
malteilern x-Normalteiler sind, ist M8 ein x-Normalteiler, also MSeX,
was aber der Maximalitit von M widerspricht. Also ist M = G eine
1-Gruppe, und (1) ist mit (2) dquivalent. Der Beweis fiir die Aquiva-
lenz von (1) und (4) ist bei R. Baer ([10], Seite 52 und 53) zu finden.
Von der dort vorausgesetzten Faktorenvererblichkeit wird in diesem
Fall kein Gebrauch gemacht. Damit ist Lemma 3.2 bewiesen.

DEFINITION 3.3. Ist x eine Gruppenklasse, so sei Px die kleinste &
enthaltende Gruppenklasse, die mit zwei Normalteilern auch deren Pro-
dukt enthilt.

FoLGERUNG 3.4. Sei x eine Gruppenklasse und G eine Gruppe, die der
Maximalbedingung fiir Px-Subnormalteiler geniigt. Dann sind die folgenden
Eigenschaften der Gruppe G dquivalent:

(1) @G ist eine Px-Gruppe.
(2) @G wird von endlich vielen x-Subnormalteilern erzeugt.
(3) G wird von seinen x-Subnormalteilern erzeugt.

Beweis: Ist #° die Menge der natiirlichen Zahlen, so definieren wir
durch Induktion die folgenden Gruppenklassen:
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(0) Py =1z
(i) P,;x = Klasse aller Gruppen, die Produkt endlich vieler P;_,x-Nor-
malteiler sind [ie47].
(0) Py = U Pa.
Qe

Zunichst sieht man aus dieser Konstruktion, dal P;x < P;, ,x und
P,x = Px ist. Ist G also irgendeine Pz-Gruppe, so gibt es ein ne 4" derart,
daB @ eine P,x-Gruppe ist, und es folgt fiir jedes ?e.4” durch vollstindige
Induktion, dal G von endlich vielen P; ,x-Subnormalteilern und ins-
besondere von endlich vielen z-Subnormalteilern erzeugt wird. Damit
folgt aus (1) ohne Zusatzvoraussetzungen fiir ¢ immer (2) und daraus
trivialerweise auch (3).

Sei nun G eine Gruppe, die (3) geniigt, also von ihren x-Subnormal-
teilern erzeugt wird. Ferner sei 1 die kleinste x enthaltende Gruppenklasse,
die Vereinigungen von Tirmen von p-Subnormalteilern und Produkte
zweier p-Normalteiler enthélt. Dann folgt aus Lemma 3.2 ((3) — (1)),
daBl ¢ eine y-Gruppe ist. Bezeichnen wir mit GG die Klasse aller Gruppen,
die zu Subnormalteilern von G isomorph sind, so ist die Klasse Px ~ GG
aller Px-Gruppen aus &G turmabgeschlossen, da nach Voraussetzung
iber G alle Tirme in Pz~ SG endlich sind. Deshalb ist auch
Px ~ GG =19 ~ GG, wobei ) ~ SG die Klasse aller y-Gruppen in &G ist.
Da @, wie oben bewiesen, eine p-Gruppe ist und trivialerweise zu GG
gehort, ist Gey ~ SGF = Px ~ ©G < Px, also G eine Px-Gruppe, womit
(1) wieder aus (3) hergeleitet ist.

DEFINITION 3.5. G ist residuell eine x-Gruppe, wenn 1 der Durch-
schnitt aller Normalteiler N von G mit G/N ex ist.

HivrssaTz 3.6. Enthdlt die Gruppenklasse v eine unendliche zyklische
Gruppe, so sind alle freien Gruppen residuell Py-Gruppen.

Beweis: Sei F eine freie Gruppe endlichen Ranges und F/“F = N,.
Dann ist N, endlich erzeugt und von endlicher Klasse, also nach R. Baer
([4], Zusatz 4, Seite 276-277) noethersch. Insbesondere ist die Maximal-
bedingung fiir Subnormalteiler erfiilllt. Da N; nilpotent und mnoethersch
ist, sind alle Untergruppen subnormal. Weil N; von seinen unendlich
zyklischen Untergruppen, also auch von endlich vielen unendlich zykli-
schen Subnormalteilern erzeugt wird, folgt aus der Voraussetzung und
der Folgerung 3.4, daB N; eine Ppy-Gruppe ist.

Da nach einem bekannten Satz von Magnus — vgl. W. Specht ({20],
Satz 21, Seite 211) — _()"”F = 1 ist, sind alle freien Gruppen endlichen

1€
Ranges residuell Py-Gruppen. Nun sind alle freien Gruppen residuell frei
von endlichem Range. Somit sind alle freien Gruppen residuell Py-Gruppen.

HivrssATz 3.7. Jede endliche, auﬂé'sbare Gruppe G st in einer end-
lichen, auflosbaren Gruppe H mit folgenden Eigenschaften enthalten:
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(a) H wird von seinen Elementen von Primzahlordnung erzeugt.
(b) Ist p eine Primzahl, so ist

plo(H) dann wnd nur dann, wenn plo(Q).

Anmerkung: Ist x die aus den zyklischen Gruppen von Primzahl-
ordnung p # 1 und 1 bestehende untergruppenabgeschlossene Gruppen-
klasse, so ist Px nicht untergruppenabgeschlossen, wie Hilfssatz 3.7 zeigt.
Hiernach sind niémlich zyklische Gruppen der Ordnung p? Untergruppen
von Px-Gruppen, gehoren jedoch nicht zu x und zu Px. Das beleuchtet
den wiederholten Untergruppenabschlull der Gruppenklassen im Satz 3.8.

Beweis: Sei G eine endliche, auflosbare Gruppe. Dann besitzt G
eine endliche Folge von Untergruppen N; (0 < ¢ < %) mit den folgenden
Eigenschaften (vgl. etwa M. Hall ({13], Theorem 9.2.3; Seite 139)):
(1) N¢=1, N,=@G.

(2) N, ist Normalteiler von N, , fir 0 <7 < n.
(3) N;../N; ist eine zyklische Gruppe Z(p;) von Primzahlordnung p;.

Ferner definieren wir durch vollstindige Induktion:

(1) K,=1.

(2) K, = K\ Z(p;) ist das Kranzprodukt von K; mit Z(p;).

Zur Definition des Kranzproduktes vgl. etwa M. Hall ([13], Seite 81).
Zunachst sieht man durch vollstindige Induktion, dafl jedes K; auflosbar
der Stufe ¢ und also auch H = K, auflosbar (der Stufe n) ist. Natiirlich
ist jedes K; und damit K, = H endlich. Ist F eine Erweiterung von N
durch T, so ist E nach Krasner und Kaloujnine [17] einer Untergruppe
des Kranzproduktes N \ T isomorph. Damit folgt durch vollstindige
Induktion nach der Folgenlinge i, dafl N; einer Untergruppe von
K; und also G einer Untergruppe von K, = H isomorph ist. Ist
K;,, = K;\Z(p;), so werde K; nach Induktionsannahme von der Men-
ge B seiner Elemente von Primzahlordnung p; fir 0 < k < ¢ erzeugt. Als
zyklische Untergruppe der Ordnung p; besitzt auch Z(p;) ein erzeugendes
Element der Ordnung p;, das dann zusammen mit 8 ganz K, , erzeugt.
Also wird K, = H von den Elementen von Primzahlordnung p; fir
0 < ¢ < n erzeugt. Daraus folgt auch, daBl die o(H) teilenden Primzahlen
0 (@) teilen. Die Umkehrung von (b) ist trivial, da G Untergruppe von H ist.

Im folgenden Satz benutzen wir zur Abkiirzung die P. Hallsche Ope-
ratorenschreibweise. Dabei sei:

Uz = Klasse aller Untergruppen von z.

Ex = Klasse aller epimorphen Bilder von zx.

Rx = Klasse aller residuell x-Gruppen.

Fx = Klasse aller freien Produkte von x-Gruppen.
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Sind X und Y zwei solche Operatoren, so sei XYx = X(¥Yx) und
1 < Xi= XXz = X1

SATZ 3.8. Ist x #t, so ist
(0) ERUPUx =u.
(1) UPRUPUxz =u.
(2) ERERPERx =u.
(3) EUFx=u.
(4) UPUFx =u.
(5) FERFx =u.

Beweis: Die Klasse aller Untergruppen von x, die Gruppenklasse
Ux, enthilt eine von 1 verschiedene, zyklische Gruppe von Primzahl-
ordnung p oder eine unendliche, zyklische Gruppe. Im ersten Fall folgt
aus Folgerung 3.4 zusammen mit Hilfssatz 3.7, daf} alle endlichen p-Grup-
pen Untergruppen von P Ux-Gruppen sind, da ja alle Untergruppen end-
licher p-Gruppen Subnormalteiler sind. Also sind alle endlichen p-Gruppen
UP Ux-Gruppen. Da aber nach W, Specht ([20], Seite 212) freie Gruppen
residuell endliche p-Gruppen sind, sind sie auch R UP Ux-Grup-
pen. Im zweiten Fall sind alle freien Gruppen nach Hilfssatz 3.6 sogar
RP Ux-Gruppen, insbesondere also R U P Ux-Gruppen. Wir haben gezeigt:
(6) Alle freien Gruppen sind R UP Ux-Gruppen.
Dann ist aber nach dem bekannten Dyckschen Satz
(0) ERUPUx =u.

Nach P. Hall und B. Hartley ([16], Lemma 13, Seite 25) ist jede Gruppe
Untergruppe eines Produktes von zwei freien Normalteilern. Daher sind
alle Gruppen UPRUP Ux-Gruppen, und (1) ist somit bewiesen. Nach
Kogalowski, vgl. H. Neumann ([19], Seite 17), gilt fiir jede Gruppen-
klasse f, daB

(7) Ut < ERt

ist. Daher ist

(8)y UPUx < ERPERx

und RUPUx in RERPE Rx enthalten. Wegen (6) sind dann alle freien

Gruppen RERPE Rx-Gruppen. Da aber alle Gruppen epimorphe Bilder

freier Gruppen sind, ist u = ERERPFE Rx und somit auch (2) bewiesen.
Als nichstes wollen wir zeigen, da8 alle freien Gruppen Untergruppen

von freien Produkten von x-Gruppen sind, also folgendes gilt:

(9) Alle freien Gruppen sind U Fx-Gruppen.

Da x #t, gibt es eine x-Gruppe X # 1. Damit bilden wir G = X*X,
das freie Produkt von X mit X. Weil X # 1, enthilt G ein Element ¢
der Ordnung 0. Ist F eine freie Gruppe vom Range t, so bilden wir das
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freie Produkt P = I[1*9M von tr zu G isomorphen Gruppen Y ¢ M. Wenn
r ein fester Isomorphismus von G auf Y eI ist, so sei g(¥Y) = g'eY.
Dann ist die Menge € = (g(Y)/Y M) ein freies Erzeugendensystem
vom Range t einer zu ¥ isomorphen Untergruppe von P. Da P ein freies
Produkt von 2r Gruppen X ex ist, sind nach dem oben Bewiesenen alle
Gruppen epimorphe Bilder von Untergruppen freier Produkte aus x-Grup-
pen, d.h. es ist E U Fx = u, womit (4) bewiesen ist.

Ebenso folgt wieder nach P. Hall und B. Hartley ([16], Lemma 13,
Seite 25), dal UPU Fx = u ist.

Da FRFz = E(ERFx) ist und ERFx nach (7) die Gruppenklasse
U Fx enthilt, ist E U Fx eine Teilklasse von E R Fx. Daaber E U Fx nach (3)
schon die universelle Gruppenklasse ist, ist auch ERFx = u, also (5)
bewiesen.

FoLGERUNG 3.9. Die folgenden Eigenschaften einer Gruppenklasse x
sind dquivalent:
(1) Es ist x =1 oder x = 1.
(a) Untergruppen von x-Gruppen sind x-Gruppen.
(2) (b) Kartesische Produkte von x-Gruppen sind x-Gruppen.
(¢) Produkte von zwei x-Normalteilern sind wieder x-Normalteiler.
(a) Epimorphe Bilder von x-Gruppen sind x-Gruppen.
(3) (b) x st residuell abgeschlossen.
(¢) Produkte von zwei x- Normalteilern sind wieder x-Normalteiler.
(4) { (a) Faktoren von x-Gruppen sind x-Gruppen.
' (b) Freie Produkte von x-Gruppen sind wieder x-Gruppen.

(a) Untergruppen von x-Gruppen sind x-Gruppen.

(5) (b) Produkte von zwei x- Normalteilern sind wieder x-Normalteiler.
| (c) Freie Produkie von x-Gruppen sind wieder x-Gruppen.

(a) Epimorphe Bilder von x-Gruppen sind x-Gruppen.

(6) (b) x ist residuell abgeschlossen.

(¢) Freie Produkte von x-Gruppen sind wieder x-Gruppen.

Beweis: Da fir eine untergruppenabgeschlossene Gruppenklasse
Residualitit und kartesische Abgeschlossenheit dquivalent sind, ergibt sich
Folgerung 3.9 unmittelbar aus Satz 3.8.

Anmerkung: Setzt man fiir dié‘Gruppenklasse ¥ in (2) der Folgerung
3.9 noch Epimorphismenvererblichkeit voraus, so ist x eine Varietit,
und (2) verschirft also eine Aussage von R. Baer ([7], Satz 5.1, Seite 203).

Im folgenden Kapitel werden wir Gruppenklassen x angeben, die
untergruppen-, residuell- und sogar erweiterungsabgeschlossen, aber trotz-
dem s 1 und 5t sind. Daher kann in der Folgerung 3.9 auf (2¢) nicht
verzichtet werden, noch reicht es aus, die starke Erweiterungsabge-
schlossenheit datiir zu fordern.
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Die Klasse aller unendlichen Gruppen beweist die Unentbehrlichkeit
der Untergruppenvererblichkeit in (2), und die Klasse aller endlichen Grup-
pen zeigt, daB man nicht auf die Residualitdt der Gruppenklasse in (2) ver-
zichten kann. Also sind alle Bedingungen von (2) unentbehrlich. Ahnlich
einfache Beispiele zeigen auch, dall alle anderen Bedingungen unent-
behrlich sind.

IV. Allgemeine ¢°-Reihen

DEFINITION 4.1, Die Menge 3t von Normalteilern von G ist eine
Normalreihe von G, wenn
(@) 1 und G in % liegen,
(b) X< Y oder Y <X fiir jedes Paar X,Y aus N gilt,
(¢) N Durchschnitte und Vereinigungen ihrer Teilmengen enthalt.

Wegen (b) ist M eine durch die Enthaltenseinbeziehung geordnete
Menge. Ist A der Ordnungstyp von 9, so wollen wir i auch A-Normal-
reihe nennen.

Sind M und N zwei Normalreihen von @, 50 ist N <M, wenn I eine
Teilmenge von I ist. Maximale Normalreihen von G nennen wir Haupt-
reihen von G. '

Das Paar A, B von Normalteilern aus 9t definiert einen Fakior von
N, wenn

(d) A B und A der einzige A € X = B erfilllende Normalteiler
X aus N ist, und der von diesem Paar definierte Faktor ist B/A.
Sind a und e gruppentheoretische Eigenschaften, ist N ein Normalteiler
von @, so ist N ein e-Normalteiler von ¢, wenn N eine e-Gruppe und die von
G in N induzierte Automorphismengruppe [ ~ G/cN] eine a-Gruppe ist.
Eine Normalreihe N ist eine e¢°-Normalreihe von G, wenn 9 noch

der folgenden Bedingung genigt:

(e)  Definiert A, B einen Faktor von R, so ist B/A ein e’-Normalteiler

von G/A.
Maximale ¢?-Normalreihen von G sind ¢®-Hauptreihen von @G.
Ist A absteigend wohlgeordnet, Ist A anfsteigend wohlgeordnet,

so ist M eine absteigende p*-Reihe, 80 ist N eine aufsteigende S-Reihe,
wenn ./ ordnungsantiisomorph der wenn /4 ordnungsisomorph der
Menge aller Ordinalzahlen < g ist. Menge aller Ordinalzahlen < f§ ist.

Wir werden nicht verbieten, daB mehrere Elemente aus N gleich
sind! Von der folgenden Bemerkung werden wir haufiger Gebrauch machen:

N ist genau dann eine abstei- N ist genau dann eine aufstei-
gende Reihe, wenn jede nicht leere gende Reihe, wenn jede nicht leere
Teilmenge von N ein maximales Teilmenge von M ein minimales
Element besitzt. Element besitzt.
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DEFINITION 4.2.

G ist eine Hypo-e¢*-Gruppe,
wenn jeder von 1 verschiedene
Normalteiler N von G eine echte in
G normale Untergruppe W derart
besitzt, daBl N /W ein e¢°-Normal-
teiler von G|W ist.

G ist eine Hyper-¢’-Gruppe,
wenn jedes von 1 verschiedene
epimorphe Bild von & einen von 1
verschiedenen e°-Normalteiler be-
sitzt.

Der Begriff der Hyper-¢"-Gruppe wurde von R. Baer eingefiihrt.
Hierzu vgl. R. Baer ([5], Seite 358-359) und R. Baer ([7], Seite 17).

SATZ 4.3. Sei a eine gruppenthe-
oretische Eigenschaft, die sich auf epi-
morphe Bilder und e eine FKigen-
schaft, die sich auf Normalteiler
vererbt. Dann  sind  fiir  eine
Gruppe G dquivalent:

(1) @ besitzteine absteigende e°- Reihe.

(2) G ist eine Hypo-¢*-Gruppe.

SATZ 4.4. Sei a eine gruppenthe-
oretische Eigenschaft, die sich auf epi-
morphe Bilder und e eine FEigen-
schaft, die sich auch auf epimorphe
Bilder vererbt. Dann sind fiir eine
Gruppe G dquivalent:

(1) Gbesitzt eine aufsteigendee’- Reihe.

(2) G st eine Hyper-¢*-Gruppe.

Der Beweis dieser beiden Sitze verliuft nach einem bekannten Rezept,
vgl. dazu W. Specht ([20], Satz 7, Seite 319).

Anmerkung zu den Sitzen 4.3 und 4.4: Auf die Epimorphismen-
vererblichkeit von ¢ im Satz 4.4 kann nicht verzichtet werden, wie das
folgende Beispiel zeigt:

Ist e die Eigenschaft ,junendlich zu sein” und a = u, 8o besitzt eine
unendliche Gruppe G die e¢°-Reihe 1, G. Jedoch haben endliche, epi-
morphe Bilder von G keinen von 1 verschiedenen e°-Normalteiler, da
dieser ja unendlich sein miifite. Also sind (1) und (2) dann mnicht dqui-
valent. Ebensowenig kann im Satz 4.4 auf die Epimorphismenvererblichkeit
von a verzichtet werden, wie die Eigenschaft a = Freiheit, ¢ = u zeigt:

Freie Gruppen F besitzen namlich die e’-Reihe 1, F, wihrend es
einfache, von 1 verschiedene, epimorphe Bilder freier Gruppen gibt,
die dann keinen von 1 verschiedenen e‘-Normalteiler besitzen.

Ohne die Voraussetzung, daB sich e auf Normalteiler vererbt, ist
auch der Satz 4.3 falsch. Wir setzen a = u und ¢ = Klasse aller unendli-
chen Gruppen. Dann besitzen unendliche Gruppen G natiirlich die e°-Reihe
1, G. Es gibt aber endliche, von 1 verschiedene Normalteiler unendlicher
Gruppen, deren Faktoren dann nur endliche Automorphismengruppen
besitzen konnen. Also ist (2) nicht erfiillt. Ebenso kann auch auf die Epi-
morphismenvererblichkeit von a im Satz 4.3 nicht verzichtet werden.
Das zeigen die Eigenschaften a = unendlich zu sein und ¢ = u.

Selbstverstindlich folgt in den Sitzen 4.3 und 4.4 immer — auch
ohne Zusatzbedingungen fiir ¢ und ¢ — aus (2) sogleich (1). Die Zusatz-
bedingungen sind also nur fiir die Umkehrung unentbehrlich.
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Beweis zu Satz 4.3: Sei ,t eine
absteigende e¢°-Reihe von G und
1 # N ein Normalteiler von G.

Ist T={TTeRund T~ N< N),
so ist 1 aus I, und T Desitzt
als nicht leere Teilmenge einer ab-
steigend wohlgeordneten Menge
ein maximales Element A. Géibe es
zu A in N keinen direkten Nachfol-
ger, 5o wire A = ()8 mit SeN und
8> A. Wegen der Maximalitat von
A ist 8 nicht aus I, wenn § > 4 ist.
Folglich wire § 2 N fiir alle SeN
mit 8§ o A, daherauch A=) S22 N
und A~N = N.Da A «Z, ist aber
A~ N # N. Wegen dieses Widers-
pruches gibt es einen Faktor 4, B
von N derart, dal A~ NN c B
ist. Also ist N/(A ~ N) ein von
1 verschiedener Normalteiler von
G/(A~N).DaN/(A~N)~N-A/A,
ist N-A/A Normalteiler des
¢’-Normalteilers B/A von G/A. Die
von G/Ain N-4 /A < B/A induzierte
Automorphismengruppe ist ein epi-
morphes Bild der von G/4 in B/A
induzierten Automorphismengrup-
pe. Daher ist N /(4 ~ N) ein von 1
verschiedener e°-Normalteiler von
G/(A ~ N), und G ist eine Hypo-e°-
-Gruppe.

Ist umgekehrt (2) vorausge-
setzt, so beweisen wir die Existenz
einer absteigenden e®-Reihe von G.
Es sei I die Menge aller Normaltei-
ler M von G derart, dafl G/M eine
ahsteigende e¢°-Reihe besitzt.

Beweis zu Satz 4.4: Sei N eine
aufsteigende e°-Reihe von G und
G/N ein von 1 verschiedenes epi-
morphes Bild von G.

Ist T=(T/TeN und TN o N),
so ist G aus T, und T Dbesitzt
als nicht leere Teilmenge einer (auf-
steigend) wohlgeordneten Menge N
ein minimales Element 4. Gdbe es
zu A in N keinen direkten Vorgin-
ger, 80 wire A = () S mit SN und
S < A. Wegen der Minimalitit von
A ist S nicht aus I, wenn § = A ist.
Folglich wire S = N fiir alle 8 ¢
mit S « 4, daherauch A= JS =N
und A-N= N. Da aber Ae I, ist
A-N # N. Wegen dieses Widers-
pruches gibt es einen Faktor B, A
von N derart, dal B Nc A-N
ist. Also ist A-N/N ein von
1 verschiedener Normalteiler von
G|N. Da B c N, ist
A-N/ N ein epimorphes Bild des
¢’-Normalteilers B/4 von G/A. Die
von G/N in A-N|/N induzierte
Automorphismengruppe ist ein epi-
morphes Bild der von G/B in A/B
induzierten Automorphismengrup-
pe. Daher ist A-N/N ein von 1
verschiedener e°-Normalteiler von
G/N, und @ ist eine Hyper-e®-
-Gruppe.

Ist umgekehrt (2) vorausge-
setzt, so beweisen wir die Existenz
einer aufsteigenden ¢°-Reihe von G.
Es sei I die Menge aller Normaltei-
ler M von G derart, dal es eine
aufsteigende e¢-Reihe it von M mit
folgender Eigenschaft gibt:

(2) Alle Elemente von 3 sind Nor-
malteiler von G.

(b) Faktoren A/B von 0N
¢’-Normalteiler von G/B.

sind
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. Esist G aus I, also M nicht leer,

und da die Normalteiler einen abge-
schlossenen Verband bilden, sind
auch Durchschnitte von (absteigen-
den) Tiirmen von Normalteilern aus
IR wieder Normalteiler in 9. Also
gibt es nach dem Maximumprinzip
der Mengenlehre ein minimales M
aus M. Wire M + 1, so folgt aus (2)
die Existenz eines Normalteilers W
von G derart, dal Wc M und M|/W
ein ¢®-Normalteiler von G/ W ist.Folg
lich besitzt auch G/W eine abstei-
gende ¢% Reihe.

Also gehort W zu M, was der
Minimalitit von M widerspricht.
Daher ist 1 = M eI, und es folgt
aus der Definition von I, dafl @ eine
absteigende ¢®-Reihe besitzt, womit
aus (2) die Bedingung (1) wieder her-
geleitet ist. Q.E.D.

LEMMA 4.5.

Ist M| eine e°-Reihe von G und U eine

Esist 1 aus M, also M nicht leer,
und da die Normalteiler einen abge-
schlossenen Verband bilden, sind
auch Vereinigungen von (aufsteigen-
den) Tirmen von Normalteilern aus
I wieder Normalteiler in M. Also
gibt es nach dem Maximumprinzip
der Mengenlehre ein maximales M
aus M. Wire M # G, so folgt aus (2)
die Existenz eines Normalteilers W
von @ derart, daB M ¢ W und W/ M
eine’-Normalteiler von G /M ist. Folg-
lich besitzt auch W eine aufstei-
gende e¢-Reihe von Normalteilern
von @ in deren Faktoren G g-Auto-
morphismengruppen induziert.

Also gehort W zu M, was der
Maximalitit von M widerspricht.
Daher ist @ = M <M, und es folgt
aus der Definition von I, das G eine
aufsteigende e’-Reihe besitzt, womit
aus (2) die Bedingung (1) wieder her-
geleitet ist. Q.E.D.

Vererbe sich a auf Faktoren und e auf Untergruppen-

Untergruppe wvon @, so ist

NRAU=(N~ U/NeN) eine ¢"-Reihe von U.
Beweis: Sei N eine ¢*-Reihe von ¢ und U eine Untergruppe von G.

Es ist zu zeigen, dal M~ U = (N ~ U[N eN) eine e*-Reihe von U ist.
Ist U ~ M o> U ~ N ein (echter) Faktor von it ~ U, 50 sei R = () T mit
U~AT=U~AM und TeM sowie S=JT mit U~AT=U~ N und
TeN. Dann ist (U~ M)/(U ~ N) nach dem dritten Isomorphiesatz,
vgl. W. Specht ([20], Satz 6, Seite 71), einer Untergruppe von R/S iso-
morph. Da aber R, 8 ein Faktor von N, also R/S ein ¢*-Normalteiler von
G|S ist, ist (U ~ M)/(U ~ N) ein e*-Normalteiler von U/(U ~ N) und
daher M ~ U eine ¢*-Reihe von U,

LEMMA 4.6. Vererbe sich a auf Faktoren und e auf Untergruppen. Dann
ist die Klasse aller Gruppen mit (absteigender) e°-Reihe residuell.
Anmerkung: Lemma 4.6 bleibt ohne das Wort ,,absteigend”
richtig.
Beweis: Es sei I eine Menge von Gruppen mit (absteigender) ¢*-Reihe.
Sei M durch < wohlgeordnet. Ist G = K(IM), so wollen wir zeigen, daB
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G wieder eine (absteigende) e®-Reihe besitzt. Sei X eIl und X eine (ab-
steigende) e*-Reihe von X sowie N ¢ X. Dann bilden wir die Menge I (X)
aller YeIt mit ¥ > X und damit K(X,N) =N ® K(M(X)). Diese
K (X, N) lassen sich kanonisch in ¢ = K(IN) einbetten und bilden eine
(absteigende) ¢°-Reihe von G. Also ist die Klasse aller Gruppen mit (ab-
steigender) e’-Reihe kartesisch abgeschlossen. Da sie nach Lemma 4.5
auch untergruppenahgeschlossen ist, ist sie somit auch residuell.

Aus Lemma 4.5, Satz 4.3 und Satz 4.4 folgt dann iiber die Unter-
gruppenvererblichkeit von Hypo-e® und Hyper-e®:

FoLGERUNG 4.7. Hypo-e* wver- FoLGERUNG 4.8. Hyper-¢® ver-
erbt sich auf Unlergruppen, wenn sich  erbt sich auf Untergruppen, wenn sich
a auf Faktoren und ¢ auf Untergrup- a auf Faktoren und ¢ auf Untergrup-
pen vererbt. pen vererbt.

Epimorphe Bilder von Hyper-e"-Gruppen sind per definitonem
wieder Hyper-e"-Gruppen, so dall sich Hyper-¢" dann auch auf Faktoren
vererbt. Anders ist es fiir die Klasse der Hypo-e®-Gruppen (Beispiele
vgl. Anmerkung zur Folgerung 4.9). Daher fordern wir im nichsten Satz
(Bedingung 5) noch Hypo-e® fiir alle epimorphen Bilder. Parallel beweisen
wir auch einen Satz fir Hyper-¢®-Gruppen mit. Die naheliegende sich
aus (2) der Folgerungen 4.9 und 4.10 ergebende umfassende Bedingung

wird im Satz 4.13 genauer untersucht werden und ist dort als Bedingung
(3) zu finden.

FoLGERUNG 4.9. Sei a eine epi-

FOLGERUNG 4.10. Sei a eine epi-
morphismenvererbliche  Eigenschaft,

morphismenvererbliche  Eigenschaft,

und vererbe sich e auf epimorphe Bil-
der von Normalteilern. Dann sind fiir
eine Gruppe G dquivalent:

(1) Jede absteigende Reihe von G lift
sich zu einer absteigenden e°-Rei-
he von G verfeinern.

(2) Sind N =« M Normalteiler von
G, so existiert ein Normalteiler W
von G mit M o W 2 N derart,
daf3 M [W ein ¢* Normalteiler von
G|W ist.

(3) Jede absteigende Reihe jedes epi-
morphen Bildes von G it sich zu
einer absteigenden e°-Reihe wver-
feinern.

(4) Jedes eptmorphe Bild von G be-
sitzl eine absteigende e°-Reihe.

Dissertationes Mathematicae LXIII

und vererbe sich ¢ auf epimorphe Bil-
der von Normalteilern. Dann sind fiir
eine Gruppe G dquivalent:

(1) Jede aufsteigende Reihe von G laft
sich zu einer aufsteigenden e-Rei-
he von G verfeinern.

Sind N <« M Normalteiler von
G, so existiert ein Normalteiler W
von G mit [M] 2 W > N derart,
daf W [N ein ¢*-Normalteiler von
G|N ist.

Jede aufsteigende Reihe jedes epi-
morphen Bildes von G lift sich zu

einer aufsteigenden e°-Reihe ver-
feinern.

(4) Jedes epimorphe Bild von G be-
sitzt eine aufsteigende e°-Reihe,

BU 2

(2)

(3)

W
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(5) Jedes epimorphe Bild von G ist
eine Hypo-e*-Gruppe.

Beweis: Sind N « M Normal-
teiler von @, so ist 1, N, M, G eine
absteigende Reihe von @, die sich
nach (1) zu einer absteigenden
¢’-Reihe N von G verfeinernlifit. Da
N absteigend wohlgeordnet ist, be-
sitzt jedes Element B # 1 von N ei-
nen direkten Vorginger. Da M # 1,
exigtiert in dieser Reihe N ein Nor-
malteiler W vonG mit M > W 2> ¥
derart, dal M /W ein e*-Normaltei-
ler von G/W ist. Daher folgt (2) aus
(1).

Sei H ein epimorphes Bild von
G und N eine absteigende Reihe von
H. Dann sei IN die Menge aller Nor-
malteiler N von N derart, dall sich
I(N)=LKT|N;TeRund T 2 N) zu
einer absteigenden ¢“-Reihe von H /N
verfeinern lift.

Es ist H aus M, also ist Pt nicht
leer. Ist @ ein absteigender Turm
aus M, so gehort auch (M7 zu M. Da-

(2]

her besitzt M nach dem Maximum-
prinzip der Mengenlehre ein mini-
males Element L. Wire L # 1 und
ist H =G/N, L = M|N, so exis-
tiert zu N < M nach (2) ein Nor-
malteiler W von Gmit M o W2 N
derart, dal M /W ~ L/(W/N) ein
¢’-Normalteiler von G/W ist. Also
gehort W/N zu I, was aber der Mi-
nimalitiat von L widerspricht. Daher
ist L = 1 und (3) ats (2) hergeleitet.

(5) Jedes epimorphe Bild von G st
eine Hyper-e"-Gruppe.

(6) G besitet eine aufsteigende e°-Rei-
he.

(7) G st eine Hyper-¢*-Gruppe.

Beweis: Sind N = M Normal-
teiler von @, so ist 1, N, M, G eine
aufsteigende Reihe von @, die sich
nach (1) zu einer aufsteigenden
¢’-Reihe M von G verfeinern 1lifit. Da
N aufsteigend wohlgeordnet ist, be-
sitzt jedes Element KB +# G von N ei-
nen direkten Nachfolger. Da N # @,
existiert in dieser Reihe N ein Nor-
malteiler W von G mit M = W o N
derart, dall W /N ein e°-Normaltei-
ler von G/N ist. Daher folgt (2) aus
(1).

Sei H ein epimorphes Bild von
G und N eine aufsteigende Reihe von
H. Dann sei M die Menge aller Nor-
malteiler N von N derart, dal sich
I(N)=<T; TeM und T< N) zu
einer aufsteigenden e-Reihe von N
verfeinern 140t, deren Elemente Nor-
malteiler von H sind und in de-
ren Faktoren H a-Automorphismen-
gruppen induziert.

Es ist 1 aus M, also ist P nicht
leer. Ist © ein aufsteigender Turm
aus M, so gehort auch | T zu M. Da-

[°]

her besitzt I nach dem Maximum-
prinzip der Mengenlehre ein maxi-
males Element L. Wire L # H und
iss H=G|N, L = M|N, so exis-
tiert zu M < G nach (2) ein Nor-
malteiler W von G mit @ =2 W o M
derart, das WM ein
¢*-Normalteiler von G/M ist. Also
gehort W /N zu I, was aber der Ma-
ximalitdt von L widerspricht. Daher
ist L = H und (3) aus (2) hergeleitet.
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(1) ist eine Abschwichung von
(3). Also sind (1), (2) und (3) 4quiva-
lent.

(4) ist ebenfalls eine Abschwi-
chung von (3), da ja H z.B. die Nor-
malreihe von 1, H besitzt.

Aus (4) folgt mit Anwendung
von Satz 4.3 auch (5).

Seien N < M Normalteiler von
G. Dann ist G/N wegen (5) eine Hy-
po-e¢*-Gruppe, und nach Definition
4.2 besitzt 1 # M /N eine echte in
G /N normale Untergruppe W /N mit
M o> W=N derart, dal M/W
¢’-Normalteiler von G/W ist. Daher
ist (3) schon bewiesen. Also sind alle
5 Bedingungen édquivalent.

Anmerkung: Weitere Bedin-
gungen
(6) G besitzt neie absteigende e*-Rei-
he.
(7) @ ist eine Hypo-e¢*-Gruppe.
wie in Folgerung 4.10 kénnen in Fol-
gerung 4.9 nicht richtig sein, da z.B.
freie Gruppen hypozentral, also Hy-
po-u'-Gruppen sind, wihrend viele
ihrer epimorphen Bilder diese Ei-
genschaft nicht haben.

(1) ist eine Abschwichung von
(3). Also sind (1), (2) und (3) dquiva-
lent.

(4) ist ebenfalls eine Abschwi-
chung von (3), da ja H z.B. die Nor-
malreihe 1, H Dbesitzt.

Aus (4) folgt mit Anwendung
von Satz 4.4 auch (5).

Mit Satz 4.4 folgen aus (5)
durch weitere Abschwichung (6)
und (7).

Um (3) aus (6) und (7) herzu-
leiten, miissen wir fiir einen Normal-
teiler B = M/N # 1 von H = G/N
zeigen, dal es einen e"-Normalteiler
C =R|N von H mit 1 C < B gibt.
Dazu sei M eine nach (6) oder (7)
existierende aufsteigende ¢°-Reihe
von H. Dann Dbetrachten wir
T=(N/NeR, N~ B #1). Welil
HeX und ¥ Teillmenge der wohlge-
ordneten Menge N ist, gibt es ein
minimales Element M in I. Gébe
es zu M keinen direkten Vorginger
HKinMN,so wire M = (JT mit TeN
und T ~ B = 1. Daher folgt auch
MAB=(UT)~nB=J(T~B)=1,
also ist M¢ T, was ein Widerspruch
ist. Damit existiert der direkte
Vorginger K von M in M. Weil
K¢, ist K ~ B=1. Folglich ist
1 #(M ~B)/(K ~B)= (M ~ B)
epimorphes Bild eines Normalteilers
vonM /K, alsoist 1 # (M ~B)c B
ein e’-Normalteiler von H, womit
(3) bewiesen ist.

Daher sind alle 7 Bedingungen
dquivalent.

LeEMMA 4.11. Jede Normalreihe von G ist in einer Hauplreihe von @

enthalten.

Anmerkung: Ein #dhnlicher Satz, jedoch fiir Normalfolgen (zur
Definition vgl. Anhang von Kap. 4), ist bei M. M. Gutermann ([12], Theo-

rem 2, Seite 319) zu finden.
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A. G. Kurosh ([18], Seite 171-178) betrachtet Invarianzsysteme,
das sind Mengen N, die der Definition 4.1 ohne (b) geniigen, und beweist
dafiir den entsprechenden Satz.

Beweis: Sei @ ein Turm von Normalreihen einer Gruppe @, d.h. es
gelte © = @ und fiir M, N < O entweder N < M oder M < N. Wir wollen
zeigen, dafl es eine Normalreihe B von G derart gibt, dafl M < B fir alle
N «O ist. Wir bilden die Menge aller Normalteiler aller Normalreihen
aus @ und figen noch die Vereinigungen und Durchschnitte aller ihrer
nicht leeren Teilmengen hinzu. Diese Menge B erfiillt die Relation N < B
fir alle |e®. Um zu zeigen, dall B eine Normalreihe von @ ist, miissen
(a), (b) und (c) der Definition 4.1 nachgewiesen werden. Natiirlich ist
(a) erfiillt, da 1, G zu jeder Normalreihe gehoren und @ = @ ist. Da jeder
Durchschnitt bzw. jede Vereinigung von Elementen aus B als Durch-
schnitt und Vereinigung von Normalteilern aus @ geschrieben werden
kann, enthilt B Durchschnitte und Vereinigungen seiner nicht leeren
Teilmengen. Also ist auch (c) bewiesen.

Sei nun zunidchst U = (JAON) und V = Y B(M), wobei A (M)
€] [C]

und B(IM) aus M@ sind und 0.B.d.A. A(IM) = A(RN) sowie B(M) = B(N)
fir M <N gelte. Dann gibt es zu jedem A (M) ein Ne® derart, dal
A(I) < B(X) fir alle Xe® mit X > N ist, oder es gibt ein MeO, dal
B(X) = A(M) fitr alle X O ist. Im ersten Fallist U < V, im letzten V < U.

Ferner seien 8§ = (M C(M) und T = (D (M) mit C(M), D(M)e MO
© 6

sowie 0.B.d.A. C(Mc CMN) und DMN)<c D), wenn N WM ist.
Es gibt zu jedem C(IM) ein Ne@ derart, daB C(M) = D(X) fiir alle XeO
mit X > N ist, oder es gibt ein MO, dal C(M) < D(X) fiir alle XeO
mit X > I ist. Also ist entweder S 2 T oder T 2 8. Vergleichen wir
noch U und 8, so gibt es ein M « & derart, dal C(X) = A(Y) fur alle
X, DeO® mit X, > M ist, oder fiir alle X und 9 ist A(Y) < C(X), d.h.
es ist U< 8 oder Sc U.

Damit sind alle Elementetypen von B betrachtet, und die Linearitiit
(b) ist auch gezeigt. Also ist B eine Normalreihe von G.

Sei nun N eine Normalreihe von G und £ die Menge aller Normal-
reihen X von @ mit X > N. Dann ist £ = O, da Ne L. Ist O ein nicht leerer
Turm von Normalreihen aus £, so gibt es nach dem gerade Bewiesenen
eine maximale Normalreihe 8 von . Da B > N, gehort B auch zu L.

Nach dem Maximumprinzip der Mengenlehre gibt es dann ein maximales
M in L. Dieses M ist dann eine N enthaltende Hauptreihe von ¢. Q.E.D.

FOLGERUNG 4.12. Vererbe sich e auf epimorphe Bilder von Normal-
teilern, und sei a eine epimorphismenvererbliche Eigenschaft. Dann ist jede
Verfeinerung einer e°-Normalreihe von @ ebenfalls eine e°-Normalreihe
und daher jede e°-Normalreithe in einer e°-Hauptreihe von G enthalten.
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Beweis: Ist R eine ¢“-Reihe von G und B eine Verfeinerung von
N und definiert A4, B einen Faktor von B, so bilden C = (JN mit
NeM und N < 4 sowie D =( T mit TeRN und 7 = B einen Faktor
von N. Also ist B/A epimorphes Bild eines Normalteilers von D/C.
Da D/C nach Voraussetzung eine e-Gruppe ist, ist auch B/ 4 eine e-Gruppe.
Die von G/A in B/A induzierte Automorphismengruppe ist ein epimorphes
Bild der von ¢/C in D/C induzierten Automorphismengruppe, also eine
a-Gruppe. Folglich sind die Faktoren von 8 sogar e°-Faktoren, und daher
ist B eine e’-Reihe. Weitere Anwendung von Lemma 4.11 zeigt, daB
jede e®-Reihe in einer e'-Hauptreihe enthalten ist.

SATZ 4.13. Sei a einc epimorphismenvererbliche, gruppentheoretische
Eigenschaft, und vererbe sich ¢ auf epimorphe Bilder von Normalteilern.
Dann sind fiir eine Gruppe G dquivalent:
(1) Jede Hauptreihe von G ist eine ¢°-Hauplreihe von G.
(2) Jede Reihe von G laft sich zu einer ¢°-Reihe von G verfeinern.

(3) Sind N = M Normalteiler von G, so existieren Normalteiler U und
V von G mit M2 U>V 2N derart, daf U|V ein e°-Normal-
teiler von G|V ist.

(4)  Minimale Normalteiler epimorpher Bilder (= Hauptfaktoren) von
G sind e"-Normalteiler.

(5)  Jede Hauptreihe jedes epimorphen Bildes von G ist eine ¢°-Haupt-
reihe. ‘

(6) Jede Reihe eines epimorphen Bildes H von G lapt sich zu einer ¢*-Reihe
von H wverfeinern.

(7)  Jedes epimorphe Bild von G besitzt eine e°-Hauptreihe.

(8) Jedes epimorphe Bild von G besitzt eine e°-Reihe.

Beweis: Nach Lemma 4.11 lifit sich jede Reihe von G zu einer
Hauptreihe verfeinern, die dann nach (1) eine e“-Hauptreihe, also eine
¢’-Reihe ist. Daher folgt (2) aus Bedingung (1). Sind N <« M Normal-
teiler von @, so bilden 1, N, M, G eine Reihe von G; diese 148t sich nach (2)
zu einer ¢“-Reihe von G verfeinern. Daher existieren Normalteiler U und V
von G mit M 2 U > V=N, und U/V ist ein e’-Normalteiler von G[V.
Es ist damit (3) aus (2) hergeleitet. Sei nun § eine Hauptreihe von & und
definiere A, B einen Faktor von $.Da A o B, folgt aus (3) die Existenz
von Normalteilern U und V von G mit A 2 U > V 2 B, und U/V ist ein
¢’-Normalteiler von G/V. Weil § eine Hauptreihe ist, folgt 4 = U
und B == V. Also ist 4/B ein e*-Normalteiler von G/B. Daher ist
eine e‘-Hauptreihe von G und (1) wieder aus (3) bewiesen. Damit
sind (1), (2) und (3) dquivalent.

Sind N ¢ M Normalteiler von G, daf M /N minimaler Normalteiler
von G/N ist, so folgt aus (3) die Existenz von Normalteilern U und ¥

14
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von G mit M 2 U > V 2 N, und U/V ist ein e‘-Normalteiler von G/V.
Wegen der Minimalitit von M/N in G/N ist U = M und V = N, also
M|N ein ¢*-Normalteiler von G/N. Daher folgt (4) aus (3). Ist § eine
Hauptreihe des epimorphen Bildes H von G und definiert A, B einen
Faktor von %, so ist nach Definition der Hauptreihe A/B ein minima-
ler Normalteiler von H/B. Nach (4) ist damit A/B ein ¢‘-Normalteiler
von H/B. Folglich ist $ eine ¢’-Hauptreihe und (5) aus (4) bewiesen. Ist
nun N eine Reihe des epimorphen Bildes von H von @, so 1if3t sich N zu
einer Hauptreihe von H verfeinern, die dann nach (5) eine e¢®-Reihe von
H ist. Also folgt (6) aus (5). Die Bedingung (7) ist eine Abschwichung
von (6), da H zum Beispiel die Normalreihe 1, H besitzt, die sich nach
Lemma 4.11 zu einer Hauptreihe verfeinern li8t, welche dann wegen (6)
eine ¢’-Hauptreihe sein muf. (8) ist eine weitere Abschwichung von (7).

Um (3) wieder aus (8) zu beweisen, seien N c M Normalteiler
von G. Dann besitzt G/N als epimorphes Bild von G nach (8) eine e-Reihe
N. Da N c M existiert ein re M derart, daB z¢N, und wir bilden
DIN = TN mit aNeT/NeJt und S/N = (JT/N mit «N¢T/NeN.
Dann ist D/N > §/N ein Faktor von i, also D/N/S/N (= D/8) ein e¢*-Nor-
malteiler von G/N/S/N (= G/S). Wirbilden U =D~ Mund V= 8§~ M.
Weil D =2 8 und zeD ~ M aber x¢S ~ M, ist U o V. Ferner ist nach
Konstruktion M 2 U oV 2 N. Dann ist U/V = (D ~ M)/(§ ~ M) epi-
morphes Bild des ¢"-Normalteilers D /S, also selbst ein e"-Normalteiler von
G|V. Damit ist aber (3) aus (8) hergeleitet, und alle acht Bedingungen
sind dquivalent.

Anmerkung:Die Eigenschaft von Gruppen e’-Reihen zu besitzen, ver-
erbt sich im allgemeinen nicht auf epimorphe Bilder, wie schon der Anmer.
kung zur Folgerung 4.9 zu entnehmen ist; vgl. dazu auch Folgerung 5.8,

Anhang: Gilt in der Definition 4.1 der ¢e-Reihe 3t von G nicht, dal
jedes BeR Normalteiler von @ ist, sondern

(0)  Definiert A, B einen Faktor von M, so ist B Normalteiler von A4,

80 nennen wir N eine e-Folge von G.

Ist ¢ eine untergruppenvererbliche Eigenschaft, so ist die Klasse
aller Gruppen mit e-Folge kartesisch, untergruppen- und (sehr stark)
erweiterungsabgeschlossen, jedoch ist im allgemeinen ¢ £t und #u,
wie ¢ = p-Gruppe zu sein und die Klasse aller Gruppen mit p-Folgen
zeigt. Dann besitzt natiirlich jede endliche p-Gruppe eine p-Folge und
jede ¢-Gruppe fiir ¢ # p keine p-Folge. Damit erhalten wir Beispiele,
die zeigen, wie schwach die Voraussetzungen in (2) von Folgerung 3.11 sind.

Es gibt sogar von u und t verschiedene Gruppenklassen, die karte-
sisch, untergruppen-, erweiterungs- und in der Bildung freier Produkte
abgeschlossen sind, wie P. Hall und B. Hartley ([16], Seite 37-39) ge-
zeigt haben.
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Y. Kriterien fiir die Endlichkeit der Linge von ¢°-Reihen

DEFINITION 5.1. Seien a und e gruppentheoretische Eigenschaften.
Dann ist G eine n(e?)-Gruppe, wenn G nicht einfach oder eine ¢*-Gruppe ist.

Beispiele von Klassen von 1t(e’)-Gruppen sind Klassen von Hyper-
-¢"-Gruppen oder Klassen von Gruppen mit ¢°-Reihe.

LeMMA 5.2. Jede Gruppe ist Untergruppe einer einfachen, nicht abel-
schen Gruppe.

Beweis 1: P. Hall ([15], Theorem A, Seite 531) konstruiert aus
einer beliebigen Gruppe G = 1 eine einfache (nicht streng einfache) Gruppe
W, die nach bekannten Kranzprodukteigenschaften, vgl. P. Hall [14],
G wiederum als Untergruppe enthilt. Auflerdem ist W mnatiirlich nicht
abelsch. Also ist Lemma 5.2 bewiesen.

Beweis 2: Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung » und o.B.d.A.
n > 2. Dann betrachten wir die Permutationen z aller n? geordneten Ele-
mentepaare (g, h) mit z, g, heG so, daB (g, h)z = (gx, ha) ist. Diese Per-
mutationen Z bilden eine Untergruppe G der symmetrischen Gruppe
8,2, die zu G isomorph ist. Da G nur aus geraden Permutationen be-
steht, ist G schon in der alternierenden Gruppe A,: enthalten. Also ist @
dann in einer endlichen, einfachen, nicht abelschen Gruppe (isomorph)
enthalten.

Ist G eine unendliche Gruppe, so bilden wir die symmetrische Gruppe
S auf der Menge G. Ist N die Menge aller Permutationen von @, die we-
niger als |G| Elemente bewegen, so ist N ein Normalteiler von § und S/N
nach R. Baer ([2], Seite 16) eine einfache Gruppe, die natiulich auch
nicht abelsch ist. Durch die rechtsregulire Darstellung von G in §, wobei
also Elemente = 1 von G immer |G| Elemente in der Permutationsdar-
stellung bewegen, ist G isomorph einer Untergruppe von S/N.Q.E.D.

SAatz 5.3. Seien a und e untergruppenvererbliche, gruppentheore-
tische Eigenschaften. Sei x eine residuelle Klasse von n(e®)-Gruppen derart,
dafl epimorphe Bilder freier x-Gruppen n(e®)-Gruppen sind. Enthilt x alle
endlichen Hyper-¢'-Gruppen und alle unendlichen zyklischen Gruppen, falls
es keine endlichen von 1 wverschiedenen e-Gruppen, jedoch unendliche zyk-
lische e-Gruppen gibt, so ist ¢ = t oder x enthdlt alle freien Gruppen, und
es ist ¢ = a = u.

Beweis: Sei ¢ * t; dann gibt es wegen der Untergruppenvererblich-
keit von ¢ eine von 1 verschiedene, zyklische ¢-Gruppe Z. Ist Z nun end-
lich, so besitzt Z eine von 1 verschiedene, zyklische Untergruppe P
von Primzahlordnung. Dann ist P wieder eine ¢-Gruppe. Nehmen wir
an, daB es keine endliche, zyklische e-Gruppe +# 1 gibt, so gibt es keine
endlichen, von 1 verschiedenen e¢-Gruppen, jedoch unendliche zyklische
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e-Gruppen Z. Nach Voraussetzung ist Z dann eine x-Gruppe. Da Z eine
freie x-Gruppe ist, besitzt Z als epimorphes Bild eine zyklische Gruppe
W # 1 von Primzahlordnung, die nach Voraussetzung eine n(e°)-Gruppe
ist. Eine einfache, abelsche n(e®)-Gruppe ist aber nach Definition 5.1
eine e-Gruppe. Folglich ist W eine endliche, von 1 verschiedene e-Gruppe,
was ein Widerspruch zur Annahme ist. Damit existiert immer eine von
1 verschiedene, zyklische e-Gruppe P von Primzahlordnung. Weil eine
endliche p-Gruppe G nilpotent endlicher Klasse ist und daher jedes von
1 verschiedene, epimorphe Bild H von G ein von 1 verschiedenes Zentrum
3H hat, besitzt H auch einen Normalteiler, der isomorph zu P ist und
im Zentrum liegt. Also ist die von H in P induzierte Automorphismen-
gruppe trivial und @G eine Hyper-¢'-Gruppe. Daher sind alle endlichen
p-Gruppen x-Gruppen. Ist ¥ eine freie Gruppe endlichen Ranges, so set-
zen wir Fo=F und ¥,,, = (N, wobei N alle Normalteiler von 1,
mit [F, : N] = p durchlauft. Dann ist ¥/F, nach W. Magnus (vgl. W.
Specht [20], Seite 212) eine endliche p-Gruppe und nach einem Satz
von F. Levi (vgl. W. Specht [20], Satz 20, Seite 211) damit () ¥, = 1.
Da alle endlichen p-Gruppen x-Gruppen sind, sind also alle freien Grup-
pen endlichen Ranges residuell z-Gruppen und daher nach Vorausset-
zung auch z-Gruppen. Eine beliebige freie Gruppe ist aber residuell
frei von endlichem Range. Folglich sind alle freien Gruppen x-Gruppen.
Nach Voraussetzung sind alle freien x-Gruppen und deren epimorphe
Bilder n(e)-Grupper. Fir die einfachen Gruppen folgt aber nach Defi-
nition 5.1, daf} sie e-Gruppen sind. Ferner sind die nicht abelschen, ein-
fachen Gruppen a-Gruppen. Also sind alle nicht abelschen, einfachen
Gruppen sowohl e- als auch a-Gruppen. Wegen Lemma 5.2 sind alle Grup-
pen Untergruppen nicht abelscher, einfacher Gruppen, und daher folgt
aus der Untergruppenvererblichkeit von a und e, dag alle Gruppen a-Grup-
pen und e-Gruppen sind, also a =e¢ = u ist. Q.E.D.

Anmerkung: Samtliche Voraussetzungen im Satz 5.3 sind unent-
behrlich: Die Eigenschaft e = a = ¥ = Endlichkeit zeigt die Unent-
behrlichkeit der Residualitit fiir die Gruppenklasse x.

Wihlen wir fiir a = u und fiir ¢ = x die im Anhang an Kapitel 4 an-
gegebene Klasse aller Gruppen mit p-Folgen, so ist ¢ = x nicht epimorphis-
menabgeschlossen, jedoch sind alle iibrigen Voraussetzungen von Satz
5.3 erfilllt, und es ist t 54 ¢ # u. Das zeigt die Unentbehrlichkeit der
Abgeschlossenheit von x in gewissen epimorphen Bildern. Die Unentbehr-
lichkeit aller iibrigen Voraussetzungen ist trivial.

FOLGERUNG 5.4. Seien a und e untergruppenvererbliche, gruppentheore-
tische Eigenschaften. Sei t # ¢ # u # a. Ist A eine linear geordnete Menge
und ist die Klasse x aller Gruppen mit ¢°-A-Reihe residuell abgeschlossen und
sind epimorphe Bilder freier x-Gruppen wieder 1-Gruppen, so ist A endlich.
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Anmerkung: Ist e=u und a =1t und 4 = =, so ist x, die Klasse
aller Gruppen mit u'-n-Reihe gerade die Klasse aller Gruppen der Nil-
potenzklasse #. Diese Gruppenklassen sind Varietiten. Das Beispiel
zeigt also, dall auch alle endlichen Fille fiir A eintreten konnen.

Beweis: Die Gruppenklasse x ist eine Klasse von n(e®)-Gruppen.
Ist A unendlich, so sind auch alle endlichen Hyper-e'-Gruppen in x, da
sie wegen Satz 4.3 eine endliche e'-Reihe Desitzen und alle endlichen:
Ordnungstypen wegen der Unendlichkeit von A auch < A sind. Ferner
sind alle e-Gruppen, insbesondere unendlich zyklische e-Gruppen x-Grup-
pen. Nun sind alle Voraussetzungen von Satz 5.3 erfiillt, und es folgt
¢ =1 oder ¢ = a = u, was aber der Voraussetzung der Folgerung wider-
spricht. Also ist A endlich und die Behauptung hewiesen.

FOLGERUNG 5.5. Seten a und e wunlergruppenvererbliche, gruppen-
theoretische Eigenschaften. Ist die Klasse aller Hyper-e®-Gruppen residuell
und sind alle nilpotenten e-Gruppen auch Hyper-e*-Gruppen, so ist e =1t
oder ¢ = a = 1.

Beweis: Die Klasse aller Hyper-e’-Gruppen erfiillt die Voraus-
setzungen fir die Gruppenklasse x im Satz 5.3. Also folgt aus Satz 5.3
die Behauptung.

FOLGERUNG 5.6. Seien a wund e untergruppenvererbliche, gruppen-
theoretische Eigenschaften. Ist die Klasse x aller Gruppen mit aufsteigender
¢'-Reihe restduell und sind epimorphe Bilder freier x-Gruppen x-Gruppen,
80 ist e =1t oder ¢ = a = u.

Beweis: Die Klasse x erfiilllt alle Voraussetzungen von Satz 5.3,
wonach dann die Behauptung folgt.

FOLGERUNG 5.7. Seien a wund e faktoremvererbliche Eigenschaften.
Ist B eine Ordinalzahl und die Klasse x aller Gruppen mit e°-S-Reilie kar-
tesisch abgeschlossen, so ist f eine matiirliche Zahl.

Beweis: Da a und e sich auf Faktoren vererben, ist auch x nach
Lemma 4.5 faktorenabgeschlossen. Also ist x eine Varietdt. Varietdten
sind residuell- und epimorphismenabgeschlossen. Ist ¢ = t oder e = a = u,
so ist f = 1. Also konnen wir ¢ # t und ¢ # u oder a # u vorausgsetzen.
Ist f# unendlich, so erfiillt x alle Voraussetzungen von Satz 5.3, und es folgt
e =1 oder e = a = u, was ein Widerspruch ist. Daher ist § eine natiir-
liche Zahl.

FoLGERUNG 5.8. Sind a und e #t wuntergruppenvererbliche Eigen-
schaften, vererbt sich a auf epimorphe Bilder und ist die Klasse aller
Gruppen mit (absteigender) e¢°-Reihe epimorphismenabgeschlossen, so st
a=¢e¢=1 '

Anmerkung: In Folgerung 5.8 kann das Wort ,,absteigend” wegge-
lassen werden.



26 Kartesisch und residuell abgeschlossene Gruppenklassen

Beweis: Wegen Lemma 4.6 ist die Klasse x aller Gruppen mit
(absteigender) e°-Reihe residuell. Daher sind alle Voraussetzungen von
Satz 5.3 erfiillt, und es folgt e = a = u.

ZUSATZ 5.9. Sei e # t eine faktorenvererbliche und a eine epimorphis-
menabgeschlossene Gruppenklasse. Ist x eine residuelle Klasse von Hyper-
-e%-Gruppen, die alle endlichen Hyper-¢'-Gruppen enthdlt, so ist a = u.

Ist iiberdies ¢ eine Varietdt, so ist sogar a = ¢ = u.

Beweis: Da sich a auf epimorphe Bilder vererbt und es mindestens
eine a-Gruppe gibt, ist auch 1 eine a-Gruppe. Weil sich t # ¢ auf Faktoren
vererbt, gibt es eine zyklische e-Gruppe P der Primzahlordnung P # 1.
Ist H ein von 1 verschiedenes, epimorphes Bild einer endlichen p-Gruppe,
80 besitzt H einen zu P isomorphen, zentralen Normalteiler. Also sind
alle endlichen p-Gruppen Hyper-¢!-Gruppen und daher x-Gruppen. Nach
dem schon einmal angewandten Satz von W. Magnus (vgl. W. Specht
[20], Satz 21, Seite 211) sind freie Gruppen residuell endliche p-Gruppen,
also residuell i-Gruppen. Daher sind alle freien Gruppen x-Gruppen.
Ist die freie Gruppe F nicht abelsch, so besitzt F auch keinen von 1 ver-
schiedenen abelschen Normalteiler. Da F insbesondere eine Hyper-u’-
-Gruppe ist, gibt es einen Normalteiler N # 1, in dem F eine a-Auto-
morphismengruppe induziert. Also ist ¥#/cyN eine a-Gruppe. Da F
nicht abelsch ist, ist ¥ ~ ¢z N = 3N = 1, weil 3N sonst ein von 1 verschie-
dener, abelscher Normalteiler von F wire. Also ist NocgN =1 und
N-¢zg]N = NQcyN. Da N #1 ist und N:¢zN nach dem Schreierschen
Satz frei ist und freie Gruppen nicht als (echtes) direktes Produkt dars-
tellbar sind, vgl. hierzu R. Baer und F. Levi ([3], Folgerung 4, Seite 397),
ist ¢#/N =1 und daher ¥ = F/cpN eine a-Gruppe. Folglich sind alle
freien Gruppen a-Gruppen. Da epimorphe Bilder von a-Gruppen
a-Gruppen sind, ist a = u.

Nun sind alle freien Gruppen Hyper-e-Gruppen, und es gibt daher
freie, nicht abelsche e-Gruppen. Da sich e auf Faktoren vererbt, gibt
es auch freie e-Gruppen vom Range 2. Weil ¢ nach Voraussetzung eine
Varietit ist, sind alle freien Gruppen ¢-Gruppen, da freie Gruppen resi-
duell frei vom Range 2 sind. Algo ist auch ¢ = u.

FOLGERUNG 5.10. Ist t # ¢ eine Varitdt und a eine epimorphismen-
vererbliche Eigenschaft und die Klasse aller Gruppen mit e¢°-f-Reihe resi-
duell, so tst fi eine natiirliche Zahl.

Beweis: Da die Voraussetzungen von Zusatz 5.9 erfiillt sind, folgt
aus diesem, falls § unendlich ist, daBl a = ¢ = u ist. Dann ist aber § = 1,
also erst recht endlich. '

FOLGERUNG 5.11. Ist t # ¢ eine Varietat und a eine epimorphismen-
abgeschlossene Klasse und die Klasse aller Hyper-e*-Gruppen residuell,
so ist a =e¢ = u und u = Klasse aller Hyper-e*-Gruppen.
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Beweis: Das Korollar folgt aus dem Zusatz 5.9.

Anmerkung: Dies ist eine Verschirfung einer Aussage in R. Baer
([7], Satz 5.1, Seite 205).

VI. Tiirme von Gruppenklassen

Eine aufsteigend wohlgeordnete Klasse ist eine geordnete Klasse,
deren nicht leere Teilklassen minimale Elemente besitzen. Ein Gruppen-
klassenturm ist eine durch Inklusion aufsteigend wohlgeordnete Klasse
von Gruppenklassen. Ein Gruppenklassenturm & ist abgeschlossen, wenn
© alle Vereinigungen seiner Teilklassen enthilt.

Beispielsweise sind Nilpotenz, Auflosbarkeit bzw. von endlichem
Exponenten zu sein Gruppenklassen, die als Vereinigung der Varietiten-
tirme vom Typ <o der Gruppenklassen

von n-ter Nilpotenzklasse

von n-ter Auflésbarkeitsstufe bzw.

von Exponenten n! zu sein
entstehen.

SATZ 6.1. Sei @ eine Klasse von residuellen Gruppenklassen, die ihre
direkten Faktoren enthalten und v ihre Vereinigung. Dann sind dquiva-
lent:

(1) v ist residuell.

(2)  Direkte Produkte von v-Gruppen sind v-Gruppen.

Anmerkung: Es kann vorkommen, dafl v nicht residuell ist, obwohl »
Vereinigung eines Turmes residueller Gruppenklassen ist, wie alle obigen
Beispiele zeigen.

Beweis: Ist v residuell, so sind direkte Produkte von v-Gruppen
wieder p-Gruppen. Sei daher umgekehrt G eine Gruppe, die residuell-v
ist; dann gibt es eine Menge It von Normalteilern von G derart, dall G/ M
eine p-Gruppe fiir alle M e M und (M = 1 ist. Ist € die Menge aller G/ M

n

mit M eI, so bilden wir das direkte Produkt D = D(E). Nach Voraus-
setzung (2) ist D eine v-Gruppe und gehort also zu einem fe®. Da direkte
Faktoren von f-Gruppen wieder ¥-Gruppen sind, folgt, daBl auch G/M
fiir jedes M <IN eine f-Gruppe ist. Also ist G sogar residuell eine f-Gruppe
und daher selbst eine f-Gruppe. Somit ist G erst recht eine v-Gruppe,
und die Residualitit von o ist bewiesen.

SATZ 6.2. Sei m eine unendliche Kardinalzahl oder das Symbol oo, d.h.
grofer als jede Kardinalzahl, B eine Ordinalzahl und © ein Turm von Gruppen-
klassen vom Typ B, die die direkten Faktoren threr Gruppen und die m-kar-
tesischen Produkte ihrer Teilmengen enthalten. Ist v die Vereinigung dieser
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Klassen aus O, so sind dquivalent:
(1) B ist keine Limeszall.
(2) m-kartesische Produkte von v-Gruppen sind v-Gruppen.

Beweis: Ist f keine Limeszahl, so existiert ein f aus @ derart,
dafl » = f und daher v bzgl. m-kartesischer Produktbildung abgeschlossen
ist. Ist umgekehrt § eine Limeszahl, so wollen wir zeigen, daBl » nicht alle
m-kartesischen Produkte enthalt. Hierzu benétigen wir nicht mehr die
Voraussetzung, dafl die Gruppenklassen fe® ihre m-kartesischen I’ro-
dukte enthalten. Nach Definition von o gilt:

(a) @ ist eine v-Gruppe genau dann, wenn es ein te@ derart yibt, daff G
eine E-Gruppe ist.

Nun gibt es fiir jede -Klasse ¢ © eine p-Gruppe G (f), die keine t-Gruppe
ist. Mit dieser Gruppenmenge I = (G(f)/f<®)> bilden wir das m-karte-
sische Produkt G = K,9. Wire Gep, s0 gibe es wegen (a) ein xe@
derart, dal G eine x-Gruppe ist. Als m-kartesischer Faktor von G ist G(f)
auch einem direkten Ifaktor von G isomorph, lige also in x fiir alle
T <@, was der Konstruktion der G(f) widerspricht. Also ist G keine

v-Gruppe und v daher nicht bzgl. m-kartesischer Produkte abgeschlos-
sen. Q.E.D.

FOLGERUNG 6.3. Ist ©@ ein Varieldtenturm wund v seine Vereinigung,
80 sind dquivalent:

(1) Der Typ A von @ ist cine Limeszahl.
(2) v st ketne Varieldat.

Beweis: Da es eine eineindeutige Abbildung der vollinvarianten
Untergruppen einer freien Gruppe I’ abzihlbaren Ranges auf samtliche
Varietaten gibt — vgl. H. Neumann ([19], Theorem 14.31, Seite 12) — und
|P(F)| = |Menge aller Untermengen von F|= 2% ist, ist @ sogar eine
Menge und daher der Typ 2 eine Ordinalzahl. Ist der Typ A von @ keine
Limeszahl, so existiert ein f¢® derart, dall v = I eine Varietat ist. Wenn
umgekehrt 1 eine Limeszahl ist, folgt aus dem Satz 6.2, dafl v nicht alle
kartesischen Produkte enthilt. Also ist v keine Varietit

Fiir die in der Einleitung dieses Kapitels definierten abgeschlossenen
Tiirme gilt dann:

FOLGERUNG 6.4. Sei 8 eine Kardinalzahl. Jeder abgeschlossene Turm
von Gruppenklassen, die ihre divekten Faktoren wund ihre W-kartesischen
Produkte enthalten, ist endlich.

Beweis: Ist der Turm @ unendlich, so enthilt er, da er abgeschlossen
ist, immer die Gruppenklasse v, zur ersten Limeszahl o. Weil v, = (J 0,
N

ist, kann diese Klasse nach Satz 6.2 nicht alle N-kartesischen Produkte
enthalten. Das widerspricht der Voraussetzung. Also ist © endlich.
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Anmerkung: Wegen Folgerung 6.4 ist ein Varietitenturm dann
und nur dann endlich, wenn er ahgeschlossen ist.

Es gibt aber auch nicht-abgeschlossene, unendliche Varietiten-
tiirme, wie das folgende Beispiel zeigt:

Sei v, = Klasse aller abelschen Gruppen vom Exponenten n!,
Up,, = Klasse aller abelschen Torsionsgruppen,
v

v, = Klasse aller abelschen Gruppen,

v,.r = Klasse aller Gruppen der Nilpotenzklasse k - 1.
Dann sind v, bzw. {(v,, 0,0, ,%> fiir alle natiirlichen Zahlen %, k nicht-
-abgeschlossene, unendliche Varietatentiirme vom Typ <o bzw. <2

Fiir die Anwendung beim Beweis von Satz 6.8 und Satz 6.9 bendtigen
wir die folgenden beiden Hilfssitze:

LeMMA 6.5. Sind a und e gruppentheoretische FEigenschaften, so gilt:

(1)  Die Klasse aller Hyper-e*-Gruppen ist in der Bildung von Produkien
(beliebig wvieler) sich paarweise zentralisierender Normalteiler ab-
geschlossen.

(2)  Direkie Produkte von (beliebig vielen) Hypo-e*-Gruppen sind wieder
Hypo-e-Gruppen.

Beweis: Sei I eine Menge sich paarweise zentralisierender Hyper-
-¢“-Normalteiler einer Gruppe, P ihr Produkt und H ein echter Normal-
teiler von P. Wire nun G-H|H =1 fir alle GeIN, so wire G < H fiir
alle GeM, also wire P = {G/GeM} = Hc P ein Widerspruch. Daher
gibt es ein Ge¢IN mit G-H/H # 1. (Anmerkung: Dieser Schlufl (und die
Behauptung) ist fiir R-kartesische Produkte mit ® > N, falsch, da hier i.a.
{G]Ge M} = KM ist.) Weil G eine Hyper-e*-Gruppen ist, gibt es einen
von 1 verschiedenen ¢*-Normalteiler N/H von G-H [H. Ferner ist N /H ein
¢’-Normalteiler von P/H, da alle Gruppen X -H/H mit Xe M und X # G
den Normalteiler N /H zentralisieren. Also ist P eine Hyper-e®-Gruppe.

Sei nun I eine Menge von Hypo-e*-Gruppen, D = D(IM) ihr direk-
tes Produkt und 1 # H ein Normalteiler von D. Sei T der kanonische
Isomorphismus von Ge¢M in D. Da H # 1, existiert ein GeIM derart,
da T =D(T) mit T =IRNG und 1 # (T"H)/T" einem Normalteiler
von @ isomorph ist. Beschreibe : diesen Isomorphismus von (T°-H)/T®
in G. Da G eine Hypo-¢'-Gruppe ist, besitzt der Normalteiler
1% N= ((I"H)/T") von @ eine in G normale Untergruppe W derart, daf
N/W ein von 1 verschiedener e¢°-Normalteilerr von G/W ist. Sei nun
X =(W®T) ~Hin D, soist H/X ein von 1 verschiedener ¢“-Normalteiler
(= N/W) von D/X und daher D wieder eine Hypo-e*-Gruppe. Q.E.D.

Fir jede Kardinalzahl r sei o(r) ein Ordnungstyp (oder eine

Menge von Ordnungstypen) einer Menge der Michtigkeit r. Sei m eine
Kardinalzahl oder das Symbol oo,
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Dann nennen wir die Klasse X von Ordnungstypen m-o-abgeschlos-
sen, wenn folgendes gilt:

(a) Ist u <» und »eZX, so ist auch uel.

(b) Ist T eine o(|T|)-geordnete Menge der Michtigkeit << m wvon Ele-
menten aus X, so gehort auch die ordnungstheoretische Summe

D't zu X, vgl. P. 8. Alexandroff ([1], Seite 41).
13
LEMMA 6.6. Seien a und ¢ gruppentheoretische Eigenschaften. Fiir

jede Kardinalzahl ¢ sei o(r) eine lineare Anordnung einer Menge der Mdach-
tigkeit v. Sei m eine Kardinalzahl oder das Symbol oo, X eine m-o-abgeschlos-
sene Klasse von Ordnungstypen und % (e%, 2) die Klasse aller Gruppen mit
e?-t-Reihe fiir veX. Ist dann I eine Menge von hichstens m Gruppen aus
t(e*, X), so ist auch das direkte Produkt D(IM) eine t(e°,2)-Gruppe.
Beweis: Sei I eine o(|M|)-geordnete Menge der Michtigkeit <m
von Gruppen aus f(e%, 2). Ferner sei M(G) fiir G M eine e’-7-Reihe von
G und 7e¢Z. Ist MG) ={X/XeM und X <G} und D =DM), so
bilden wir N(G|4) = D(M(F) XA fir alle 4eN(G) und alle GeM.
Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus ¢ von N(G|A) in D, und
die Menge aller ¥ (G| A)* bildet eine e’-y-Reihe von D. Wegen der m-o-Ab-
geschlossenheit gehért y zu X2, und D ist eine f(e? X)-Gruppe. Q.E.D.
FoLGERUNG 6.7. Sind a und e gruppentheoretische KEigenschaften,
so sind die folgenden Gruppenklassen bzgl. (beliebiger) direkter Produkte
abgeschlossen :
(1) die Klasse aller Gruppen mit aufsteigender e°-Reihe,
(2) die Klasse aller Gruppen mil absteigender e°-Reihe.

Beweis: Im ersten Fall ist £ die Klasse aller Ordinalzahlen, und
o ordnet jeder Michtigkeit die Wohlordnungen einer Menge dieser Mich-
tigkeit zu. Dann ist X auch oo-g-abgeschlossen, und die Behauptung
folgt aus Lemma 6.6.

Im zweiten Fall ist 2’ die Klasse aller Ordnungstypen absteigend wohl-
geordneter Mengen und o eine Abbildung, die einer Michtigkeit r die
Ordnungstyp aller absteigend wohlgeordneten Mengen der Michtig-
keit r zuordnet. Dann ist X ebenfalls oo-c-abgeschlossen, und die Be-
hauptung (2) folgt auch aus dem Lemma 6.6.

SATZ 6.8.

(a) Seien e #t und a untergruppenvererbliche Eigenschaften. Ist jede
nilpotente e¢-Gruppe eine Hyper-¢*-Gruppe und ist die Klasse aller
Hyper-e®-Gruppen Vereinigung eines Turmes residueller, bzgl. der
Bildung direkter Faktoren abgeschlossener Gruppenklassen, so ist
a=¢ =1u, (und die Klasse aller Hyper-e¢®-Gruppen ist ebenfalls u).

(b)  Seien e # t faktoren- und a untergruppenvererblich. Ist die Klasse
aller Hyper-¢*-Gruppen Vereinigung eines Turmes residueller bzgl.
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der Bildung direkter Faktoren abgeschlossener Gruppenklassen, so
ist a =¢= 1.

(e) Sei e+t eine Varietat und a epimorphismenvererblich. Ist die Klasse
aller Hyper-e*-Gruppen Vereinigung eines Turmes residueller bzgl.
der Bildung direkter Faktoren abgeschlossener GQruppenklassen, so
st a = ¢ = 1.

(d) Seien ¢ # 1t und a untergruppenvererblich. Ist die Klasse aller Grup-
pen mit aufsiteigender e°-Rethe Vereinigung eines Varietatenturmes,
80 ist a=¢e¢=u.

Anmerkung: (a) und (d) miissen unterschieden werden, da fir
untergruppenvererbliche Eigenschaften a und e die Klasse der Hyper-e®-
-Gruppen i.a. echt in der Klasse der Gruppen mit aufsteigender ¢°-Reihe
enthalten ist, wie a = u und e = {Z(o0)) zeigt.

Beweis: (a) Ist die Klasse aller Hyper-e"-Gruppen, die alle nilpo-
tenten e-Gruppen enthilt, ein Turm residueller in direkten Faktoren
abgeschlossener Gruppenklassen, so folgt aus Lemma 6.5 zusammen
mit Satz 6.1, dafl die Klasse aller Hyper-e*-Gruppen residuell ist. Aus
Folgerung 5.5 erhalten wir dann a =e¢ = u.

(b) Vererbt sich e # t auf Faktoren und a auf Untergruppen und
ist die Klasse aller Hyper-e*-Gruppen ein Turm residueller in direkten
Faktoren abgeschlossener Gruppenklassen, so ist die Klasse der Hyper-
-¢*-Gruppen nach Lemma 6.5 und Satz 6.1 selbst residuell. Wegen Fol-
gerung 5.5 ist dann, da nilpotente e-Gruppen Hyper-e!-Gruppen sind,
a=e¢e=1

(c) Sei ¢ #1t eine Varietit und a epimorphismenabgeschlossen. Ist
die Klasse aller Hyper-e’-Gruppen ein Turm residueller in direkten Fak-
toren abgeschlossener Gruppenklassen, so ist die Klasse aller Hyper-
-¢®-Gruppen nach Lemma 6.5 und Satz 6.1 selbst residuell, und nach Fol-
gerung 5.11 ist a=e¢ = 1.

(d) Seien e =t und a untergruppenvererblich. Ist die Klasse aller
Gruppen mit aufsteigender ¢“-Reihe ein Varietdtenturm, so ist diese Klasse
wegen Lemma 6.5 und Satz 6.1 selbst eine Varietiat., Aus Folgerung 5.6
erhalten wir dann a=e¢ = u.

Damit ist der Satz 6.8 bewiesen.

SATZ 6.9. Seien e %t und a FEigenschaften, die sich auf direkte Pro-
dukte vererben, und set B eine unendliche Ordinalzahl. Dann g¢ilt:

(a)  Vererbt sich a auf epimorphe Bilder und ist ¢ eine Varietit und ist
die Klasse aller Gruppen mit aufsteigender e¢°-8-Reihe Vereinigung
eines Turmes residueller bzgl. der Bildung direkter Faktoren abge-
schlossener Gruppenklassen, so ist a = e = u.

(b)  Vererben sich a und e auf Faktoren und ist die Klasse aller Gruppen
mit  aufsteigender e°-f-Reihe Vereinigung eines Turmes kartesisch



32 Kartesisch und residuell abgeschlossene Gruppenklassen

und bzgl. der Bildung direkter Fakloren abgeschlossener Gruppen-
klassen, so ist a = ¢ = u.

(c)  Vererben sich a und ¢ auf Untergruppen und ist die Klasse aller Grup-
pen mit absteigender ¢'-f-Reihe Vereinigung eines Turmes residueller
Gruppenklassen x derart, dafB epimorphe Bilder freier x-Gruppen
wieder x-Gruppen sind, 8o 18t a = ¢ = U.

Beweis. (a) Aus den Voraussetzungen von (a) sowie Lemma 6.5
und Satz 6.1 folgt, dall die Klasse aller Gruppen mit aufsteigender
¢’-f-Reihe eine residuelle Gruppenklasse ist. Wegen Folgerung 5.10
ist dann a=e¢=1u.

(b) Wegen Lemma 6.5 und Satz 6.1 folgt abermals, dall die Klasse
aller Gruppen mit aufsteigender ¢°-8-Reihe kartesisch abgeschlossen ist.
Nach Folgerung 5.7 ist dann e = a = u.

(¢) Aus den Voraussetzungen von (¢), Lemma 6.5 und Satz 6.1 folgt,
daB die Klasse aller Gruppen mit absteigender e®-f-Reihe residuell ist
und epimorphe Bilder freier Gruppen wieder enthilt. Daher ist nach
Folgerung 5.4 anch a =e¢ = u.

VII. Gruppen mit aufsteigender {-Reihe

Eine gruppentheoretische IFunktion f auf einer Gruppenklasse f
ist eine Vorschrift, die jeder Gruppe G aus f cine eindeutig bestimmte
Untergruppe G mit

(a) (f@)" = f(@°) fir jeden Isomorphismus ¢ von G

zuordnet.

Ist G eine Gruppe der epimorphismenabgeschlossenen Gruppenklasse f,
so definieren wir durch transfinite Induktion die aufsteigende f-Reihe
von G:

(1) foc =1,

(2)  fa@/6 = §(6/16),
3) 1.6 =Uf.G, wenn A eine Limeszahl ist.

T<<d

Das Schluliglied der aufsteigenden f-Reihe hfG = \Uf.G nennen wir in Ana-

logie zum Hyperzentrum auch das Hyper-f von G.

Eine Gruppe @ heiBt f3-Gruppe genau dann, wenn f,G = @ ist; fiir
eine f;-Gruppe @ ist auch hj@ = G, und wir nennen dann @ eine Hyper-{*-
-Gruppe.

Zu jeder gruppentheoretischen Funktion | gibt es genau eine Eigen-
schaft f*. Umgekehrt gibt es zu einer Eigenschaft ¢ im allgemeinen mehrere



VII. Gruppen mit aufsteigender {-Reihe a3

TFunktionen f mit {* = e, wie das folgende Beispiel zeigt:

f1) 6 G, wenn G abelsch ist,
B 1, wenn @ nicht abelsch ist,

f(2) ¢ = 3G,

f(1)* = §(2)" = Klasse aller abelschen Gruppen.
Zunichst sei f die universelle Gruppenklasse.
Dann heiBt § eine lokale Funktion, wenn f* lokal ist, d.h wenn fol-
gendes gilt:
@ ist genau dann eine {*-Gruppe, wenn die endlich erzeugbaren
Untergruppen von G siamtlich {*-Gruppen sind, d.h.

dann und nur dann ist {G¢ = G, wenn fU = U fiir alle endlich erzeug-
baren Untergruppen U wvon G ist.

Im folgenden Lemma wollen wir die Lokalitit von { aus reinen Be-
dingungen an die Funktion f{ herleiten. Insbesondere folgt daraus die
Lokalitit von f{ = Zentrum oder f{ = Hirseh-Plotkin-Radikal = maxi-
maler, lokal nilpotenter Normalteiler. Der Beweis ist in wesentlichen
Teilen schon bei R. Baer ([9], Seite 307 bis 309) zu finden.

LEMMA 7.1. Die Funktion | ist lokal, wenn folgendes gilt:

(L) FEs ist xefG dann und nur dann, wenn fiir jede endlich erzeugle
Untergruppe U von G auch zf{U, x} ist; d.h. | ist lokal im Sinne
von R. Baer ([9], Seite 307).

Beweis: Zunichst leiten wir die folgende Eigenschaft von { her:
(U) Ist U <@, so folgt U~ fG < {U.

Ist 2¢U A {G, so ist auch xef{x, B} fir alle endlich erzeugten Unter-
gruppen E von G wegen (L). Insbesondere ist dann aber zef{z, E} fiir
alle endlich erzeugten Untergruppen E von U. Aus (L) folgt jetzt wieder,
dal z auch Element von fU ist. Also ist (U) bewiesen.

Zum Beweis der Untergruppenvererblichket von f* sei U eine Unter-
gruppe der {*-Gruppe @. Dann gilt wegen (U):
U=U~nG=U~iGcilUcU;
also ist U = {U, und U ist eine {*-Gruppe. Damit ist {* untergruppenab-
geschlossen.

Wir betrachten nun einen Turm von f*-Gruppen. Das ist eine Menge
© von Untergruppen einer Gruppe mit folgenden Eigenschaften:
(0) O ist nicht leer.
(1) Ist TeO®, so ist T eine §*-Gruppe.
(2) Sind 8,Te0O, so folgt S =< T oder T < 8.

Dissertationes Mathematicae LXIII 3
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Sei @ = | JT die Vereinigung dieser Gruppen. G ist wieder eine Gruppe,
6

und wenn z¢K < G und K endlich erzeugt ist, so gibt es ein T¢® der-
art, da@ K < T ist. Weil T eine {*-Gruppe ist, folgt nach der eben bewie-
senen Untergruppenvererblichkeit von §*, daB K eine §*-Gruppe ist.
Algo ist xeK = fK fiir alle endlich erzeugten, x enthaltenden Unter-
gruppen K von G. Aus Voraussetzung (L) folgt dann aber zefG und
daher {G@ = @, d.h. §* ist turmvererblich. Nach einem Satz von R. Baer
([6], Satz 6, Seite 345) ist Untergruppen- und Turmvererblichkeit von
gruppentheoretischen Eigenschaften mit Lokalitit dquivalent. Wir ha-
ben also zusammen gezeigt, daB f* und daher per definitionem auch f
lokal ist.

Anmerkung: Wir betrachten die folgende gruppentheoretische
Funktion:

G, wenn @G abelsch ist,
f@ = { 3G, wenn G unendlich, nicht abelsch ist,
1, wenn G endlich, nicht abelsch ist.

Da §* die Eigenschaft abelsch zu sein ist, ist { eine lokale Funktion. Sei
G eine unendliche, nilpotente Gruppe und U ein endlicher, nicht abelscher
Normalteiler von G. Wire U ~ G < {U, so folgt der Widerspruch:
1=fU2U0U~fG=U~3G #1.

Also erfiilllt diese Funktion keines falls die Bedingung (U) und erst
recht nicht die Bedingung (L), obwohl { lokal ist. Daher ist (I.) nur eine
hinreichende aber keine notwendige Bedingung fiir die Lokalitit von f.

LEMMA 7.2. Sei | eine gruppentheoretische Funktion mit folgenden
Eigenschaften:

(1) AusU < @ folgt U ~ G < {U.

(2) Fiir jeden Homomorphismus n von G ist (f{G)" < f(G").

Fiir jede Ordinalzahl B vererbt sich damn f; auf Faktoren, und es gilt:
(1) Aus U =@ folgt U~ G < f5U.

(25) Fiir jeden Homomorphismus n von G ist (f,G)" < fa(G").

Beweis: Sei W < {@, U < @ und 7 ein Homomorphismus von U.
Aus (1) folgt dann WA U = G ~ U < {U, also ist (W ~ U)" < (fU)".
Anwendung von (2) ergibt dann:

(i) (W~ O) = §(T).

Zum Beweis von (1;) durch transfinite Induktion ist (1) die Verankerung.
Wir nehmen fiir r >0 an, daBl U ~ §,G¢ = f,U fiir alle v < v ist. Ist v = 1
eine Limeszahl, so folgt
UArfilG=U~Ufe=JUA~H s ULU =HT.
v

v d vzl
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Falls v keine Limeszahl ist, folgt nach Induktionsannahme
Un~nf._,G cf,_,U. Also existiert ein IEpimorphismus » von
U/(U ~ §,_,@) aut U/[f,_,G. Dann sei ¢ der kanonische Isomorphismus von
(Un~nf. AU~ 6 auf . ,G(U ~ §.0)/f._,G. Damit folgt:

LU ~FHNU ~Fni@)] = 76U ~ 1:6)[f. G € 1.G/[:...G = §(G]f.-.G).
Anwendung von (i) ergibt.

(U m sz)'fr—lU/fr—IU <= f(U/ff—lU) = ftU/ft—lU-

Daraus folgt U ~ {,G < §,U und (1;) ist bewiesen.

Um (2;) durch transfinite Induktion zu beweisen, benutzen wir (2)
als Verankerung. Angenommen, fiir v >0 sei schon ({.@)" < f,(@") fiir
alle » < 7. Ist 7 = 1 eine Limeszahl, so folgt

(1:@)" = (URGE)" = U (1.6)" = U T(G") = (@),
v<d r< i v A
Wenn 7 keine Limeszahl ist, folgt nach Induktionsannahme: daB
(f._1@)" < f._1(@") ist. Also existiert ein Epimorphismus von G&"/(f,_.,G)"
auf G"/f._,(G"). Aber @"/(f,_,@)" ist ein epimorphes Bild von G/f,_,@.
Daher gibt es sogar einen Epimorphismus von G/f,_,G auf G"[f,_.(G").
Dann ist das Bild von f{(G/{._.¢) = {.G/f._,G unter diesem Epimor-
phismus gerade (f.G)"f,_,(G")/f.,(G"). Diese Gruppe liegt wegen (i) in
F(@/f,-1(G") = §.(@")[f,_1(G"). Daraus folgt die Behauptung (2,).

Aus (1,) und (2,) folgt unmittelbar, daB sich {; auf Faktoren vererbt.

HivrssaTz 7.3, Set R eine unendliche Kardinalzahl, It eine Menge
von Gruppen und § eine Abbildung von M, die jedem GeIM einen Normal-
teiler ¥G von G zuordnel. Dann gilt

K (F[FF) = ([KF)[(RTEF).
m m N

Beweis: Sei ge 8kG. Dann und nur dann liegt g in KxFE, wenn
M b

jedes ¢gG in FG liegt. Die Abbildung g auf ¢° mit ¢'G = gG-FG ist also
ein Isomorphismus von (KxG)/(KsFE) auf K(G/FGF). Q.E.D.
m m m

HivrssATZ 7.4. Ist | eine gruppentheoretische Funktion, R eine Kar-
dinalzahl, M eine Menge von Gruppen und gilt fir epimorphe Bilder GG
von GeM die Gleichung §(Rx CF) = K §/EG), so folgt:

P m

(1) fa(Rs@) =2 K«(fn @) fiir alle natiirlichen Zahlen n.
m m

(2)  fo(8s@) = U Kx(in@).
W " D

Beweis durch vollstindige Induktion: Setzen wir €G = @ firr alle
G <M, so ist (1) nach Voraussetzung fiir » = 1 erfiillt. Sei nun (1) fiir
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n—1 bewiesen und ¢ der durch Hilfssatz 7.3 definierte kanonische Iso-
morphismus von Kg(G/f._.G) auf (RgG)/Rg(f,,_‘IG). Dann folgt (1):
m n

f R G /Tn—l QR = f(RN fn 1 RsG) = T(RN RN fn, IG)
= f(RN [fn_1G) )”‘ (Rs(f(G fn_1@) ))""‘ _ (RR fnG/fn—lG))H'M
= [ 0) Ry (a0 = [Re (£ 6 (Far (R @)%,

Dabei ist » der nach Induktionsannahme existierende Isomorphismus
von RRGIRR fno1G) aud RRG /f,,,_,(RRG') und p der nach Voraussetzung

exlstlerende Isomorphlsmus von Rs(f G[i._\G)) auf f(RN ffa1G)). Aus

der obigen Identitiit folgt dann sowohl (1) als auch ( )
LeMMA 7.5. Sei | eine gruppentheoretische Funktion mit:

(1) Ist U =@, so folgt U~ G =iU.

(2) Ist 5 ein Epimorphismus von G, so ist (fG)" < {(G"

(3) Ist M eine Gruppenmenge, so folgt f(‘g(}) = §(fG).

Dann ist fiir jede natiirliche Zahl n die Klasse aller §,-Gruppen eine Varietiit
und §, insbesondere eine lokale Funktion.

Beweis: Aus (1) und (2) folgt nach I.emma 7.2 die Vererblichkeit
von §, auf Faktoren. Wegen (3), zusammen mit Hilfssatz 7.4 (1), vererbt
sich f, auch auf kartesische Produkte. Das ergibt den ersten Teil der
Behauptung. Da Varietiten immer lokal sind, ist f, auch eine lokale
Funktion. Q.E.D.

Anmerkung 1 zu Lemma 7.5: Um unter den gegebenen Voraus-
setzungen von Lemma 7.5 die Lokalitit der Funktion f, folgern zu kén-
nen, mubB » eine natiirliche Zahl sein, wie das Beispiel { = 3 = Zentrum
zeigt. Wegen der Existenz von lokal nilpotenten, nicht hyperzentralen
Gruppen ist schon f, keine lokale Funktion mehr.

Dije folgenden drei Beispiele zeigen die Unentbehrlichkeit der Be-
dingungen (1), (2) oder (3) von Lemma 7.5:

(1) Fiir die Klasse der abelschen Gruppen sei {G = Produkt aller
teilbaren Untergruppen von G. (Eine Gruppe G heilit teilbar, wenn fiir
jede natiirliche Zahl n die Gleichung G" = @ gilt.) Beispielsweise fiir
eine Priifersche Gruppe P> sieht man, dall (1) (von Lemma 7.5) nicht
erfiillt ist, wenn man als Untergruppe eine zyklische, von 1 verschiedene
p-Gruppe wihlt. Also ist f auch keine lokale Funktion. Da epimorphe
Bilder von teilbaren Gruppen wieder teilbar sind, ist (2) erfiillt. Ebenso
sind kartesische Produkte von teilbaren Gruppen teilbar, woraus folgt,
daB auch (3) gilt.

(Y Der ,,Index” M ist hier zur Abkijirzung weggelassen!
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(2) Fiir eine Primzahl p sei {G = Q ¢P, wobei P alle p-Untergruppen
von G durchliuft. Diese Funktion f erfiillt die Bedingungen (1) und (3);
jedoch ist (2) nicht erfillt, wie das folgende Beispiel zeigt:

Sei ¢ das freie Produkt zweier unendlich, zyklischer und B das
freie Produkt zweier zyklischer p-Gruppen. Dann ist B epimorphes Bild
von G, aber {G@ = G und {B = 1.

(3) Ist {G = Hh3G = Hyperzentrum von G, so sind (1) und (2) er-
filllt, aber (3) ist falsch, und Hyperzentralitit ist auch nicht lokal.

Anmerkung 2 zu Lemma 7.5: Fordert man statt (1) die Bedin-
gung:

(U*) Aus U < @ folgt U ~ §G = {U,
so ist f schon deshalb lokal.

Die Untergruppenvererblichkeit folgt aus dem Lemma 7.2. Ist @
ein Turm von f*-Untergruppen, so ist T = T fiir T<6, also fir V = Lé) T
dann T ~ fV ={T = T und daher T < {V fir alle Te®. Damit ist
auch fV = V.

Die Bedingung (U*) ist jedoch sehr stark. Sind nimlich die zykli-
schen Gruppen f*-Gruppen, so ist schon fG = G fur alle Gruppen @:

Wenn geG ist, folgt f{g} ={g} und wegen (U") dann
gely} =g} < 6, also G = {G.

VIII. Endlichkeitsbedingungen fiir j-Reihen in kartesisch
abgeschlossenen Gruppenklassen

Zum Beweis des Satzes 8.3 wird das folgende mengentheoretische
Lemma wichtig sein.

LEMMA 8.1. Sei I eine Menge der Mdichtigkeit R. Dann gibt es eine
Menge B von Teilmengen von M mit:
(a) || = 2"
[(b) IstTeP, so ist | T| = N.]
(e) Sind S, TP und ist S # I, so existieren Teilmengen ,B von M
mit U] = |B] =8, A<S, BT und U~ T =B~ G =0.
Beweis: Da |M| = 8 und R-® = N, existiert eine Menge B mit:
(0) Ist JeB, so ist J Teilmenge von IM.
(1) (B =n.
(2) Aus JeB folgt | J| = N.
(3) Sind 3, KB, s0 ist (J #K] und) I~ K = G.
(4) Lmj I =M.
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Weil 2-R =R und |[J| = R fiir J ¢ B, existieren J(1) und J(2) mit
[J(1)] =13(2) =8, J(1) v J(2) =3I und J(1) ~ J(2) = 9.

Sei nun P die Menge aller Teilmengen T von M mit
(T) Esist T~ I = J(1) oder T ~ J = J(2) fiir alle J«V.

Dann besteht P aus 2° Elementen T nach Potenzmengendefinition — vgl.

etwa P. S. Alexandroff ([1], Seite 68). Wenn I ¢ P, hat T die Michtig-

keit R, da entweder J(1) < I oder J(2) < T und T eine Teilmenge
der Menge M, also einer Menge der Michtigkeit R ist.

Ist nun I, ] ¢ P und T # K, so existiert ein ¢ mit 0.B.d.A. teT
aber t¢ R Da o0B.dA. teJ(1), ist J(1) <IT und J(1)~ & = 0.
Umgekehrt ist dann auch J(2) < K& und J(2) ~ T = O. Also ist auch
(e) erfiillt.

DEFINITION 8.2; vgl. L. Fuehs ([11], Seite 54, 37, 29, 30). Ist p
eine Primzahl, so ist die abelsche Gruppe A eine elementar abelsche p-Grup-
pe, wenn A” = {a’/ae A} = 1 ist.

Eine Gruppe A ist eine freie abelsche Gruppe, wenn A ein direktes
Produkt unendlicher, zyklischer Gruppen ist.

Eine Teilmenge U einer abelschen Gruppe heillt unabhdngig, wenn die
von U erzeugte Untergruppe direktes Produkt der Elemente aus U ist.

Der Rang einer abelschen Gruppe ist die Mdchitigkeit einer maxi-
malen, unabhingigen Teilmenge von Elementen unendlicher oder Prim-
zahlpotenzordnung.

SATz 8.3. Ist M eine unendliche Menge von Gruppen # 1, R eine
Kardinalzahl < || und G = K(M) /KM, so sind dquivalent:

(1) G besitzt keinen von 1 verschiedenen Normalteiler der Mdchtigkeit
< 2%,

(2) @G besitzt ketnen wvon 1 verschiedenen Normalteiler mit Erzeugen-
densystem der Mdchtigheit < 2%,

(3) Jeder von 1 verschiedene Normalteiler von G enthdlt eine elementar
abelsche p-Gruppe vowm Range R oder eine freie abelsche Gruppe vom
Range X.

(4) Ist 1 % N ein Nprmalteiler von G, so ist |G[cN | > 2"

(5) Das Zentrum 3G von G ist 1.

(6) Es ist 3X # 1, fiir weniger als R Gruppen X aus M.

Beweis: Ist 3¢ # 1, so gibt es ein Element ge3(R(M)) mit gX #1
fiir mindestens R Gruppen X ¢ JN. Gibt es namlich kein solches Element g,
go ist fiir jedes fe R(M) mit f¢ KyIN auch fX¢3X fiir mindestens X Grup-
pen X M. Dann existiert zu fX ¢3X ein aX e X derart, daB fX o aX # 1
ist. Daher gilt fiir aeR (M) mit aX = 1, wenn fXe3X, dal fXoaX #1
fiir ® Gruppen X<, also foa =1 mod KM ist. Folglich ist f KD
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nicht in 3G fir alle f e R (M) mit f ¢ KgIN und daher 3¢ = 1, was der Vor-
aussetzung widerspricht.

Da 1 # gXe3X fir mindestens ® Gruppen X e, ist 3X #1 fiir
mindestens ® Gruppen X 9. Also folgt (5) aus (6). Die von g-R{xIN er-
zeugte Gruppe ist ein von 1 verschiedener, zyklischer, zentraler Normal-
teiler von G. Er hat natiirlich hochstens abzihlbare Michtigkeit, wird
von einem Element erzeugt, enthilt eine elementar abelsche oder eine
freie abelsche Gruppe vom Range 1, und G/c{gRxI} = 1 folgt wegen
g KM e3@. Daher folgt (5) aus allen anderen Bedingungen.

Ist nun umgekehrt 3X - 1 fir mindestens ® Gruppen X ¢ M, s0 exis-
tiert ein Element ze & (M) derart, dall 2X e 3.X fiir alle Gruppen X e I und
2X #1 fir alle Gruppen Xe9t mit 3X # 1 ist. Dann ist aber
1 # z mod KM und 1 # z- KM 3G, also 3G # 1. Somit sind (5) und (6)
dquivalent. Sei wieder 3X # 1 fiir weniger als 8 Gruppen X aus M. Ist
1 # N ein Normalteiler von @, so betrachten wir G/cN. Wenn G = <N
ist, ist 1 # N < 3@, also 3G # 1. Aus der schon bewiesenen Aquivalenz
von (5) und (6) folgt der Widerspruch 3G = 1. Daher ist G/cN # 1, und
es gibt ein geR(M) mit gRxIM¢cN. Folglich existiert auch ein b e K(N)
mit bRxIMe N und ¥’ 5= b mod KxIN. Damit bilden wir die Menge IM*
aller X aus M mit bX°* - bX. Diese Menge hat nach Konstruktion eine
Michtigkeit > 8. Anwendung von Lemma 8.1 ergibt die Existenz einer
Menge P von Teilmengen von M*, die den folgenden Bedingungen geniigt:

(a) [Pl =2"

[(b) Ist TeP, so ist |T| = N.]

(¢) Sind S, TeP und ist S # T, so existieren Teilmengen A, B von
Mmit A =B =8,A<GS,B<T und A~ T=B~C =9.

Ist nun TP, so sei f;eR(M) definiert durch:

gX, wenn XeZI,
X =
1, wenn XeIM, X¢T.

Nach Konstruktion ist (fg'-bfz)X = (fzX) ''bX fzX +# bX dann und
nur dann, wenn XeX. Wenn R, TeP und K& # T ist, so ist

(e X)) bX 3 X # (foX)™'-bX -foX

fir 8 Gruppen X eI (wegen Bedingung (c¢)). Daraus folgt schlieBlich,
daB f5'-b-fy = fa' b-fo mod KM fiir T # K aus P ist. Weil bRMe N
und daher auch fz'-b-f; R e N fiir alle TP ist, hat N also wegen (a)
eine Michtigkeit > 2%, Daher ist (1) aus (6) hergeleitet. Weil aber sogar
FzRM = foRIM mod cN ist, enthilt G/cN wenigstens 2° voneinander
verschiedene Elemente. Damit haben wir auch (4) aus (6) hergeleitet,
und die Aquivalenz von (1), (4), (5) und (6) ist bewiesen.
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Wir setzen wieder die dquivalenten Bedingungen (1), (4), (5) und (6)
voraus. Sei 1 # N ein Normalteiler von G und @ ein von 1 verschiedenes
Element von N. Ferner sei ae!(M) ein Repriasentant von d@ mit @ = a KKIN.
Da a # 1 ist, ist |Ta| = R, und die Menge

M — (XXM, XeTa, 3X =1> = (X/XeM, aX #1,3% = 1)

— vgl. hierzu Bezeichnungen und Definitionen — hat wegen (6) die
Michtigkeit > 8. Da XX = 8, konnen wir IM* in eine Menge P von R dis-
junkten Teilmengen der Miichtigkeit > X zerlegen. Wegen aX # 1 und
3X =1 fir XeM* existiert ein gXeX mit aX’> = bX # aX. Dann
definieren wir ¥y, gz ¢ R(IM) fir alle TP durch:

. _ JaX, wenn X¢Z,
yrd = {bX, wenn X e,

_ JyX, wenn XeZT,
g2 = { 1, wenn X¢Z.

Da y; = g3 'a g; und @ aus N ist, liegt das Element y; = y:RxMt eben-
falls in N, und definieren wir z¢ fiir alle TeP durch

bX-aX"', wenn X3,

.TI.X = {
1 sonst,

und z; = oy KM, s0 ist Ty = ¥y, 4~ aus N.
Da bX-aX ! =aX  aX ' #1 fir Xe¢T und |T| >N ist, so ist
Zy ein von 1 verschiedenes Element von N. Also ist X = (2,/TeP)
eine Menge von > X voneinander verschiedenen Elementen aus .
Enthilt X keine X Elemente der Ordnung 0 oder < » fiir eine na-
turliche Zahl », so gibt es eine Menge Q) von Teilmengen von B mit den
folgenden Eigenschaften:

(d) Q] =N
(e) Ist Refd, s0 ist |R| = R,.
®  UR=19.

RQ

(g) Ist R#SeQ s0ist RAS =0.
(h) Ist ReQ und n eine natiirliche Zahl, so existiert ein TR mit
o(wg) = n.
Nun betrachten wir die Menge W aller Elemente wg fir SeQ der
folgenden Form: ’
Zy, wenn TeX,
1 sonst,
mit wg = wg K.
Wegen (h) haben alle Elemente aus I3 die Ordnung 0. Aus (d) und
(g) folgt, daBl || = N ist. Nach Konstruktion sind alle wg Konjugierte
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von a. Da de N, ist also auch 9B cine Teilmenge von N. Daher konnen wir
0.B.d.A. voraussetzen, daB alle Elemente aus X gleiche Ordnung haben.

Nach Konstruktion sind alle Elemente aus X unabhingig und mit-
cinander vertauschbar.

Im ersten Fall ist daher X eine freie Basis ciner freien abelschen
Gruppe von Range N.

Im zweiten Fall gibt es eine von 1 verschiedene Primzahl p derart,
dafl alle Elemente aus X eine durch p teilbare Ordnung haben. Nun
bilden wir die Menge B aller #* mit Z ¢X und k = o(Z)/p. Dann ist die
von B erzeugte Gruppe ebenfalls eine Untergruppe von N und zwar
eine elementar abelsche p-Gruppe vom Range X. Also ist die Aquivalenz
von (3) bis (6) bewiesen.

Fiir eine Kardinalzahl 8 gilt 8, << & < 2%, vgl. etwa P.S. Alexandroff
([1], Seite 68). Also ist 2% eine iiberabzihlbare Kardinalzahl. Fir iiber-
abzahlbare Gruppen ist aber die Michtigkeit eines Erzeugendensystems
immer gleich der Miichtigkeit der ganzen Gruppe. Daraus folgt die Aquiva-
lenz von (1) und (2), und die Aquivalenz aller sechs Bedingungen von
Satz 8.3 ist bewiesen.

Um die nichsten Sitze moglichst allgemein formulieren zu kénnen,
fithren wir die folgenden Bezeichnungen und Definitionen ein:

Ist e eine gruppentheoretische Eigenschaft und G eine Gruppe, so
sei me(G@) das Minimum aller Michtigkeiten r mit der Eigenschaft:

Es gibt Untergruppen U von G mit |U| = r, U ist keine e-Gruppe
und me(@) = 0, wenn alle Untergruppen von G die Eigenschaft e haben.
Wir nennen U mit |U|=me(GF) dann eine me- Untergruppe.

Ist e; eine gruppentheoretische Eigenschaft von §;-Gruppen fir
€3, so sei s(e;f;) = Sup (me;(G)/Gef;, 1¢J)> das Supremum dieser
Michtigkeiten me;(#). Dabei kann s(e;, f;) eine Kardinalzahl, 0 oder das
Symbol oo, d.h. grofler als jede Kardinalzahl sein.

Sind e¢; lokale Eigenschaften, so ist s(e; f;) < N,.

Sei s eine Kardinalzahl, 0 oder oo, X eine Kardinalzahl und x eine
Gruppenklasse. Dann ist der ®-s-Rand von x die kleinste Gruppenklasse 1
mit folgenden Eigenschaften:

(1) Ist U eine Untergruppe einer x-Gruppe mit | U| <s, so ist Uey.
(2) Kartesische Produkte abzéhlbar vieler 1-Gruppen der Michtig-
keit < s und deren epimorphe Bilder sind p-Gruppen.

(3) Ist G eine n-Gruppe der Michtigkeit < s™, und ist 9 eine Menge
von 8 zu @ isomorphen Gruppen, so ist K(IN)/B(M)ey.
Diese Klasse n wird mit r(x, 8,s) = r(x) bezeichnet.
Weiterhin sei 4" die Menge der natiirlichen Zahlen.
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LeEMMA 8.4. Sei | etne gruppenthéoretische Funktion, und fir direkte
Produkte abzihlbarer Gruppenmengen M sei [(DF) ~D(fG). Enthdlt die
m m

Gruppenklasse ¥ mit ciner Gruppe alle thre Untergruppen der Mdchtigkeit
< s(fn, ) und mit einer abzihlbaren Menge von Gruppen der Michtigkeit
< s(fn, T) auch deren direktes Produkt und besitzt jede T-Gruppe der Mich-
tigkeit < s(fn, I)'R, eine endliche §-Reihe, so gibt es eine positive, ganze Zahl
n derart, daf alle Gruppen aus ¥ eine f{-Reihe der Ldnge < n besilzen.

Beweis: Wire das Lemma falsch, so gibe es fiir jede natiirliche
Zahl n eine Gruppe G, und daher auch eine Untergruppe U, von G, mit
| Un| < 8(fn, T), die keine f-Reihe der Liinge n besitzt, aber eine f-Gruppe
ist. Wir bilden das direkte Produkt D dieser Gruppen U,. Nach Vor-
aussetzung gehoért D zu f. Anwendung von Hilfssatz 7.4 zeigt, daB D
dann keine endliche f-Reihe besitzt. Das widerspricht der Voraussetzung
unseres Lemmas, und damit ist die Behauptung bewiesen.

FoLGERUNG 8.5. Enthdlt die Gruppenklasse ¥ mit einer Gruppe alle
ihre abzdhlbaren Untergruppen und mit einer abzihlbaren Menge abzahl-
barer Gruppen auch deren (natiirlich abzdhlbares) direktes Produkt und ist
jede Gruppe aus t nilpotent endlicher Klasse, so gibt es eine posilive, ganze
Zahl n derart, daf alle Gruppen aus T nilpotent der Klasse n sind.

Beweis: Fir das Zentrum 3 sind (1), (2) und (3) von Lemma 7.5
erfiill, also ist 3, nach Lemma 7.5 lokal und daher s(3; ,f) < ¥,. Dann
ergibt aber Anwendung von Lemma 8.4 die Behauptung der Folgerung.

LeMMA 8.6. Sei | eine gruppentheoretische Funktion auf der Klasse
aller epimorphen Bilder von Gruppen aus ¥ und x(f) = 1(f,1, s(fz, 1)) so,
dap fiir Faktoren F, von mf,-Gruppen die Gleichung

f(]Fy) = K({Fn)
N v

gilt. Hat dann jede t(t)-Gruppe eine aufsteigende §- Reihe vom Typ < w, so gibt
es eine natiirliche Zahl n derart, daf alle §-Gruppen eine §-Reihe der Lange
n besitzen.

Beweis: Angenommen, das Lemma sei falsch. Dann gibt es fiir
jede natiirliche Zahl n eine Gruppe G,, die keine aufsteigende f-Reihe
der Linge n besitzt. Nach Definition des Randes gibt es dann eine Unter-
gruppe U, von G, in r(f), die ebenfalls keine f-Reihe der Linge n besitzt,
fiir die also §,Un, ¢ U, und | U,| < s(fn, ) gilt. Wir bilden nun das kar-
tesische Produkt G = j}U,, dieser Gruppen U,. Nach (2) der Definition

des Randes gehort auch G zu t(f). Wegen f,U,, = U, gibt es ein x,ec Uy,

das nicht in {, U, liegt. Wir bilden in G das Element & mit z(U,) = z,.

Aus Hilfssatz 7.4 (2) folgt f,G ~ U & (f:U.), und da z¢ K (f:U,) fir
m./V'

TeA" et

jedes teA”, ist auch x¢f,GF. Also ist G eine r(¥)-Gruppe, die keine
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aufsteigende f-Reihe vom Typ o besitzt. Das widerspricht der Voraus-
setzung des Lemmas, und die Behauptung ist bewiesen.

Anmerkung: Fiir den Beweis des Satz 8.8 vermerken wir:

Wenn es keine natiirliche Zahl »n derart gibt, daf alle {-Gruppen
eine f-Reihe der Linge =» besitzen, existiert eine Gruppe G = {U, aus
r(f) mit |G| <s(f, D und G/L # 1 fir L = f(,,G-;QUn. o

FoLGERUNG 8.7. Enthdlt die Gruppenklasse ¥ mit einer Gruppe alle
thre abzihlbaren Untergruppen und mit einer abzahlbaren Menge abzdhlbarer
Gruppen auch deren Lkartesisches Produlkt, besitzt jede Gruppe der Mdch-
tigkeit < 280 aus ¥ eine aufsteigende Zentralreihe vom Typ <w, 8o gibt
es eine mnatirliche Zahl n derart, dafl alle ¥-Gruppen nilpotent der
Klasse n sind.

Beweis: Nach Lemma 7.5 ist wiederum s(3n,f) <X,. AuBerdem
ist r(f) in ¥ enthalten. Anwendung von Lemma 8.6 ergibt dann die Be-
hauptung.

Jetzt werden wir fiir den Rand von f iiberhaupt keine f{-Reihenbe-
dingung (wie in Lemma 8.4 und 8.6), sondern nur noch eine stirkere Ab-
geschlossenheit und die Existenz von Normalteilern einer festen Mich-
tigkeit verlangen, und es wird sich zeigen, daB fiir gewisse Funktionen
f alle f-Gruppen trotzdem eine f-Reihe der Linge n haben.

SATz 8.8. Sei 8 eine Kardinalzahl, ¥ eine Gruppenklasse und | eine
gruppentheoretische Funktion auf der Klasse aller epimorphen Bilder kar-
tesischer Produkie von Gruppen aus t. Hat dann r(})= t(f, R,{)= t(f, R, s(f7,T)
die Eigenschaften:

(1) Jede von 1 wverschiedene t(f)-Gruppe G besitzt einen Normalteiler
N #1 mit |N| < 2%oder |@ [(N| < 2%

(2) Ist F, fiir jedes neA" ein Faktor einer mfy- Untergruppe einer Gruppe
G, aus I, so ist f(JS}F,,) =§(TF,,,).

(3) Ist G eine t(¥)-Gruppe und |G| < (., ), so liegt xeG dann und
nur dann in §,G0, wenn wo G < {,G fir fast alle ved" ist

8o gibt es eine natirliche Zahl m derart, daf alle ¥:-Gruppen eine f-Reihe

der Ldnge m besitzen.

Anmerkung: Setzt man { = Klasse der abelschen Gruppen und
ist @ = {z/x ¢ @ mit " = 1} fir abelsches @, wobei r eine feste natir-
liche Zahl, etwa auch 1 ist, so ist f,¢ die maximale Untergruppe vom
Exponenten " von G. Die Bedingungen (1) und (2) des Satzes 8.8 sind
dann natirlich erfiillt. Ist zeAef und o(x) = 0 (beispielsweise, wenn
A = Z(oc) i8t), so ist zo0 A =1 < fA aber nicht zef,4, also ist (3)
verletzt, und die Behauptung des Satzes ist etwa fir A = Z (o) falsch.
Das zeigt die Unentbehrlichkeit der einschneidenden Bedingung (3) fir
den Satz 8.8. Sei f wieder die Klasse der abelschen Gruppen und 7 eine
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von 1 verschiedene natiirliche Zahl. Dann bilden wir die folgende Funk-
tion fiir abelsche Gruppen G:

&, wenn G unendlich ist,
fG@ = {{x/reG, es gibt ein 8 mit 0 < s <» und 2° =1},
wenn G eine endliche Gruppe ist.

Dann ist {,G = G. Also sind (1) und (3) von Satz 8.8 erfiillt. Ist U, = Z(»?)
eine zyklische Gruppe der Ordnung *, so folgt f(RU,) = KU, # K(fU,).
A va Ve

Natiirlich gibt es fiir jede natiirliche Zahl m eine Gruppe G ¢f derart,
dafl §,G # G ist. Das alles zeigt die Unentbehrlichkeit von (2). Da die
Gruppenklasse r(f,8,s) nur Gruppen der Michtigkeit < 2% zu enthalten
braucht, zeigt dies die Minimalitit der Schranke 2% in (1); ebenso ist auch
die Unentbehrlichkeit von (1) fiir den Satz 8.8 von vornherein klar.

Beweis des Satzes 8.8: Wire der Satz falsch, so folgt aus der Anmer-

kung zu Lemma 8.6 die Existenz einer Gruppe G mit den folgenden Eigen-
schaften:

G = KU, |G| <s(fn b, U,et und G/L «1 fir L = §,G-DU,.
& s

Da tft, 1, s(fi, §) <zt(f, 8, s(fi, §), ist auch Ger(f), und es sei
r(f) = t(fy N, S(T:a f))

Ist zeG@ mit z(U,) = z,, so folgt, dal Lz :#1 dann und nur dann
ist, wenn folgendes gilt:

(1) Zumne 4 existieren unendlich viele ¢ e A7, dall 2;¢ §, U,

denn genau dann liegt 2 nach Hilfssatz 7.4 (2) und Definition des direk-
ten Produktes mnicht in L.
Da 8,-8y = Ry ist, gibt es natiwrliche Zahlen A7 (r) fir re 4" mit:

H/M(r) =N, A F)~AN(k)y=0, wenn r £Fk, [A(r)] =8, und fiir

A (), n >0 gibt es unendlich viele i(r) e A7 (r) mit 2, ¢ ., Uip-

Dann Dbilden wir in G(r) = & U, durch kanonische Projektion
A7(r)

voun z das Element z(r) mit 2(r)(U,) = 2, fir ne A7 (r). Es folgt mit Hilfs-
satz 7.1 (2), dafl z(r)¢f.G(r). Da G(r) kartesisches Produkt von f-Grup-
pen U, ist, ist G(r) eine r(f)-Gruppe der Michtigkeit < s(f,})", und des-
halb gilt nach Voraussetzung (3), daB z(r)o G(r) <K §,G(r) ist, d.h. es
gibt ein y(r)e G(r) mit z(r) o #(r) ¢ /G (r). Durch die umgekehrte kano-
nische Einbettung der G(r) in G erhalten wir in ¢ das Element y mit
y(U,) = y(r)(U,), wenn n ¢ A (r) ist. Fiir die Elemente y, 2 € G gilt dann
zoy ¢ §,G fur alle natiirlichen Zahlen r. Daher ist aber auch z oy ¢{.,G.
Auflerdem gibt es dann fir n >0 unendlich viele ie4” mit
(zoy)(U;) ¢§.U;, d.h. aber zoy geniigt der Bedingung (i), und somit
ist 20y #* 1 mod L. Damit haben wir gezeigt, dafl Lz nicht im Zentrum
von G/L liegt. Weil Lz aber ein beliebiges, von 1 verschiedenes Element
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aus G/L ist, folgt 2(@G/L) = 1. Nach (2) der Definition des Randes r(f)
ist G/L eine r(f)-Gruppe. Zusammen haben wir also die Existenz einer
von 1 verschiedenen r(f)-Gruppe mit trivialem Zentrum, deren Méich-
tigkeit < s(fy, )™ ist, nachgewiesen. Sei nun I eine Menge von X zu
dieser Gruppe isomorpher Gruppen. Dann bilden wir K(9t)/B(9M). Das
ist nach (3) der Definition des Randes eine Gruppe aus r(f). Aus Satz 8.3
folgt dann, dal sie weder einen von 1 verschiedenen Normalteiler der
Michtigkeit <X 2° noch einen Normalteiler N' # 1 mit [ (K (IR) /B (M)) [cN| < 2%
besitzt. Also erhalten wir einen WWiderspruch zur Voraussetzung (1),
und der Satz 8.8 ist bewiesen.

FOLGERUNG 8.9. Sei N eine Kardinalzahl und T eine Gruppenklasse,
die alle ihre abzihlbaren Uniergruppen und mit einer abzihlbaren Menge
abzihlbarer Gruppen auch deren Lkartesisches Produkt und seine epimorphen
Bilder enthdlt. Ist I eine Menge von R isomorphen I-Gruppen der Machtig-
keit < 2%, so sei auch K(M)/B(M) eine T-Gruppe. Wenn jede ¥-Gruppe
G #1 einen Normalteiler N 1 besitet derart, daf |N| < 2% oder
|G [N | < 28 ist, so gibt es eine natiirliche Zahl n derart, daf alle T-Gruppen
nilpotent der Klasse n sind.

Beweis: Wir setzen f = 3 = Zentrum und wenden Lemma 7.5 an.

Da 3 die Voraussetzungen (1), (2) und (3) von Lemma 7.5 erfillt, ist 3,

eine lokale Funktion und daher s(3s, ) < 8,. Natiirlich ist 3(RG) =~ K(3@),
M M

und aus zo G < 3,G folgt xe3,,,G = 3,0, also sind alle Voraussetzun-
gen von Satz 8.8 erfilllt. Seine Anwendung ergibt dann die Behauptung
der Folgerung.

DErFINITION 8.10."Seien a und e gruppentheoretische Eigenschaf-
ten. Dann ist G eine Poly-e*-Gruppe, wenn G eine cndliche e°-Normal-
reihe Dbesitzt.

HAUPTFOLGERUNG 8.11. Seien a wund e gruppentheoretische Kigen-
schaften, und vererbe sich e auf Normalteiler. Seien Zentren von Hyper-e®-
-Gruppen wieder Hyper-e*-Gruppen. Ist t eine kartesisch abgeschlossene
Klasse von Hyper-e"-Gruppen, so sind die folgenden FEigenschaften von a,
e und ¥ dquivalent:

(1)  Es gibt eine Kardinalzahl R derart, daf alle e-Gruppen eine Mdchtig-
keit < 8 haben. '

(2) Hs gibt eine Kardinalzahl ¥ derart, daf alle a-Gruppen eine Mdchtig-
keit < R haben.

(3) a ist die triviale Gruppenklasse t.

(4)  Es gibt eine natirliche Zahl n derart, daf alle Y-Gruppen wilpotent
der Klasse n sind.

Sind ferner alle abelschen I-Gruppen Poly-e-Gruppen, so ist mit (1) bis (4)

dquivalent:
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(5) Jede f-Gruppe besitzt eine endliche o'-Reihe, ist also eine Poly-e'-
-Gruppe.

Existiert auferdem eine natiirliche Zahl m derart, dap alle abelschen ¥-Grup-

pen eine e-Reihe der Lange < m besitzen, so ist mit (1) bis (5) dguivalent:

(6)  Es gibt eine natiirliche Zahl n derart, daf alle T-Gruppen eine ¢'-Reihe
der Linge < n haben.

Beweis: Sei 1 7 H ein epimorphes Bild einer nilpotenten Hyper-
-¢*-Gruppe. Dann besitzt H einen von 1 verschiedenen e°-Normalteiler
N, und es ist N ~ 3H # 1. Ist 1 # Z eine zyklische Untergruppe von
N ~ 3H, s0 ist Z ein e'-Normalteiler von H. Also ist f nach (4) eine Klasse
von Hyper-e’-Gruppen, wobei a- und e-Gruppen eine Michtigkeit < 8,
haben. Somit folgen (1) und (2) aus (4). Umgekehrt folgt aus (1) auch (4)
nach Folgerung 8.9. Wir leiten jetzt (3) aus (2) her. Dazu nehmen wir
an, dafl a nur =# t ist. Dann gibt es eine Gruppe Ge{, die einen Normal-
teiler N besitzt, dafl fiir F = G/N gilt:

(iy Ist 1 # M ein e-Normalteiler von F, so ist F/cM +# 1.

Wire 3F +# 1, so wire 3F nach Voraussetzung eine von 1 verschiedene
Hyper-e-Gruppe. Also besitzt 3F eine von 1 verschiedene e-Untergruppe F,
die dann normal in # ist. Fir F gilt jedoch F/cK =1, was (i) wider-
spricht. Folglich ist 3F = 1. Seien &, ® bzw. N Mengen von jeweils
X zu F, G bzw. N isomorphen Gruppen. Wir bilden K = K(g). Weil
K ~ &(6)/!MN) ist, gehort K(®) zu T und K ist eine Hyper-e’-Gruppe.
Ebenso ist auch W = K(F)/B(¥) eine Hyper-e-*Gruppe. Daher besitzt W
einen von 1 verschiedenen Normalteiler N derart, dal W /cN eine a-Gruppe
ist. Wegen Satz 8.3 ist aber |W /cN | > 2%, was (2) widerspricht, da a-Grup-
pen R-Gruppen sein sollten. Also folgt (3) aus (2).

Da nach (3) alle f-Gruppen hyperzentral sind, folgt aus der schon
bewiesenen Aquivalenz von (1) und (4), daB es eine natiirliche Zahl »
gibt, daB alle f-Gruppen nilpotent der Klasse »n sind. Damit ist auch (4)
aus (3) hergeleitet, und die ersten vier Bedingungen sind &aquivalent.

Wegen (4) besitzt jede I-Gruppe eine endliche Zentralreihe, die sich
zu einer endlichen, zentralen e-Reihe verfeinern 1a83t. Also sind alle f-Grup-
pen Poly-e'-Gruppen und nilpotent der Klasse n, d.h. (5) ist bewiesen.
Aus (5) folgt durch Abschwichung wieder (4). Ebenso ist es klar, da8
unter der zusitzlichen Voraussetzung auch (4) und (6) dquivalent sind.
Folglich sind alle sechs Bedingungen des Satzes 8.11 dquivalent.
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