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1. Introduction. Dans ce travail nous nous proposons de résoudre
par des méthodes algébriques, dans une certaine classe de fonctions,
les équations fonctionnelles (2) et (2.2) (théorémes 1 et 2). Ces équations
ont été résolues dans [4] et, par d’autres méthodes, dans [1], p. 38 et 42.
Les hypothéses (b) et (d) que nous admettons dans les théoremes 1 et 2
sont plus faibles que les hypothéses correspondantes des théorémes de [1].
Nous donnons aussi les solutions générales des équations fonctionnelles
(12) et (2.5) (corollaires 1 et 3). Ces équations se sont présentées dans
I’étude des équations (2) et (2.2). Dans le travail nous avons déterminé
tous les sous-groupes du groupe Z, et L} qui satisfont & certaines con-
ditions (lemme 2, corollaire 4). Dans les démonstrations des théoremes
nous profitons souvent de [3].

2. Désignons par Z, ’ensemble de tous les couples <a,, a,)> de nombres
réels pour lesquels a, # 0. Dans ’ensemble Z, nous introduisons 1’opéra-
tion suivante:

(1) {Byy B> <ayy @) = {pray, Bra,+B,a]),

ol 7 est un nombre entier fixé et r > 1. L’ensemble Z, avec I'opération
définie par la formule (1) est un groupe (v. [1], p. 23, 24 et 34).

Pour r = 2 le groupe Z, est désigné par L? dans la théorie des objets
géométriques (v. [2], p. 19).

Nous établirons le

THEOREME 1. i

(a) la fonction f vérifie Déquation fonctionnelle

(2) flf(z, <ayy a.))y {Byry B>] = fl@, {Bray, Bra,+ Bra}))

sur le produit cartésien de U'ensemble A et du groupe Z,., ol A est Vintervalle
ouvert (a,, b;) ou la somme de deux inlervalles ouverls disjoints (a,, b,)
ot (ay, b)) (f: AXZ — A),
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(b) pour tout x de Pensemble A la fonction f(x, {1, a,)) de la variable a,
est continue el non constante,

(c) pour tout xeA : f(x, (1, 0)) = =, alors, dans le cas ot A = (a,, b,),
il existe une fonction g¢,, conlinue et fortement wmonotone, représentant
Densemble des nombres réels sur Vinmtervalle (a,, b,), telle que

(@ | a
(3) f(zy {ay, a,)) = gl[gl — + —:]r
a o
tandis que dans le cas o A = (a;, b,) U (ay, b,) et
(d) pour un zye(ay, b,) fiwé: f(x,, (a;, 0>)e(a,, b;) pour tout a, > 0,
(e) pour tout x de Uintervalle (a,,b;) on a f(z,{—1,0))e(a,, b,),
il existe des fonctions g, et g,, continues et fortement monotones, représentant
Densemble des nmombres réels respectivement sur les intervalles (a,, b,) et
(aq, by), telles que

-1
(4) fl@, {ayy @,)) = gk[g;,l-_(.iv) + %]’

ot i =k 8 xe(a;, b), ay>0 et ¢ =1,2, tandis que k # i st xe(a;, b)),
a, <0 e k,t=1,2,

Nous établirons d’abord trois lemmes.

LeMME 1. 8i la fonction f satisfait aux hypothéses du théoréme 1,
alors:

1. pour tout = de Vintervalle (a;, b;) la fonction f(z, {1, a,)) de la
variable a, est continue et fortement monotone et Densemble de ses valeurs
est Dintervalle (a;, b;) pour © = 1 lorsque A = (a,, b)) ou © = 1,2 lorsque
A = (a;, b)) V (@qy by),

2. pour un x, fixé de Uintervalle (a,, b,) et pour tout a; #* 0 la fonction
f(zy, {a;, a,)) de la variable a, est fortement monotone et l'ensemble des
valeurs de cette fonction (de la variable a,) est:

2,. Uintervalle (a,, b,) lorsque A = (a,, b;) ou bien,

2,. Vintervalle (a,, b,) ou Uintervalle (a,, by) respectivement lorsque
a, >0 o0u a,<0, 88 A = (ay, by) U (ay, by).

Démonstration du lemme. Posons

(5) fil@y a) S f(@, 1, a)).
En vertu de I’hypothése (a) et de (5) on obtient
(6) Lilfi(z, e, 8] = fi(®, a,+B,)-

En vertu des hypotheses (a), (b) et (c) et de (5) pour tout = de l’in-
tervalle (a;, b;) 'ensemble des valeurs de la fonction f,(z, a.) (de la variable
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a,) est contenu dans l’intervalle (a,, b;) pour ¢ =1 lorsque A = (a,, b,)
ou pour ¢ = 1, 2 lorsque 4 = (a,, b,) U (a,, b,). En tenant compte de (6)
et des hypothéses (b), (¢) et en s’appuyant sur le théoréme 6 de [3] on
obtient ainsi la premiére partie de la conclusion du lemme.

En vertu de ’hypothése (d) on a pour tout a; > 0 =, & f(®y, {ay, 0))
e(as, b,). Par conséquent les hypothéses (a) et (e) entrainent

J(@oy {—ay, 00) = fLf(@, {a1, 03), {(—1,0>] = flxy, {—1,0))e(as, b,).
En tenant compte de I’hypothése (d) on a done
(ay, b,) pour tout a, > 0,

(7) 7= I 8 0 0 by pour tout ay < 0.

De I’hypothése (a) et de (7) il résulte
(8) J (@, 1, 80) = fIf (@, <ay, 03), <1, B,0] = f(®0, a1, B,aD)).

Comme la fonction f(Z, {1, §,>) de la variable g, est fortement mono-
tone, il résulte de (8) qu'il en est de méme de la fonction f(z,, {a,, a,))
de la variable a, pour a, = g,q] (a; fixé). En tenant compte de (7) et (8)
et de la premiére partie de la conclusion du lemme on obtient la seconde
partie de cette conclusion. Le lemme est ainsi démontré.

Posons R-E—t(— oo, o) et

(9) Z(Ry) £ {Cay, p(@))}ariy

ol 1_?,0 désigne un sous-groupe multiplicatif quelconque du groupe des

nombres réels et la fonction y représente I’ensemble R, sur ensemble K.
Nous allons démontrer le

LEMME 2. Les seuls sous-groupes du groupe Z, de la forme (9) sont
les sous-groupes

(10) {<al’ C(GI— al)>}alsﬁoi
ol ¢ est un mombre réel quelconque.

Démonstration. Comme I’ensemble Z(f?,o) est un groupe, on a
(1) By pB><ar, w(a)) = Bray, fuv(@)+p(B) a2 (R,).
De (11) et (9) il résulte que
Brays frv(a)+y(B)ap) = {fray, p(Bia)).

De cette derniére égalité on tire

(12) Brv(a)+v(B1)al = p(fiai).
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Considérons maintenant deux cas:

1. By = {1},

2. R, # {1}.

Ad 1. De (12) il résulte que (1) = 0. Par conséquent Z(R,) pour

R, = {1} est de la forme (10).
Ad 2. Le second membre de (12) étant symétrique, on tire de (12)

Bry(a)+v(Bi)al = e p(B)+v(a)pi.
De cette égalité il résulte que
p(a,) [ﬁ’l-_ﬂl] = p()[al—a,].
En posant dans la derniére égalité g, £ ,1_5'—1 # 1, El fixé, et

daf 'I’(Bl)
C=—"= ?
ﬂ;‘_ﬁl
on aura
(13) pla) = c(df—ay).

Tout sous-groupe de Z(R,) est donc de la forme (10). On vérifie

aisément que pour tout ¢ (et R, fixé) ’ensemble (10) est un sous-groupe
du groupe Z,.. Le lemme est ainsi démontré.

Remarquons que pour ¢ réel quelconque la fonction (13) est une
solution de 1’équation (12). On obtient ainsi le

COROLLAIRE 1. Les seules solutions de Uéquation (12) sont les fonctions
de la forme (13) pour ¢ quelconque (y: R, — R).
Pour z, fixé posons

Z—"’:I [{ars a,) €Z,: f(wyy <ayy ) = f(@,, {1, 0)) = z,].

En vertu du théoréme 4 de [3] I’ensemble Z est un sous-groupe du
groupe Z,... Posons encore

B, ¥ (— o, 0o)\{0}, R¢Z(0, ).

L’ensemble Z est déterminé par le
LEMMe 3. 81 la fonction [ satisfait aux hypothéses du théoreme 1,
Densemble Z est Uensemble

(14) {{ay, p(aj— al))}ulcRo vour 4 = (a,, by)
ou Uensemble
(15) {ay, plal— ) }art  pour A = (ay, b)) U (ay, by),

ol p est un nombre réel.
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Démonstration. Soit 4 = (a,,b,). En vertu du lemme 1 pour
a, # 0 quelconque la fonction f(x,, <{a;, a,») de la variable a, est forte-
ment monotone et 1’ensemble de ses valeurs est l'intervalle (a,, b,). Par

conséquent, pour un a, #* 0 arbitrairement fixé, & I’ensemble Z il n’appar-
tient qu'un seul couple de I’ensemble des couples {{a, a,>}, r; DOUS
le désignerons par {a,, a,>. Par conséquent a, est une fonction de q,.
Nous désignerons cette fonction par ¢ (a, = ¢(a,)). Donc

(16) Z = {{ay, 9(@))}uen, DOUr A = (a1, b,).

De méme que dans le cas ou A = (a,, b;) on peut prouver que
An  Z =Ko, p@d}, 0 PoWr A = (@, bh) (s, b).

Comme l’ensemble Z est un sous-groupe du groupe Z,, les formules
(16) et (17) entrainent, en vertu du lemme 2, la conclusion du lemme 3.

Démonstration du théoréme 1. Désignons les ensembles (14) et (15)

respectivement par Z, et Z,. Pour un élément quelconque {(8,, f,> du
groupe Z, et pour le nombre p il existe un nombre ¢ tel que

(18) B = ip1—pb-

La classe & gauche du groupe Z, par rapport au sous-groupe Z, resp.
Z, pour le couple <B,, tf1— pB,> est I’ensemble

(19) {Kayy taf—padta e,
respectivement 1’ensemble

(20) {{ay, ta}'—_’pa&}aleR: si f>0,
ou

(21) {{ay, ta'l'—pal>}al€RD_ si g,<O0,

ou Ry = (— o, 0).

Dans nos raisonnements n’interviendront que les classes a gauche
du groupe Z par rapport au sous-groupe Z, ou Z,; nous omettrons doréna-
vant 'attribut ,,&4 gauche”.

On voit aisément que I’ensemble Z,/Z, est ’ensemble

(22) {{(al’ ta’i‘_pal>}a1tR0IkR9
et que VYensemble Z /Z, est la somme des ensembles
(23) H{<ay, ta{—P%)}a (R+IteR’

1<Ky

(24) ‘{(au ta]—pay)} . —lteR-
ay RO
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Posons
" (25) G (<ayy a,0) = f(,, <a'17 a,).

En vertu du lemme 1 I’ensemble des valeurs de la fonction G est
l’ensemble 4. Du théoréme 5 de [3] il résulte que sur 1'ensemble A xZ
on o

(26) f(@, <ay, 0)) = @[y, 0,) G (2)]

(on Gi': A > Z et Gy'(z) @ ({x})).

En vertu du théoréme 4 de [3] la fonction G admet les mémes valeurs
pour les éléments appartenant & la méme classe, tandis que pour des
éléments de classes différentes elle admet des valeurs différentes. Par
conséquent

G (ay, ta]j—pa,)) = f(mm <(_1)i+l, t(—l)(i“)r_p(_l)ﬂl»y
(27 ou % =1 pour A =(a,,b,) et a; # 0, tandis que si 4 =
(@, by) V(az, by)eta;>0,0on at =1,et poura, <0 onat = 2.

Posons

(28) 9i(8) = flmo, ((—1)*, ¢(—1)FI— p(—1)it1y).

En vertu du lemme 1 et de (27) les fonctions g, et g, sont continues
et fortement monotones et représentent ’ensemble R respectivement sur
les intervalles (a,, b,) et (a,, b,).

Le couple {a,, a,> appartient & la classe du groupe Z, par rapport
au sous-groupe Z, (Z,), correspondant au nombre !, si et seulement si

a"'
(29) t=2 4 P
1

a; d

De (27), (28) et (29) il résulte que

a, p
6a, 09) = o[ % + 2|
a; a
30
(30) o k¥ =1 pour A = (a,,b,), tandis que pour A = (a, b,) U

U (ay b,), k =1 pour a, >0 et k =2 pour a, < 0.
De (27) et (28) on tire

G_l({w}) = {{a,, g';:-l(w) a{_.pa]>}alsK7
(31) ouK =R,eti¢ =1 pour A = (a,,b,) tandis quesi 4 = (a,, b;) v
U (a,, b)) et ze(a,, b)) onat =1et K = R, alors quesize(a,, b,)

onat=2e K =Rj.
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Posons
G (@) = (=1 g (@) (=1 —p(—1)*),
(32) ou pour 4 = (a, b;),% =1, et pour A = (a4, by) Y (a,, by),
1 =1,81 we(a,, b,) et ¢ =2 si ze(a,, b,).

De (26) et (32) il résulte que

f(ma {ay, a,)) = G[a,, a,}-((—l)“'l, g{l(:v)(——l)"“”—p(—1)’5+1>],
done
(33)  f(z, {ay, @) = G[{a,(—1)", a, g; " (@) (—1) ) —
__p(_l)'i+1a1_|_ a,.(—-l)r(i+l)>].
De (30), (32) et (33) il s’ensuit que

g: ' (@) ar]

+_

-1
a a

flz,y<ayya0) = gk[

(34) oupour A =(a,, b,), k =4 =1,et pour A = (a,, b;) Y (az, b,)
et ze(a;, b;),a,> 0,7 =1,2,0onak =i,tandis quesize(a;, b;)
et ¢, <0, k,2=1,2, on a k # 1.

De (28) et (34) et en vertu du lemme 1 on obtient la conclusion du
théoréme 1. La démonstration du théoréme 1 est ainsi achevée.

Du théoréme 1 résulte le

COROLLAIRE 2. S¢ la fonction f satisfait aux hypothéses du théoréme 1,
elle est continue.

A cause de I’hypotheése (¢) du théoréme 1 I’hypothése (d) dans le
théoréme 1 peut étre remplacée par une hypothése plus forte:

(d') pour un w, fizé de Vintervalle (a,, b;) la fonction f(z,, {a;, 0))
est continue par rapport a la variable a; > 0.

Les auteurs de la monographie [1] considérent aux p. 34 - 38 I’équation
de translation sur ’ensemble 4 X Z,, ol Z, est le groupe dont les éléments
sont les suites de r nombres réels <{a,,0,...,0,qa.> et a #0, r>1, et
dans lequel ’opération est définie comme il suit:

<ﬂ1v07 ey 0, ﬂ,)(al, 0,...,0,a,) = <.31a1’ 0,..., Orﬂlar“'ﬁla’l.)-

La fonetion I({a,, @) = <{a,,0,...,0, a,> est un isomorphisme du
groupe Z, sur Z,. Par conséquent les solutions de 1’équation de translation
sur les ensembles 4 X Z, et A X Z, satisfaisant aux hypothéses du théoréme 1
sont identiques (si ’on identifie les éléments {a,, a,) et {(a;, 0,...,0, a.)).

Dans [1], p. 38, se trouve établi le

TutorEME 1°. S¢:
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(a’) la fonction f est la solution de Uéquation fonctionnelle
(2 flf(wy<01,0,...,0,a.3),<f;,0,...,0,8,>] = f(x, {0y $;, 0, ...
ooy 0y fratfral))

sur Densemble A XZ,, o A est un intervalle ouvert (a,, b,) ou la somme
de deux intervalles ouverts disjoints (a,, b,) et (ay, b,),

(b’) la fonction f est continue sur Uensemble A XZ, et pour tout a, # 0
la fonction f(x,<{a;,0,...,0,a,>) n'est pas constante par rapport & la
variable a,,

(¢’) pour tout x de Uensemble A: f(x, (1,0,...,0>) = =,
la fonction f est de la forme (3) ou (4), o g, et g, sont des fonctions continues et
fortement monotones représentant U'ensemble R respectivement sur les intervalles
(a1, by) €t (ay, by).

On voit aisément que les hypothéses (b), (c) et (d) du théoréme 1 sont
plus faibles que les hypothéses (b’) et (¢’) du théoréme 1’.

11 est facile de vérifier que la fonction

9; ' (z)

(35) f(x’<al’07"')0)ar>)=gi|: 1 +i::|
a a

pour ze(a;,b;), ¢t =1,2.

ol g, et g, sont des fonctions continues et fortement monotones, repré-
sentant 1’ensemble R respectivement sur les intervalles (a,, b,) et (a,, b,),
vérifie les hypothéses du théoréme 1’. La conclusion du théoréme 1’ ne
fait donc pas intervenir la fonction de la forme (35) (1). Pour la fonction (35)
il n’y a que I’hypothése (e) du théoréme 1 qui ne soit pas vérifiée. Par
conséquent, pour que le théoréme 1’ soit vrai, il suffit, en vertu du corol-
laire 2 et de la remarque que le suit, d’adjoindre aux hypothéses de ce
théoreme 1’hypothése (e) du théoréme 1.

La solution (35) de I’équation (2’) (hypothése (a’) du théoreme 1’)
a été éliminée dans la démonstration du théoréme 1’ dans le travail [1],
p. 36, lignes 12 et 13.

Dans [4] nous avons admis, outre I’hypothése (b) du théoréme 1,
la suivante:

(b”) pour tout x de U'ensemble A la fonction f(x, {(a,, a,>) est. continue
par rapport a la variable (a,, a,>,

et nous avons rejeté I’hypothése (e) du théoréme 1. Les autres hypotheses
sont les mémes. Dans la conclusion du théoréme ainsi modifié interviennent,
outre les solutions (3) et (4), les solutions de la forme (35).

3. Désignons par H I’ensemble des triples de nombres réels {a,, a,, a;),

(*) La solution (35) est exclue par la condition T (transitives) dans [1], p. 28.
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dans lesquels a; # 0. Dans ’ensemble H nous définissons I’opération
suivante:

(2.1)  {Bry Bay By *Kayy ayy a3) = <Py ay, ﬁl%"‘ﬂzfﬁ: ﬂlaa+3ﬂzax%+ﬁaai>-

L’ensemble H avec 'opération ,,-” est un groupe (v.[1l], p. 23, 24
et 40). Dans la théorie des objets géométriques ’ensemble H est désigné
par 12 (v. [2], p. 19).

Nous allons démontrer le

THEOREME 2. 8i

(a) la fonction f est une solution de Véquation fonctiomnelle

(2.2) flf(z, {ary agy a3) B, Bas B))] = flz, {a, s, ﬂ1a2+ﬂ2af7 Bras+
+3n32ala2+ﬂ3ai>)

sur Densemble A X H, o A est Vensemble ouvert (a,, b,) ou la somme de
deux ensembles ouverts disjoints (a,, b,) et (ay, b,),

(b) pour tout x de Uensemble A la fonction f(z, (1, 0, a,>) de la variable
a, est continue et non constante, )

(¢) pour tout = de Pensemble A:f(x, {1, 0, 0>) =z, alors, dans le
cas o A = (a,, b,), 9l existe une fonction g,, coniinue et fortement mono-
tone, représentant Uensemble R sur Vintervalle (a,, b,), telle que

g.'(®) o 3 aq
(23) flz, {a;, as, a3)) =91[ - 2 :_'_ o )
a; a; 2 a

tandis que dans le cas ow A = (a,, b,) U (a,, b,) el

(d) pour xye(a,, by) fiwé (2, {ay, 0, 0>)e(a,, b)) pour tout a, > 0,

(e) pour tout we(a,, b)f(z, {—1,0,0>)e(as, b,),
il existe des fonctions g, et g, continues et fortement monotones, représentant
DPensemble R respectivement sur les intervalles (ay, b)) el (ay, b,), telles que

g:' (@) a 3 ai]
’

o 2adf
ou pour re(a;, b;) et a, > 0,7 =1,2, on a k =1, tandis que st xze(a;, b;)
et a;, <0, k,2=1,2, 0n a k #1.

Nous établirons d’abord deux lemmes.

LeEMME 4. 8t la fonction h: Ry xR — R ou h: Rf xR — R et si elle
vérifie Véquation fonctionnelle

(2.5) Prl(ay, @)+ 3By a a0+ b (B, ﬁ2)a51' = h(f,ay, ﬁlarf'ﬂzai)’

on a

(2.6) h(ay, ) = plaj—a)+

(2.4) f(z, {ayy asz, a3)) = gk[

3 o
o 9
2 a

ol p est un nombre réel.
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Démonstration. Posons
(2.7) ho(a) = h(ay, 0).
De (2.5) et (2.7) on tire
(2.8) Biho(a) +ho(By) o} = Ro(fray).

De (2.8) et du corollaire 1 pour » = 3 il résulte qu’il existe un nombre
réel p tel que

(2.9) ho(ay) = .’P(a::'“ a,) = h(a, 0).
En posant dans (2.5) 8, = 0 et a, = a,, on obtient
(2.10) Bik(ay, @)+ (B, 0)“? = h(fray, fray).

Le second membre de (2.10) étant symétrique par rapport & 3, et a,,
il résulte de (2.10) que

(2.11) prh(ay, a))+ k(B O)ai = a,h{By, B1)+ h(ay, O)ﬂi
De (2.11), en y posant §, = 1, et de (2.9) on obtient
(2.12) h(ay, @) = p(ei—a)+ah(1,1).

Dans (2.5) posons a, = a, et B, = f,; alors

(2.13) h(Biayy fray+Frad) = Bih(ayy @)+ 3B,ai+ k(B B1) .
Remarquons que si # #0 et » # «u sont arbitraires, le systéme

d’équations

(2.14) Bray, = u, pia+pia; =0,

avec les inconnues a; # 0 et 8, # 0 admet la solution

v—u u
(2.15) am=—— pi= v_gu.

De (2.13) on tire, en faisant les substitutions (2.14) et (2.15) et en
tenant compte de (2.12),

(216)  hlu,0) = p(w—w)+h(1,1) 2+ (u—0)[2h(1, D3],

Dans (2.16) posons » = 0; de (2.9) on obtient pour # # 0 quelconque

P(ua'—u) = p(ua—u)—l—u[Zh(l, 1)_3]’
d’ol
(2.17) R(1,1) = 3/2.
De (2.12), (2.16) et (2.17) il résulte que
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2
(2.18) h(ay, a) =p(ag_01)+%&y

ay
ce qui donne la conclusion du lemme sur l’ensemble R, X R.

Considérons maintenant le cas ou h: Bf X R — R. Remarquons que

le systéme d’équations (2.14) avec les inconnues a, > 0 et 8, > 0 admet
la solution (2.15) pour 0 < u < v. Par conséquent la formule (2.16) a lieu
pour 0 < u# << v. Posons a¢; = f; =1 et a, = f, = 2 dans (2.5); alors

(2.19) 2h(1,2)+12 = h(1, 4).

Déterminons k(1,2) et h(1,4) & partir de (2.16) et mettons les
valeurs obtenues dans (2.19); nous aurons

h(l,1) = 3/2.

On déduit de 1a et de (2.12) que la formule (2.18) a lieu pour 0 < a,
< a,. Pour un couple quelconque (B, f,) tel que §, > 0 il existe un couple
{1, a,), dans lequel a, > 1, tel que

(2.20) B1< ayfi+ Be-
En posant

(2.21a) v = a1+ f,

on a

(2.21b) g = 2P

' B1

Dans (2.5) posons a, = 1 et faisons les substitutions (2.21a) et (2.21b);
nous aurons

(2.22) ﬂlh(l’ ”_ﬂz) +38, 22 g, ) = Bifs, 0).
B B
D’aprés (2.20) et (2.21a) on & f, < v et de plus a, = v—};—ﬂg =1,
1
done il résulte de (2.22) aprés la substitution (2.18)

3 3 B
h(Brs B2) = p(Bri—B)+ 5 —-
2 B

(B1y B:) étant un couple quelconque dans lequel 8, > 0, on tire de (2.23)
la conclusion du lemme sur l’ensemble R xR. La démonstration du
lemme est ainsi achevée.

Remarquons que pour p quelconque la fonction (2.6) est une solution
de I’équation (2.5). Par conséquent le lemme 4 entraine le

COROLLAIRE 3. La solution générale de Uéquation (2.5) sur Uensemble
Ry X R ou R} X R est Densemble des fonctions (2.6), oit p est un nombre réel
quelconque.
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Pour z, fixé posons

E = [Kay, a3, ag) eH: f(x,, {a,, ay, ag)) = f(2o, <1,0,0)) = z,].

L’ensemble H est un sous-groupe du groupe H en vertu du théoréme 4
de [3]. L’ensemble H est déterminé par le
LEmMME 5. 8ila fonction f vérifie les hypothéses du théoréme 2, Vensemble
H est Densemble
3 a :
(2.24) {<a19 %’P(a?_a1)+“—>} st A = (ay, by),
2 a ajeRg,a9cR
ou bien V'ensemble

2

3 @ .
(2.25) {<au ay, P(ai_ a)+ 571>}a1€R:.'a2€R st A = (ay, b)) U (ay, b,).
Démonstration. Posons
(2.26) fol@, <ay, a)) = f(, {ay, 0, azd).

Remarquons que la fonction f, satisfait aux hypothéses du théoréme 1
pour r = 3. Nous profiterons souvent de ce fait. Soit z = f(x,, (1, a,, 0)>);
alors

(&, {B1, 0, Bs)) = FLf(m, <1y asy 0>, {B1, 0, B3))]
= f(@y {B1) fr1as, Ba))-

En vertu de (2.26) et (2.27) et du théoréme 1 pour r =3, 8, # 0
et v = f,a, étant fixés, la fonction f(z,, {B:, v., f3») est fortement mono-
tone par rapport & la variable §; et 1’ensemble de ses valeurs es%un
des intervalles (a,, b,) et (a,, b,). ~

(I) Par conséquent, si A = (a,, b,) et a, # 0 et a, sont arbitraires,
I’ensemble

(2.28) Kar, @, aa>}a3¢R

a exactement un élément commun avec H. Il existe donc une fonection
h: Ry xR — R telle que H est l’ensemble

(2’29) {(al’ az, h(al’ a2)>}ul€Ro,a2e'R’

(II) 8i A = (a,, b;) V (a,, b,), 'ensemble (2.28) a avec I’ensemble H
au plus un élément commun. Par conséquent ’ensemble H est I’ensemble

(2.30) {<ay, a3, h(ay, az))}(al,az) y:X)
ot Bc RyxR et h: B - R. Nous allons prouver que B = R} X R.

Supposons que {a,, @y, k(a;, a,)>eH. Comme la fonction f, satisfait
aux hypothéses du théoréme 1, on a, en vertu du lemme 3, {a,, h(ay, 0)) Z.

(2.27)
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11 résulte donc du lemme 3 que ¢, > 0. Nous avons ainsi prouvé que si
{ay, as, h{ay, ax)>eH, on a a; > 0.

Nous prouverons maintenant que pour a, quelconque on a f(z,, {1,
ay, 0))e(ay, b;). Supposons qu’il existe un a, tel que f(x,, (1, a,, 0>)¢(a,,
b,). De (2.26) et du lemme 1 il résulte qu’il existe un g, tel que

(2.31) f(@o, (1, @z, 0)) = f(@g, (—1,0, fy)).
De (2.31) et du théoréme 4 de [3] il résulte que

(—1,0, ﬂa>_l'<1; ayy 0> = (—1, —a,, —ﬂs>€E-

Nous avons déja remarqué que (—1, —a,, —f;>¢ H, puisque —1 < 0.
Nous avons donc prouvé que pour tout a,

(2.32) z = f(xy, {1, ay, 0>) e(ay, b,).

En vertu de (2.26), (2.27), (2.32) et du théoréme 1 pour r = 3 et
B.> 0 et v = B,a, fixés la fonetion f(x,, {B,, v, B3)) est fortement mono-
tone et I’ensemble de ses valeurs est I'intervalle (a,, b;). Par conséquent,
pour a; > 0 et a, quelconques, I’ensemble (2.28) a exactement un élément
commun avec H. Nous avons ainsi démontré que B = R} X R.

Formons le produit

(2.33) By Bay h(B1y £2))<ayy agy h(ay, as)) -
= (o, B, B az‘l“ﬂza“l” Brh(ay, az)+ 3P0y a2+ R (P, ﬂz)ai')-

Puisque l’ensemble H est ‘un sous-groupe du groupe H et qu’il
est I'ensemble (2.29) ou (2.30), il résulte de (2.33) que

(2.34) Bih(ay, ay)+3B,a5a,+h(By, ) '151‘ = h(a 1, B, az‘l‘ﬂzaf)-

En tenant compte de (2.29), (2.30), (2.34), du lemme 3 et du fait
que B = R xR on obtient enfin la conclusion du lemme 5.

Les ensembles (2.24) et (2.25) seront désignés respectivement par H,
et H,. On vérifie facilement que pour p arbitraire les ensembles (2.24)
et (2.25) sont des sous-groupes du groupe H. Par conséquent le corollaire 3
entraine le

COROLLAIRE 4. Les sous-groupes du groupe H de la forme (2.29)
ou (2.30) pour B = Ry X R ont nécessairement la forme (2.24) ou (2.25),
ou p est un nombre réel quelconque.

Pour 1'élément {B,, Bz, 3> et pour le nombre p il existe un nombre ¢
tel que

3 B
b= B phit 5 5

Annales Polonici Mathematici XXIV 7
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On peut facilement prouver que la classe & gauche du groupe H

par rapport au sous-groupe H, ou H, pour I’élément <ﬂ1, B, 18— B+

3
-+ E— —ﬂi> est ’ensemble

2°8
s 3 a
(2.35) a, aylay—pay+ —— y
2 o a)eRg,a0¢ R

respectivement

3 3 a4 .
(2.36) a,, dy, ta; —pa, + E?l et} g si 8, >0,
ou
2.37 ta 3 a§ i 0
(2.37) @)y Oy al—Par"E 0, / JareRy ayer si ,<0.

Pour ¢ fixé la classe de la forme (2.35) ((2.36) ou (2.37)) ne contient
que les éléments {a,, a,, a;) (pour lesquels a, > 0 ou a, < 0) satisfaisant
4 la condition

(2.38) ¢

GRES

+

GAEH

GRES
I
bo| o

En vertu du théoréme 4 de [3] et en tenant compte du fait que la
classe 4 gauche du groupe H par rapport au sous-groupe H, (H,) est I’en-
gemble (2.35) (respectivement les ensembles (2.36) ou (2.37)) on obtient

3 a
(2.39) f(w01<au ayy ta:;—pal+§a—2>) = f(xyy <ay, 0, taj— pa;))

1

pour a,eR et a; #0 arbitraires (@¢; >0 ou a,< 0). En mettant dans
(2.39) au lieu de ¢ ’expression (2.38) on obtient

(2.40) F(@oy <oy a3, a3)) =f(wo, <a1, 0, ag— %ﬁ»

@

En vertu de la définition (2.26) de la fonction f, et du théoréme 1
pour r = 3 il existe, pour un = quelconque de I’ensemble A, un élément

{f1, 0, Bs) tel que

(2.41) z = f(a, {f1,0, fa)-
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Par hypothése et & cause de (2.41) on a

(2.42) (@, {ay, azy agd) = f[f(20, <B1y 0y Ba>), {ayy a3, @3]
= f(@,, Brays a,ﬂz @, B34 a3 ).

e (a0, 00— 32 0) = [ sy <Bar0, 890, (, 0, 0= 5 2]

(2.43) =f(w0, <ﬂ1a1, 0, a,85+ (a,— %ﬁ) ;‘>)

=f(a"oa <ﬂxa11 0, a1ﬂ3+a3ﬁl—iﬂﬁl>)

De (2.40), (2.42) et (2.43) il s’ensuit que

@18 1o, oy any o) = o (0, 00— 3 2)).
En tenant compte de la définition (2.26) de la fonction f, et de 1'égalité
(2.44) et en f’appuyant sur le théoreme 1 pour » = 3 on obtient enfin
la conclusion du théoréme 2.

Aprés le théoréme 2 on peut faire des remarques analogues & celles
qui suivent le théoréme 1.
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