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Sur le rayon de f-convexité de la famille >

par J. ZDERKTEWICZ (Lublin)

Résumé. Dans ce travail, on détermine (théordme 1) le rayon de B-convexité
de la famille X7, 0 < a< @, ou a, est un nombre tel que 0,8 < a, < 0,9. En parti-
culier, on déduit de la formule (2.15) les rayons: g-r.c.Z* et r.c.Z*. Ce dernier résultat
a été obtenu par Robertson [1].

1. Introduction. Désignons par X, 0 < a <1, la famille des fone-
tions F(2) = 1/2-+ a,+ a,2+..., holomorphes et univalentes dans 1’anneau
0 < |2| <1 et satisfaisant & la condition

| 2F (2)
(1.1) Re| =~ o

Xy = X* est alors la classe des fonctions Z-étoilées, c’est-a-dire des fonc-
tions qui représentent le cercle |2] < 1 sur des domaines dont les complé-
mentaires au plan sont des ensembles étoilés par rapport & l’origine.

Soit # un nombre arbitrairement fixé de l’intervalle 0 <8 <1 et

}>a pour 0 <2l <1;

F(z)eZr.
Posons
n e s ey, #E(2) }
r(f') = s1r1plr. Re |14+ F—'(z) > B pour 0 < |z| < r;.
Le nombre
(1.2) g—r.c.Z¥ = inf r(F)
FEZ':

est appelé rayon de B-convexité de la famille X:. Ce rayon sera désigné
par 0 =r.c.X =r.c.Z).

2. Résultat principal. Soit F(z)e X et désignons par p la classe des
fonctions p(z) helomorphes dans le cercle K = {2: |2| < 1} et telles que
p(0) =1 et Re p(2) > 0 pour zeK. La condition (1.1) prouve que F(z)e X"
si et seulement si

2F' (2)

— 72 =a+(1—a)p(2) pour une fonction p(2)egp,
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d’olu 'on tire

F'(2)1 zp’ (2) _a
(2.1) —[1+ F,(z)]_ 1—a)(p(z +)— PETL h_l_a.

Soit

. . { [ ZF”(z)]}
o(r) = min min Re 14+ .

Alors le rayon de B-convexité de la famille X' est la plus petite racine
positive de l’équation

(2.2) w(r)—p = 0.
En vertu de la relation (2.1) on a

2p’ (2)
2.3 w(r) = min min Re[ —a ———]
(29) D(E)eP |21=r<1 )(p() ) - p(z)+h

Zmorovié [2] & démontré que le minimum de (2.3) est égal au minimum
de la fonction H(R) dans l'intervalle a+h—c¢c< R<a+h+e ol

1 h
(2.4) HR) = (1—a)R+ ;“ —a,
1472 27
(2.5) =1 c=1_r2.

En dérivant la fonction H (R) par rapport & la variable R on constate
que son minimum absolu dans l’intervalle (0, oo) est atteint au point

14ah
(2.6) R, = l/ + .

l—a
Puisque pour tout r, 0 <r <1, et tout a, 0 <ae<l,onaat+h—c <Ry,
tandis qu'on n’a pas toujours Ry < R, = a+-h+e¢, il s’ensuit que

H(R;) siat+h—c<Ry<R,,
(2.7) w(r) = :
H(R,) =i R, < R,.

LEMME 1. Soit

1+ 3s(r)/(L—7)
r )

(2.8) 8(r) = —rd+5r24+8r+4, b(r) =.;__|_

(2.9) alr) = o5
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Alors

< a(r),

(2.10) w(r) = _ *
H(R, sia(r)<a<l.

Démonstration. Considérons 'inégalité

)
(2.11) a+h+c<]/1+a .
1—a

En faisant dans cette inégalité les substitutions (2.5) on obtient, aprés
quelques simples transformations,

(2.12) K(h) = Ah®4+Bh+-C > 0,
ou
272 —2r(247) —4r
A= B=—— " <0 C = 0
1—r2>0’ 1z 0 (l—r)2<

pour 0 <r<1.
Le discriminant du trinéme K (k) est

4r2S(r)
= 2__ 3 .
A= B2—44C A—r1 r)>0

Par conséquent 1’inégalité (2.12), done aussi (2.11) a lieu pour

a —B—H/Z B
l—a> 24 o

h(r).

En tenant compte de (2.7) on tire de la la conclusion du lemme 1.

LEMME 2. Soit b(r) défini par la formule (2.8) et soit r,, 0 <ry, <1,
une racine de ’équation

(2.13) 2r34rt—1 =0.

Alors ry est le point ou la fonction b(r) admet son minimum absolu dans
Vintervalle 0 < r < 1.

Démonstration. Dérivant la fonction b(7) on obtient

(2.14) b (r) =

ott k(r) = 1+ 4r24r—2—(1—r)V(1—1r)8(r).
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On voit aisément que les équations k(r) = 0 et (2.13) sont équi-
valentes dans l’intervalle (0, 1) et qu’elles ont dans cet intervalle exacte-
ment une racine r,. De 13, en tenant compte de (2.14), on tire la conclu-
sion du lemme 2.

THEOREME. Supposons H(R), R, et a(r) définis par les formules (2.4),
(2.6) €t (2.9). Sott ry, 0 <71y <1, une racine de l’équation (2.13) et ag = a(r,)-
Alors pour tout a, 0 < a<< ay, et tout B, 0 < B <1, on a la formule

(215)  B—re. S =]/2“‘1‘5+2‘/“2_“‘1+'3’“ .
2a+1—B+2Va2—a(1+8)+1
Démonstration. Il résulte du lemme 2 que pour 0 <7 <1 on a
a, < a(r) et que la formule (2.10) entraine w(r) = H(R,) quand 0 < a < a,.
En vertu de (2.2) et en trouvant la racine positive de 1’équation H (R,) —

—pB = 0 on en déduit la formule (2.15) et la démonstration du théoréme
est ainsi achevée.

Remarque. 1° En posant a = 0 dans la formule (2.15) on obtient
1-p8
3—p°

2° En posant a = 8 = 0 dans cette formule on obtient le résultat
bien connu de Robertson [1]:

g—re. X' =

r.e. Z* = 1/V3.
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