ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
APPLICATIONES MATHEMATICAE
XI, 3 (1970)

J. MIKUS (Wroclaw)

ANGENAHERTE SCHWINGUNGSFREQUENZFORMELN
FUR KONSERVATIVE SYSTEME (4)

1. Einleitung. Gegeben sei eine ungerade Funktion f(x) die inter-
valweise im Intervall (—1, +1) stetig ist. ¢ sei ein kleines Parameter.
Wir wollen Schwingungen eines konservativen Systems betrachten,
die der Differentialgleichung

1.1) Z+sgnz+ ef(x) =0

geniigen und die das Intervall (—1, 4+1) durchlaufen. Fiir geniigend
kleine Werte von ¢ existieren solche Schwingungen; die Schwingungspe-
riode betrigt dabei

(1.2) T =2V2 [{6(1)—6(2)} V2 da,
0

wobel die Bezeichnung

(1.3) G(x) = [g(@)dn, g(a) = sgna-t of (2)

angenommen wurde. Durch o = 2=/T bezeichnen wir im Weiteren die
entsprechende Schwingungskreisfrequenz.

In [4], [6] wurde eine Reihe von angenidherten Methoden zur Bere-
chnung von 7 und o angegeben, die besonders fiir quasilineare Cha-
rakteristiken der Gestalt g(x) = z+ ¢f(#) wirksam sind. Diese Methoden
geben leider, im Falle einer Charakteristik der Gestalt (1.3), keine befrie-
digende numerische Effekte. In der vorliegenden Arbeit geben wir
einige angeniherte Formeln fiir die Grofle o an, die der Quasiumschal-
tungscharakteristik (1.3) besonders gut entsprechen. Die Anwendung
dieser Formeln werden wir im Falle einer Gleichung durchfiihren, die
die Beugung eines elastischen Stabes beschreibt.

2. Ein Minimalprinzip fiir o. @ sei eine Klasse von meBbaren und
nichtnegativen Funktionen q = q(x), die fir xed = (—1, 41) bestimmt
sind und die der Bedingung [¢(z)de = 1 geniigen. Weiter, sei v = v () eine

J
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in J neBbare und positive Funktion, die der Bedingung 0 < f v Hx)dr < oo
J

geniigt. In [3] wurde gezeigt, dall

21) ([~or) = minster,
. = mi
v () chn o b
J
wobei das Funktional S durch die Formel
(2.2) 8lp, ] = [ (@) v (@) do
J

definiert ist(!). Nehmen wir jetzt
(2.3) v(x) = V2VG(1)— G ()

an, wo G durch die Formeln (1.3) definiert wurde, so erhalten wir, gemas
(2.1) und (2.2), die prinzipielle Gleichheit

(2.4) w? = 2n2minf[G(l)—-G(w)]f(m)dm.
q<Q 5

Das Minimum der rechten Seite in der letzten Gleichheit wurde
ausschlieBlich fiir die Funktion ¢(x) =27 'v~'(z) erhalten (s. [3]).
Aus (2.4) folgern verschiedene angenidherte Formeln der Grofe w.

Ist ¢ = 0, d.h. wenn g(x) = sgnx ist, so erreicht die rechte Seite
in (2.4) fir ¢(x) = qy(®) = }(1— |z|)~"* sein Minimum. Mit Hilfe dieser
Funktion konnen wir unter Hinzunahme von (2.4), eine sehr einfache
Anndherung von o, fiir den Fall ¢ # 0, erhalten, und zwar w? ~ 4%28[v2,¢,],
d.h.

72 G(1)—G(x)

2.5 ? y —
(2:9) v N5 ) Ta—e

Natiirlich ist das eine Anndherung von oben. Man kann zeigen, dall
der Fehler dieser Anndherung nach Null zugleich mit &% strebt, wenn ¢ — 0.
Wir erhalten jetzt aus (2.4) eine bessere Annidherung, wenn wir

q(x) = c;(1— |a]) ™+ oy (1— |a])'

annehmen und das Minimum der rechten Seite (2.4) beziiglich ¢, ¢,
unter Hinzunahme der Bedingung ¢qe@ berechnen. Aus der Bedingung
geQ geht hervor, daf die Funktion g folgender Gestalt ist:

3
(2.6) q.(x) = {1+M(1—§l$l)}qo(w)y wo pe{—1, +2).

() In [3] wurden unwesentlich stirkere Voraussetzungen der Funktionen ¢, v
angenomien.
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Auf diese Weise bekommen wir die Anniherung o ~ w,,, wobei
die GroBe w,, > 0 durch die Formel o}, = 4x°minS[v*, ¢,] gegeben ist,
d.h. *

(2.7) o}, =27 min [ {G(1)—G(a)}¢}(z)dor.
-1 <2 J
Die Annidherung o =~ w,, ist gleichfalls eine Annaherung von oben
und liefert im algemeinen Falle eine bessere und gewiss nicht schlechtere
Anndherung als (2.5), die der Anniherung (2.6) fiir 4 = 0 entspricht.

3. Anwendung der Amnniherung o ~ w,,. Die Anwendung der
Formel (2.7) kann man in folgender Weise durchfiihren. Gegeben sei
eine ungerade Charakteristik g¢(xr). Fir diese Charakteristik koénnen wir
die folgende Entwicklung nach-Jacobi finden

G(1)—G(x)
(3.1) 2—1—:00— = oG (%, 15 )+ 9:1G1(3, L5 0)+ ...,
wo G,(p, q;z) Polynomen von Jacobi mit dem Gewicht 1/V1—z im
Intervall (0,1) bedeuten (s. [3]). Folglich berechnen wir die Koeffizienten
der Entwicklung

3 3
(3.2) I:l—{—lu(l—gw)] =ayGy(3,1;2)+ ...+ a;G5(3,1;2),
woraus nach kurzer Rechnung
1 ’ 2+ 2 @ 3 -l-6 2—{-3 }
o _ a == —_— —_
ag + 5 v 35 By 1 1 7 Hu 7 “y
(3.3) 3
b4 2_}_1083 a__1_§3
G =g T ggs o BT Tk

folgt. Aus (2.7), (3.1) und (3.2) folgt jetzt
2

(3.4) w2, = 5’“— min S (u),

—1<p<2

wo das Polynom S(ux) durch die Formel

2 2 2
S(pn) = 200y0+ —01y1+ Vet —5 3¥s

33 9 13
definiert ist. Mit Hilfe von (3.3) bekommen wir schliefllich
(3.5 g { 4 6 24 n 36 }X

-5) (p) = 5‘5‘704“ t.g)’ri’ 385 72T Too1 7
o 3+{6 +12 _1_12 | 2+6 Lo
u 5 Yo 35 Y17 35 72],“ 5 Y1l 4Yp-
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Die rechte Seite der letzten Gleichheit ist ein Polynom dritten Grades,
deshalb ist das Problem des Minimum im Intervall (—1, 4+2) leicht zu
losen. Man kann zeigen, daf das Polynom 8(u), fiir hinreichend kleine
Werte des Parameters ¢ im Intervall (—1, +2) genau ein Minimum
besitzt. Man findet es mit Hilfe der Gleichung S’(u) = 0, also mit Hilfe
einer Quadratgleichung deren Koeffizienten bekannte Grofien sind.
Diese Gleichung ist

18 2 108

12 _
3.6 - ) D)
(3.6) {35 Yo 35 1T 355 72T 1501

73} X

24 24 6
oo Vit oo ve(ut+— v =0.
35 35 D

Sei u, die Wurzel der Gleichung (3.6), die dem Intervall (—1, +2)
angehort. Die Formel (3.4) nimmt also die Gestalt

12
X u?+ 5 Yot

2

(")ip = —3—2— S(#O)

an; daraus folgt unmittelbar die angendherte Formel

TCZ
2
(3'7) 0w ~ ‘:;‘)

(D P4

S (1) -

Aus dieser angenidherten Formel wollen wir im weiteren Nutzen
machen. Es ist klar, da man bei Anwendungen der letzten Gleichung
stets die nach der Berechnung angenommenen Voraussetzungen nachpriifen
mub.

4. Uber ein gewisses Integral aus der Theorie des elastischen Stabes.
Als Beispiel zur Anwendung der Formel (3.7) wollen wir eine angeniherte
Formel fiir das Berechnen eines elliptischen Integrals angeben, welches
in der Theorie des elastischen Stabes vorkommt. Darum betrachten wir
einen elastischen Stab, dessen ein Ende befestigt ist, aber das zweite
mit einer zur nichtdeformierten Staba-
chse senkrechten Kraft belastet wurde
(s. Abb. 1). Die Gestalt des Stabes wird

Z durch die Gleichung
é: 5 > . d29 y
De—3 ~ (4.1) g Tfeosd =0

beschrieben, mit den Bedingungen

42) 90) =0, @

—| =0,
Abb. 1 ds s=5,

-
<
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In der Gleichung (4.1) ist ¥(s) eine unbekannte, im Intervall <0, s>
definierte Funktion und die Groflen I, E, f bedeuten bekannte Parameter
{(s. [2]). Fihren wir jetzt eine neue nulldimensionale Variable I = (f/EI)"s
ein, so gehen die Gleichungen (4.1) und (4.2) in

(4.3) §""+cos¥ =0, 90)=0, ¥ =0
iiber. In diesen Gleichungen bedeutet ein Strich die Differentiation nach I,

und das Parameter [, = (f/EI)*s, bedeutet die nulldimensionale Linge
des Stabes. Die nichste Parametertransformation, die durch die Formel

) sind (1) , l

19 = - = —e—

YT i) Vsing,

bestimmt wird, 148t (4.3) folgendermaflen schreiben

(4.4) §+1+e@2y—3y%) =0, y(0) =0, g =0,

Wo ¢ = sin?dy, 9y = (), t, = L,/V sind,, und der Punkt die Differentiation
nach dem Parameter t, 0 <t < {,, bedeutet.

Es ist nun zu ersehen, dafl die Funktion ¥ = y(¢), welche die Randwert-
aufgabe (4.4) lost, gewisse Schwingungen der Schwingungssystem von
der Art (1.1) beschreibt. Man soll nun in (1.1) f(z) = (2|x|+ 322)sgnax
annehmen, und die Schwingungsamplitude y(f,) = 1 zustellen. Dement-
sprechend hat man dann 7 = 4f, und @ = =/2¢,. Die Formel (3.7) nimm#t
jetzt die Gestalt

(4.5) ts? ~ 58 (o)

an, und ergibt die gewiinschte angeniherte Beziehung zwischen den
Parametern ¢, und e. Im néchsten Punkte finden wir eine entwickelte
Gestalt der GroBe S(u,), dort auch wird die angendherte IFormel (4.5)
mit der exakten Beziehung zwischen den Parametern ¢, und e verglichen.

5. Numerisches Beispiel. Zunichst miissen wir die Entwicklung
(3.1) fir die Charakteristik ¢(y) = 1+ (2 |y|— 3y?) berechnen, die die
Form
v*(y)

1--y

8 1 16 1 8 1
= 2t; {(1— el 8)00 (5, 1; :u) + HeGl (5, 15 ?/) ~— H«SG‘Z (5, 1; u)}

annimmt. Die Koeffizienten y; sind von der Gestalt

(5.1)

2 8 )
§ Yo = 2t 1_]T_)“5 ’ 'Vlzﬂtoe’
(5.2)

== 08 vs = 0.
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Folglich, gemal (3.5), nimmt das Polynom §(u) die Gestalt

. 5
(5.3) S(p) = Jw(w)
an, wobel
16 16 +24 8 oy 128 L3t 8
wip) = g5 (1 35¢)w 21 °JH T s K 15

angenommen wurde. Fiir geniigend kleine Werte des Parameters ¢ hat
das Polynom w(ux) im Intervall (—1, 1+ 2) genau ein Minimum. In der
Tat, fiir den Wert ¢ = 0 bestehen die Beziehungen
ow c0< ow
0/" pu=—1 a:u p= 2
die auch fiir geniigend kleine Werte ¢ aufrecht erhalten bleiben. Im Inter-
vall (—1, +2) existiert also wenigstens ein Minimum. Es ist aber ein
einziges Minimum, denn man hat w’’ > 0 im erwihnten Intervall. Schlie83-
lich ergibt sich gemaf (1.2), (3,7), (4.5) und (5.3) die angeniherte Be-
ziehung zwischen #, und e,

(5.4) t ~ 10 ’
w (o)
wo u, die Wurzel der Gleichung dw/du = 0 bedeutet, also
(5.5) (1+Ea)u§+ (7—§e)ﬂo+—8—e =0.
33 3 3

Die angeniherte Formel (5.4) wollen wir jetzt mit der exakten Be-
ziehung

/o
5.6) ‘ 8-1/41?( 2Ve ’]/l—'l-l/s )
14V

vergleichen, wo F'(-,-) das unvollstindige elliptische Integral erster Gattung
bedeutet. Wiahrend der Berechnung ist es bequem die entwickelte Form

V2 | = (2k—1)1 (1
D — " ls N -, %
(5.7) to =5 {2+k=1 ZRT B(2,2k+1)s}

zu benutzen. Die GroBe B(a, b) bedeutet hier das Eulersche Integral erster -
Art ([1], S. 644). In Tafel 1 geben wir manche numerische Ergebnisse,
welche aus (4.4), (5.4), (5.5) und (5.7) folgen. Man soll die Beziehung
¢ = sin?¢, beachten.

TAFEL 1
8, | 0.1 02 103 104 |05 |06 |07 0.8 |09 |10
o |
ly=| 0.448 | 0.637 | 0.788 | 0.922 | 1.049 | 1.174 | 1.303 | 1.440 ’ 1.589 I 1.757
lo~| 0.448 | 0.637 | 0.787 | 0.921 | 1.047 | 1.160 | 1.292 | 1.416 | 1.542 | 1.669
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INSTITUT FUR MATHEMATIK UND THEORETISCHE PHYSIK
TECHNISCHE HOCHSCHULE WROCLAW
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J. MIKUS (Wroclaw)

PRZYBLIZONE WYZNACZANIE CZESTOSCI DRGAN
UKLADOW ZACHOWAWCZYCH (4)

STRESZCZENIE

W pracy podaje si¢ pewne przyblizone wzory dla czestosci drgan ukladéw kon-
serwatywnych, dopasowane specjalnie do przypadku charakterystyki quasi-przetacz-
nikowej. Wzory te otrzymuje sie nowa metodq, stosujac znaleziona niedawno zasade
minimum. Jako ilustracje rozpatrzono w pracy pewne calki eliptyczne, wystepujace
W teorii preta sprezystego.

H. MUKYCH (Bpounas)

NPUBJIMDKEHHOE OINPEJAEJIEHHUE YACTOTbI KOJIEBAHUIA
KOHCEPBATHIBHLIX CHICTEM (4)

PE3IOME

B palore npuBOmATCA HEKOTOpHE IpUOIMKEHHEEe OPMYIH AIA YACTOTH KOJe-
0anuit KOHCEPBATHBHHX CHCTEM, COOTBETCTBYIOLINE CIyYal0 KBa3UIepeKIouaTebHoll
XapaKTepuCTHKHA. JTH (GOPMYJIH NOJYYEHH C IIOMOIIbI0O HEJABHO HAWMEHHOr0 IpPHH-
Ouna MuEuMyMmMa. B KauecTBe HJTIOCTPAliMM PACCMATPUBAIOTCA HEKOTOPHIE SJJINII-
THYeCKUMe KHTEeTpaJH, BHCTYNAWLONE B TEOPUM YNPYTOT0 CTEPIKHA.
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J. MIKUS (Wroclaw)

APPROXIMATE DETERMINATION OF VIBRATION
FREQUENCY IN CONSERVATIVE SYSTEMS (4)

SUMMARY

The paper contains certain approximate formulae for the frequency of oscilla-
tion of conservative systems, adapted especially to the case of quasi-switch charac-
teristics. The formulae have been derived in a new way using the recently found
principle of minimum. Some elliptic integrals being important in the theory of the

elastic rod have been considered as an illustration.



